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В этом случае в силу теоремы Гурвича [10, с. 105] работает метод свертки критериев. Находя решения 
для каждого k, можно получить описание эффективных портфелей через вектор-функцию

x k x k x k x k( ) = ( ) ( ) ( )( )1 2, , , . n

Функции x ki ( ) являются непрерывными кусочно-линейными с конечным числом изломов. Эффек-
тивные портфели, соответствующие точкам излома, принято называть угловыми, а параметры k, их 
определяющие, – угловыми точками. Все остальные эффективные портфели устанавливаются через 
линейную комбинацию угловых портфелей.

Пример. Предположим, что для вложений инвестора имеются на выбор следующие четыре вида 
финансовых инструментов: облигации казначейства США, ценные бумаги в евро, золото и акции ком-
пании IBM, ожидаемые эффективности которых, рассчитанные как средние значения исторических 
рядов доходностей, составляют 4,20, 6,96, 10,44 и 6,48 % в год соответственно, дисперсии равны 4,15, 
7,09, 13,72 и 179,17 соответственно, а ковариации доходностей составляют 1,23 для первого и второго 
активов, 0,15 – для первого и третьего, –9,80 – для первого и четвертого, 3,46 – для второго и третьего, 
–6,71 – для второго и четвертого, –16,97 – для третьего и четвертого. Ковариация – это статистическая 
мера взаимодействия двух случайных величин, в качестве которых в нашем примере выступают до-
ходности двух инструментов i и j. Экономический смысл положительного взаимодействия заключается 
в том, что рост ожидаемой доходности одного инструмента влечет за собой увеличение доходности 
другого. Отрицательная ковариация показывает, что доходности двух инструментов связаны между 
собой в противоположных направлениях. Так, рост ожидаемой доходности одного инструмента будет 
сопровождаться снижением ожидаемой доходности другого.

Найдем оптимальное распределение долей инвестиционных средств в имеющиеся активы при ма
ксимальном уровне доходности и минимальном риске, используя ресурсы системы Mathematica [11]. 
Для этого введем исходные данные:
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; m := {4.2, 6.96, 10.44, 6.48};

         x := {x1, x2, x3, x4}; i := {1, 1, 1, 1}

и решим параметрическую задачу Марковица: 
In[2] := opt[k_]:= Minimize[x.v.x-k m.x, i.x==1, x]

Одно из парето-оптимальных решений дает рекомендацию вложить 59,27 % в облигации казначейства 
США, 15,58 % – в бумаги, номинированные в евро, 18,45 % – в золото и 6,70 % – в акции компании 
IBM. Эффективность портфеля при этом составит 5,93 %, а риск – 1,42 %.

Граница парето-оптимальных портфелей при росте его ожидаемой эффективности отображается 
графически с помощью средств системы Mathematica (рис. 1).

Рис. 1. Граница парето-оптимальных решений
Fig. 1. Pareto optimal solution boundary
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