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Рассмотрены обратные задачи восстановления динамических агрегированных производственных функций, 
исходя из заданных условий нейтральности научно-технического прогресса. Описаны множества производствен-
ных функций, учитывающих научно-технический прогресс, нейтральный по Хиксу, Харроду и Солоу. Приведена 
классификация Сато – Бекмана нейтральности научно-технического прогресса для линейно-однородных произ-
водственных функций. Классификация Сато – Бекмана обобщена и дополнена новыми условиями нейтрально-
сти научно-технического прогресса на общий случай аналитического задания динамической производственной 
функции. Рассмотрен ряд случаев нейтральности научно-технического прогресса, основанных на инвариант-
ных зависимостях между тремя экономико-математическими характеристиками динамической производствен-
ной функции: эластичности выпуска по капиталу, эластичности выпуска по труду и фондовооруженности труда 
(фондоотдаче, производительности труда, средней отдаче обобщенного ресурса). По статистическим данным за 
1990–2018 гг., для моделирования экономического роста Республики Беларусь разработана модель динамической 
производственной функции, учитывающая научно-технический прогресс, нейтральный по Хиксу.

Ключевые слова: научно-технический прогресс; производственная функция; нейтральность по Хиксу; ней-
тральность по Харроду; нейтральность по Солоу.
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In this paper, we consider inverse problems of identifying dynamic aggregated production functions from given 
conditions of neutrality of technological progress. Sets of production functions with Hicks neutral technological progress, 
Harrod neutral technological progress, and Solow neutral technological progress are described. The Sato – Beckmann 
classification of neutrality of technological progress for linear-homogeneous production functions is given. The Sa-
to – Beckmann classification is generalised for general case of dynamic production function. Also, we supplemented the 
Sato – Beckmann classification with new conditions of neutrality of technological progress and obtained the corresponding 
forms of dynamic production functions. Using dependencies between three economic and mathematical characteristics of 
dynamic production function (elasticity of output with respect to capital, elasticity of output with respect to labour, and the 
factor proportions, the output-capital ratio, the output-labour ratio, the average product of generalised factor), we obtain 
new cases of neutrality of technological progress. By statistical data for 1990–2018, we built the dynamic production 
function with Hicks neutral technological progress for modeling the economic growth of the Republic of Belarus.

Keywords: technological progress; production function; Hicks neutrality; Harrod neutrality; Solow neutrality. 

Введение
Начиная с 1920-х гг. исследователи пытались понять, в чем состоит научно-технический прогресс 

(НТП) с точки зрения макроэкономической динамики, какие экономические показатели он оставляет 
неизменными (нейтральными, инвариантными) во времени, а какие изменяет. Одна из первых класси-
фикаций НТП была предложена в 1920 г. профессором Кембриджского университета А. С. Пигу в работе 
«Экономическая теория благосостояния» : «...изобретения или нововведения, уменьшающие отношение 
капитала к труду в той отрасли, где они внедряются, будут капиталосберегающими, изобретения или 
нововведения, увеличивающие это отношение, – трудосберегающими, а изобретения или нововведения, 
оставляющие его неизменным, – нейтральными»1 [1, p. 719]. В 1932 г. Дж. Р. Хикс в книге «Теория за-
работной платы», проанализировав разработанный А. С. Пигу подход, подверг его критике и предложил 
свою классификацию, основанную на изменении с течением времени предельной нормы технического 
замещения факторов производства: «Если рассматривать два фактора, труд и капитал, то изобретения 
можно классифицировать в соответствии с тем, увеличивают ли они, оставляют неизменным либо умень-
шают отношение предельной производительности капитала к предельной производительности труда по 
сравнению с ее первоначальным состоянием. Такие изобретения будем называть трудосберегающими, 
нейтральными и капиталосберегающими соответственно» [2, p. 121–122]. Далее Дж. В. Робинсон в своей 
монографии «Очерки по теории занятости» при обсуждении влияния технологий на положения долго-
срочного равновесия в теории занятости применяла классификацию НТП Хикса при дополнительном 
условии: «фондовооруженность труда является величиной постоянной» [3, с. 96–97]. В дальнейшем 
данная модификация определения нейтральности НТП по Хиксу получила широкое распространение 
(см., например, [4–10]) и сейчас в научной литературе используется в качестве основного понятия. 

Идея еще одной классификации НТП была заложена Р. Ф. Харродом в рецензии [11] на книгу 
Дж. В. Робинсон «Очерки по теории занятости» [3] и позднее в расширенном виде представлена в его 
монографии «К динамической экономической теории» [12, p. 22–27]. Подробному и глубокому из-
учению вопросов истории возникновения и становления понятия «нейтральность НТП по Харроду», 
а также возможности его использования в теории экономического роста (через дискуссии и переписку 
Р. Ф. Харрода с экономистами Н. Калдором, Р. Ф. Каном, Дж. М. Кейнсом, Дж. В. Робинсон, П. Сраффа, 
Р. Дж. Хоутри и др.) посвящена работа профессора Д. Бесоми [13].

Понятие «нейтральность НТП по Солоу», которое является симметричным по отношению к понятию 
«нейтральность НТП по Харроду», было введено и использовано в работе американского экономиста 
Р. М. Солоу [14].

1Здесь и далее перевод наш. – Г. Х., А. П.
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Вехи становления и развития теории НТП, его влияние на экономический рост, а также обзор научной 
литературы по этому направлению приведены в монографиях [7–10; 15]. В настоящее время эконо-
мико-математический анализ НТП наиболее полно проводится с помощью теории производственных 
функций [8; 16; 17]. 

Рассмотрим динамическую агрегированную производственную функцию (ПФ) 
 Y F K L t= ( ), , ,  (1)
где Y – выпуск продукции, K – капитал, L – труд, t – параметр времени из числового луча R+ = + ∞[ )0; , 
каждое значение которого выражает определенный уровень НТП, а неотрицательная функция F яв-
ляется дважды непрерывно дифференцируемой на множестве D G= × +R ,  экономическая область
G K L K L⊂ = ( ) ≥ ≥{ }+R2 0 0, : , . 

Каждая из динамических двухфакторных ПФ (1) характеризуется рядом экономико-математических 
показателей [16, с. 47–77; 17, с. 14–31].

1. Средняя производительность капитала (труда)

AP F
F K L
K

AP F
F K L
LK L( ) = ( ) ( ) = ( )





, ,

показывает среднюю отдачу каждой единицы капитала (труда) при заданном уровне НТП. 
2. Предельная производительность капитала (труда)

MP F
F K L
K

MP F
F K L
LK L( ) =

∂ ( )
∂

( ) =
∂ ( )

∂






, ,

приближенно передает, на сколько изменится объем выпуска продукции в случае использования до-
полнительной единицы капитала (труда) и неизменного количества труда (капитала) при заданном 
уровне НТП. 

3. Эластичность выпуска по капиталу (труду)

E F
MP F
AP F

K
F K L

F K L
K

E F
MP F
AP F

L
F KK

K

K
L

L

L
( ) = ( )

( ) ≡ ( )
∂ ( )

∂
( ) = ( )

( ) ≡
,

,
, LL

F K L
L( )

∂ ( )
∂







,

,

при заданном уровне НТП приближенно представляет, на сколько процентов изменится объем про-
дукции при изменении капитала (труда) на 1 % и неизменном количестве труда (капитала).

4. Эластичность производства, или эластичность выпуска по масштабу производства

E F t
F tK tL

F tK tL
t

E F E F
t K L( ) = ( )

∂ ( )
∂

≡ ( ) + ( )
→
lim

,

,
,

1

при заданном уровне НТП приближенно показывает, на сколько процентов изменится объем выпуска 
продукции, если масштаб использования факторов изменится на 1 %.

5. Предельная норма технического замещения (труда капиталом)

MRTS F
F K L
L

F K L
KLK ( ) =

∂ ( )
∂

∂ ( )
∂

,
:

,

является для ПФ (1) характеристикой первого порядка (относительно производных) и при заданном 
уровне НТП приближенно показывает, на сколько процентов нужно увеличить или уменьшить при-
менение капитала K при уменьшении или увеличении труда L на 1 %. Графически же характеристика 
MRTS представляется тангенсом угла наклона касательной к изокванте ПФ в точке, указывающей не-
обходимые объемы труда и капитала для производства заданного объема продукции. Предельная норма 

технического замещения (замещения капитала труда) MRTS F
MRTS FKL

LK
( ) = ( )

1
.

6. Эластичность замещения по Хиксу (замещения труда капиталом)

σ F
d K
L
K
L

dMRTS F
MRTS F

d K
L

d MRTS F
LK

LK LK
( ) =





 ( )

( ) =







:

ln

ln (( )  
при

 
F K L t, ,( ) = const
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при заданном уровне НТП приближенно показывает, на сколько процентов изменится фондовооружен-

ность труда k
K
L

= , если предельная норма технического замещения MRTS FLK ( ) изменится на 1 %.

Предполагается, что НТП воздействует на введенные экономико-математические характеристики 
производственного процесса и приводит к их изменению. Основой для классификации различных типов 
НТП является сохранение во времени определенных зависимостей между этими характеристиками. 
Следуя [15, с. 233], НТП будем называть N-нейтральным, если при некоторой функции N имеет место 
тождество: 

 N AP AP MP MP E E MRTS kK L K L K L LK, , , , , , , , .σ( ) = 0     (2)

Так, при N MRTS h kLK1 = − ( ), N MP h APK K2 = − ( ) и N MP h APL L3 = − ( ), где h – некоторая функция, 
получаем НТП, нейтральный по Хиксу [2, p. 121–122; 7, с. 434], Харроду [12, p. 22–27; 7, с. 435] и Со-
лоу [14; 15, с. 235] соответственно. Например, динамическая ПФ Кобба – Дугласа – Тинбергена [18]

 Y aK L e t= α β γ ,  a > 0, α β γ, , ,≠ 0    (3)

учитывает НТП, одновременно нейтральный по Хиксу, Харроду и Солоу, так как для нее предельная 

норма замещения труда капиталом MRTS Y kLK ( ) = β
α , а предельные производительности капитала и труда 

MP Y AP YK K( ) = ( )α  и MP Y AP YL L( ) = ( )β .
Общий вид агрегированных динамических ПФ, учитывающих НТП, нейтральный по Хиксу, Харро-

ду и Солоу, описывают теоремы 1 и 2, а классификация типов экономического развития представлена 
в табл. 1.

Теорема 1. Динамическая агрегированная ПФ (1) учитывает:
1) НТП, нейтральный по Хиксу, тогда и только тогда, когда ее можно представить в аналитиче-

ском виде [ ] , , ,19 Y K L t= ( )( )Φ Ψ  где Φ – некоторая неотрицательная непрерывно дифференцируемая 
функция переменных Ψ и t, а Ψ – линейно-однородная непрерывно дифференцируемая функция;

2) НТП, нейтральный по Харроду, тогда и только тогда, когда ее можно представить в аналитиче-
ском виде [ ] , , ,20 Y K L t= ( )( )Φ Ψ  где Φ – некоторая неотрицательная линейно-однородная непрерывно 
дифференцируемая функция переменных K и Ψ, а Ψ – непрерывно дифференцируемая функция от L и t;

3) НТП, нейтральный по Солоу, тогда и только тогда, когда ее можно представить в аналитиче-
ском виде [ ] , , ,19 Y K t L= ( )( )Φ Ψ  где Φ – некоторая неотрицательная линейно-однородная непрерывно 
дифференцируемая функция переменных Ψ и L, а Ψ – непрерывно дифференцируемая функция от K и t.

Например, однородную степени α β+  ПФ Кобба – Дугласа – Тинбергена (3), учитывающую НТП, 
нейтральный по Солоу, по теореме 1 можно представить как сложную функцию вида (3) с внешней 

линейно-однородной функцией Φ Ψ Ψ, L a L( ) = −1 β β  и внутренней функцией Ψ K t K e
t

, .( ) = − −
α

β
γ

β1 1  
В случае когда ПФ (1) является линейно-однородной, из теоремы 1 следует теорема 2.
Теорема 2. Линейно-однородная динамическая ПФ (1) учитывает: 
1) НТП, нейтральный по Хиксу, если и только если она может быть представлена в аналитической 

форме (см., например, [5]): Y A t K L= ( ) ( )Φ , ;

2) НТП, нейтральный по Харроду, если и только если она может быть представлена в аналитиче-
ской форме [21; 4]: Y K C t L= ( )( )Φ , ;

3) НТП, нейтральный по Солоу, если и только если она может быть представлена в аналитической 
форме (см. [5]): Y B t K L= ( )( )Φ , , где Φ – неотрицательная линейно-однородная непрерывно диффе-
ренцируемая функция, а строго возрастающие функции A, B и C такие, что A B C( ) ( ) ( )0 0 0 1= = = − есть 
индексы НТП.

Journal of the Belarusian State University. Economics. 2020;2:4–17
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Т а б л и ц а  1
Классификация типов НТП

Ta b l e  1

Classification of types of technological progress

Тип НТП
По Хиксу
K
L

=





const

По Харроду
Y
K

=





const

По Солоу 
Y
L

=





const

Трудоемкий ∂ ( ) >t LKMRTS Y 0 ∂ ( ) <t KMP Y 0 ∂ ( ) >t LMP Y 0

Нейтральный ∂ ( ) =t LKMRTS Y 0 ∂ ( ) =t KMP Y 0 ∂ ( ) =t KMP Y 0

Капиталоемкий ∂ ( ) <t LKMRTS Y 0 ∂ ( ) >t KMP Y 0 ∂ ( ) <t KMP Y 0

П р и м е ч а н и е. Через ∂t обозначена частная производная по параметру t НТП. 
И с т оч н и к: собственная разработка по материалам монографий [7, с. 433–442; 8, с. 83–91].

Для линейно-однородных динамических ПФ (1) в [5] Р. Сато и М. Бекман в зависимости от инвари-
антности относительно НТП различных соотношений между основными экономико-математическими 
характеристиками ПФ ввели всевозможные определения N-нейтральности НТП (рассмотрены 15 слу-
чаев) и получили соответствующие им аналитические представления линейно-однородных динамиче-
ских ПФ. Приведенная классификация различных типов N-нейтральности НТП была апробирована на 
статистических данных США, Японии и Германии [22]. Аналитические формы линейно-однородных 
динамических ПФ, которые одновременно учитывают разные типы N-нейтральности по классификации 
Сато – Бекмана, были выделены в [23].

В данной работе типы нейтральности по классификации Сато – Бекмана обобщены на случай, когда 
ПФ необязательно являются линейно-однородными. Рассмотрены также случаи нейтральности НТП, 
не учтенные в этой классификации. Способ нахождения аналитических видов динамических ПФ (1) 
основан на решении уравнений в частных производных первого порядка методом характеристик. Статья 
продолжает исследования [24–28] по выделению аналитических классов ПФ, обладающих заданными 
экономико-математическими характеристиками.

Классификация Сато – Бекмана, ее обобщение и дополнение
Наиболее полная классификация различных типов N-нейтральности НТП проведена Р. Сато и М. Бек-

маном в 1968 г. [5] для линейно-однородных ПФ (1) в зависимости от различных двух экономико-мате-
матических характеристик, упомянутых ранее и входящих в условие связи (2). Типы N-нейтральности 
НТП и аналитический вид линейно-однородной ПФ F K L t, ,( ) представлены в табл. 2. В типах НТП 
6, 7, 11 и 12 для ПФ F задана в неявной форме, а в типе 15 F не зависит от параметра t НТП.

Т а б л и ц а  2

Классификация Сато – Бекмана нейтральности НТП для линейно-однородных ПФ

Ta b l e  2

Sato – Beckmann classification of neutrality of technological progress 
for linear-homogeneous production functions

Тип 
N-нейтральности Тип N-нейтральности НТП Аналитический вид ПФ

1
НТП, нейтральный по Хиксу

MRTS F h L
KKL ( ) = 





F K L t A t K L, , ,( ) = ( ) ( )Φ

2
НТП, нейтральный по Харроду

MP F h Y
KK ( ) = 





F K L t K A t L, , ,( ) = ( )( )Φ
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Тип 
N-нейтральности Тип N-нейтральности НТП Аналитический вид ПФ

3
НТП, нейтральный по Солоу

MP F h Y
LL ( ) = 





F K L t A t K L, , ,( ) = ( )( )Φ

4 MP F h Y
KL ( ) = 



 F K L t K L A t K, , ,( ) = + ( )( )Φ

5 MP F h Y
LK ( ) = 



 F K L t K A t L L, , ,( ) = + ( )( )Φ

6
НТП, нейтральный по анти-Хиксу I

MRTS F h Y
KKL ( ) = 





ϕ F
K

L
F

A t





+ = ( )

7
НТП, нейтральный по анти-Хиксу II

MRTS F h Y
LLK ( ) = 





ϕ F
L

K
F

A t





+ = ( )

8 MP F h L
KL ( ) = 





F K L t A t K K L, , ,( ) = ( ) + ( )Φ

9 MP F h K
LK ( ) = 





F K L t A t L K L, , ,( ) = ( ) + ( )Φ

10 σ F h L
K

( ) = 





F K L t A t K dx

x B t dx
xh x

x L
K

, , exp

exp

( ) = ( )
+ ( ) ( )∫

∫ =

11 σ( )F h Y
K

= 





L
K

A t dy

y B t
h y dy
y

y F
K

= ( )
− ( ) ( )∫

∫ =
exp

exp

12 σ F h Y
L

( ) = 





K
L

A t dz

z B t
h z dz
z

z F
L

= ( )
− ( ) ( )∫

∫ =
exp

exp

13 σ F h MRTS FKL( ) = ( )( ) F K L t A t K dx
x h B t x x L

K

, , exp( ) = ( )
+ ( )( )∫ =

14
НТП, нейтральный по Сато

σ F h E FL( ) = ( )( ) F K L t A t K B t L, , ,( ) = ( ) ( )( )Φ

15 MP F h MP FK L( ) = ( )( ) нет НТП

П р и м е ч а н и е. Здесь h и ϕ – произвольные непрерывно дифференцируемые функции, F и Φ – неотрицательные линейно-
однородные непрерывно дифференцируемые функции, A и B – индексы НТП. 

И с т о ч н и к: собственная разработка на основании [5].

В классификации Сато – Бекмана особо отметим концепцию нейтральности по Сато (тип НТП 14 
в табл. 2): эластичность замещения труда капиталом не изменяется с течением времени при фикси-
рованной эластичности выпуска по труду. Данный тип нейтральности НТП описывается ПФ вида 

О ко н ч а н и е  т а бл .  2
E n d i n g  t a b l e  2
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F K L t A t K B t L, , , ,( ) = ( ) ( )( )Φ  которая определяет капитало- и трудодобавляющий НТП [9, с. 107]. 
В случае, когда индексы НТП, увеличивающие капитал и труд, равны, т. е. A t B t( ) = ( ), получаем про-
дуктоувеличивающий НТП. А если предположить, что индекс НТП A t( ) = 1 (индекс НТП B t( ) =1), то 
получим трудодобавляющий НТП (капиталодобавляющий НТП). Таким образом, верно следующее 
утверждение о связи между подходом, основанном на учете автономного экзогенного НТП, и нейтраль-
ностями НТП по Хиксу, Харроду и Солоу.

Предложение [10, с. 74–75]. Пусть динамическая агрегированная ПФ (1) линейно-однородная. Тогда 
имеют место следующие утверждения:

1) НТП является нейтральным по Хиксу в том и только в том случае, когда он продуктоувеличиваю-
щий;

2) НТП является нейтральным по Харроду тогда и только тогда, когда он трудодобавляющий; 
3) НТП является нейтральным по Солоу, если и только если он капиталодобавляющий.
Обобщим первые девять типов нейтральности НТП в классификации Сато – Бекмана (табл. 3) на 

случай, когда ПФ необязательно линейно-однородная, т. е. на общий случай задания динамической ПФ, 
а также добавим ряд случаев N-нейтральностей НТП (типы 16–18 в табл. 3), рассмотренных в более 
поздней работе М. Бекмана [19].

Т а б л и ц а  3 

Обобщенная классификация Сато – Бекмана нейтральности НТП
Ta b l e  3

Generalised Sato – Beckmann classification of neutrality of technological progress

Тип N-нейтрализации Тип N-нейтральности НТП Аналитический вид ПФ

1
НТП, нейтральный по Хиксу

MRTS F h L
KKL ( ) = 





F K L t K L t, , , ,( ) = ( )( )Ψ Φ  [19, с. 12–15]

2

НТП, нейтральный по Харроду

MP F h Y
KK ( ) = 





F K L t K L t, , , ,( ) = ( )( )Φ Ψ [20]

3
НТП, нейтральный по Солоу

MP F h Y
LL ( ) = 





F K L t K t L, , ,( ) = ( )( )Φ Ψ [19, с. 9–11]

4 MP F h Y
KL ( ) = 





F K L t K L K K t, , , ,( ) = + ( )( )Φ Ψ

5 MP F h Y
LK ( ) = 





F K L t K L L t L, , ,( ) = + ( )( )Φ Ψ

6
НТП, нейтральный по анти-Хиксу I

MRTS F h Y
KKL ( ) = 





ϕ yF
K

L
F

F t





+ + ( ) =, 0

7
НТП, нейтральный по анти-Хиксу II

MRTS F h Y
LLK ( ) = 





ϕ yF
L

K
F

F t





+ + ( ) =, 0

8 MP F h L
KL ( ) = 





F K L t K L K t, , , ,( ) = ( ) + ( )Φ Ψ

9 MP F h K
LK ( ) = 





F K L t K L L t, , , ,( ) = ( ) + ( )Φ Ψ
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Тип N-нейтрализации Тип N-нейтральности НТП Аналитический вид ПФ

16 L MP F h FL⋅ ( ) = ( ) F K L t L K t, , ,( ) = ( )( )ϕ y [19, с. 5–7]

17 E F h LL ( ) = ( ) F K L t K t L, , ,( ) = ( ) ( )ϕ y [19, с. 8–9]

18

НТП, нейтральный по Бекману

σ F h K
L
MRTS FKL( ) = ( )





F K L t A t K L t, , ,( ) = ( )( )( )Ψ Φ [19, с. 15–19]

19 L MP F h F
KL⋅ ( ) = 



 F K L t K L K K t, , , ln ,( ) = + ( )( )Φ Ψ

20 L MP F h LL⋅ ( ) = ( ) F K L t L K t, , ,( ) = ( ) + ( )ϕ y

21 L MP F h KL⋅ ( ) = ( ) F K L t h K L K t, , ln ,( ) = ( ) + ( )Ψ

22 K MP F h FK⋅ ( ) = ( ) F K L t K L t, , ,( ) = ( )( )ϕ y

23 K MP F h F
LK⋅ ( ) = 



 F K L t K L L t L, , ln ,( ) = + ( )( )Φ Ψ

24 K MP F h LK⋅ ( ) = ( ) F K L t h L K L t, , ln ,( ) = ( ) + ( )Ψ

25 K MP F h KK⋅ ( ) = ( ) F K L t K L t, , ( ) ( , )( ) = +ϕ y

26 E F h KL ( ) = ( ) F K L t K t h K L, , , exp ln( ) = ( ) ( )( )Ψ

27 E F h K
LL ( ) = 





F K L t K
L

K t, , ,( ) = 



 ( )ϕ y

28 E F h F
LL ( ) = 





F K L t K t L, , ( ( , ) )( ) = Φ Ψ

29 E F h F
KL ( ) = 



 F K L t K L K t, , ln ,( ) = ⋅ + ( )( )y ϕ

30 E F h KK ( ) = ( ) F K L t L t K, , ,( ) = ( )⋅ ( )ϕ y

31 E F h LK ( ) = ( ) F K L t L t h L K, , , exp ln( ) = ( ) ( )( )Ψ

32 E F h K
LK ( ) = 





F K L t K
L

L t, ,( ) = 





⋅( )ϕ y ,

33 E F h F
KK ( ) = 



 F K L t K L t, , , ,( ) = ( )( )Φ Ψ

34 E F h F
LK ( ) = 



 F K L t L K L t, , ln ,( ) = ⋅ + ( )( )y ϕ

П р и м е ч а н и е. Здесь h, ϕ, y, F и Ψ – произвольные непрерывно дифференцируемые функции, Φ – некоторая линейно-
однородная непрерывно дифференцируемая функция, A – индекс НТП.

И с т о ч н и к: собственная разработка; для типов НТП 1–3 и 16–18 использованы результаты [19; 20].

О ко н ч а н и е  т а бл .  3
E n d i n g  t a b l e  3
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Новые типы (19–34 (см. табл. 3)) N-нейтральности НТП основаны на функциональной связи между 
одной или двумя экономико-математическими характеристиками ПФ (1). При этом для установления 
аналитических форм ПФ, соответствующих N-нейтральности НТП, используем метод характеристик 
решения уравнений в частных производных. 

Рассмотрим ряд типов N-нейтральности НТП, основанных на инвариантных зависимостях (2) между 
тремя экономико-математическими характеристиками ПФ (1): эластичностью выпуска по капиталу 
E FK ( ),  эластичностью выпуска по труду E FL ( )  и фондовооруженностью труда (фондоотдачей, про-
изводительностью труда, средней отдачей обобщенного ресурса). НТП является:

1) TEP1-нейтральным (Total Elasticity of Production), если эластичность производства E F E F E FK L( ) = ( ) + ( ) 
E F E F E FK L( ) = ( ) + ( ) не изменяется с течением времени при фиксированной фондовооруженности труда, т. е. 

E F( ) = const при K
L

= const;

2) TEP2-нейтральным в случае, когда эластичность производства E F( ) с течением времени остается 

прежней при фиксированной фондоотдаче, т. е. E F( ) = const при Y
K

= const;

3) TEP3-нейтральным, если эластичность E F( ) не изменяется с течением времени при фиксиро-

ванной производительности труда, т. е. E F( ) = const  при Y
L

= const;

4) TEP4-нейтральным, если значение эластичности производства E F( ) сохраняется с течением вре-

мени при фиксированной средней отдаче обобщенного ресурса (в качестве такого обобщенного ресурса 

чаще всего рассматривается себестоимость продукции), т. е. E F( ) = const при Y
K Lα β

α β
+

= >( )const , .0  

Аналитические виды ПФ (1), учитывающие TEP1–TEP4-нейтральные НТП, описываются следую-
щими утверждениями (см. теоремы 3–6, следствия 1 и 2).

Теорема 3. Динамическая ПФ (1) учитывает TEP1-нейтральный НТП тогда и только тогда, когда 
ее можно представить в аналитическом виде

 F K L t K
L
t h K

L
L, , , exp ln ,( ) = 

















Ψ   (4)

где Ψ – некоторая неотрицательная непрерывно дифференцируемая функция.
Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению TEP1-нейтральности НТП получаем, что ПФ (1) учитывает 

TEP1-нейтральный НТП, если и только если при некоторой непрерывно дифференцируемой функции 

h имеет место тождество E F h K
L

( ) = 





.

Необходимость. Пусть ПФ (1) учитывает TEP1-нейтральный НТП. Докажем, что динамическую 
ПФ (1) можно представить в аналитической форме (4). Для этого решим уравнение в частных произ-
водных первого порядка

 K F L F Fh K
LK L∂ + ∂ = 



   (5)

с характеристической системой

 
dK
K

dL
L

dt dF

Fh K
L

= = =






0
.   (6)

Из уравнений dK
K

dL
L

=  и dL
L

dt=
0

 находим первые интегралы 
K
L

C= 1 и t = C2 системы (6), где C1 

и C2 – произвольные неотрицательные вещественные постоянные.
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Из обыкновенного дифференциального уравнения dL
L

dF

Fh K
L

=






,  с учетом того что K = C1L, опре-

деляем первый интеграл F L Ch C⋅ =− ( )
,1
3  или F L C

h K
L⋅ =

− 





3,  где C3 − произвольная неотрицательная 
вещественная постоянная.

Будучи функционально независимыми, первые интегралы 
K
L

C t C= =1 2,  и F h K
L

L C⋅ − 











=exp ln 3  

образуют интегральный базис характеристической системы (6). Тогда соотношение

 V K
L
t F h K

L
L, , exp ln ,⋅ − 

















= 0    (7)

где V – произвольная дифференцируемая функция трех аргументов, задает в неявном виде решение 
квазилинейного уравнения (5). При этом на основании теоремы 3.1 из [29, с. 340–341] заключаем, что 
соотношение (7) определяет общее решение квазилинейного уравнения (5). Ограничиваясь только теми 
функциями V, для которых функциональное уравнение (7) можно разрешить относительно третьего 
аргумента (см., например, [30, с. 544–551], получаем решение уравнения (5) в явном виде (4).

Достаточность. Пусть динамическую ПФ (1) возможно представить в аналитической форме (4). 
Тогда эластичность производства

E F
F K L t

K F K L t L F K L tK L( ) = ( ) ∂ ( ) + ∂ ( )( ) =1

, ,
, , , ,

= ( ) ⋅ ′ ( ) ( )( ) + ⋅ ′( ) ( )( )( −1

F K L t
u u h u L u Lh u F K L t

, ,
exp ln ln , ,Ψ

− ⋅ ′( ) ( )( ) + ⋅ ′( ) ( ) − ( ) ( )( ) =
u u h u L u Lh u F K L t h u F K L t

u K
L

Ψ exp ln ln , , , , == 





h K
L
,

а значит, ПФ (4) учитывает TEP1-нейтральный НТП. 
Отметим, что в классе динамических ПФ (4), учитывающих TEP1-нейтральный НТП, содержится 

множество однородных ПФ степени q ∈R \{ }0  относительно факторов производства K и L, где R – мно-

жество действительных чисел. При h qK
L







=  имеем

F K L t K
L
t q L L K

L
t L K

L
tq q, , , exp ln , , ,( ) = 



 ( ) = 





= 





Ψ Ψ Φ 1  = ( )Φ K L t, , ,

где Φ – произвольная неотрицательная однородная степени, q – непрерывно дифференцируемая функция.
Класс ПФ, который учитывает TEP2-нейтральный НТП, описывает теорема 4.
Теорема 4. Динамическая ПФ (1) учитывает TEP2-нейтральный НТП, если и только если ее можно 

представить в аналитической форме

 F K L t K K
L
t, , , , ,( ) = 











Φ Ψ   (8)

где Φ  – некоторая неотрицательная линейно-однородная непрерывно дифференцируемая функция, 
а Ψ  – непрерывно дифференцируемая функция.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению TEP2-нейтральности НТП, получаем, что ПФ (1) учитывает 
TEP2-нейтральный НТП, если и только если при некоторой непрерывно дифференцируемой функции 

h имеет место тождество E F h F
K

( ) = 





.

Необходимость. Пусть ПФ (1) учитывает TEP2-нейтральный НТП. Докажем, что динамическую 
ПФ (1) можно представить в аналитической форме (8). Для этого решим уравнение в частных произ-
водных первого порядка

 K F L F Fh F
KK L∂ + ∂ = 



   (9)
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с характеристической системой

 
dK
K

dL
L

dt dF

Fh F
K

= = =






0
.

  (10)

Из уравнений dK
K

dL
L

=  и dL
L

dt=
0

 находим первые интегралы 
K
L

C= 1  и t = C2 системы (10), где C1 

и C2 – произвольные неотрицательные вещественные постоянные.

Дифференциальное уравнение dF
dK

F
K
h F
K

= 





,  введя новую переменную ξ = F
K

и разделив перемен-

ные, перепишем в виде 
dK
K

d
h

= ( ) −( )
ξ

ξ ξ 1

. Откуда lnK d
h

C+
− ( )( ) =∫

ξ
ξ ξ1

3
  или K H C⋅ ( ) =ξ 3, где положено 

H d
h

ξ ξ
ξ ξ

( ) =
− ( )( )∫exp
1

 (по теореме Барроу, H – непрерывно дифференцируемая функция), а C C3 3= exp   

( C3– произвольные вещественные постоянные). 
Будучи функционально независимыми, первые интегралы 

K
L

C t C= =1 2,  и K H F
K

C⋅ 





= 3  образуют 
интегральный базис системы (10). Тогда соотношение

 V K
L
t K H F

K
, , ,⋅ 











= 0   (11)

где V – произвольная дифференцируемая функция трех аргументов, задает в неявном виде решение 
квазилинейного уравнения (9). При этом на основании теоремы 3.1 из [29, с. 340–341] заключаем, что 
соотношение (11) определяет общее решение квазилинейного уравнения (9). Ограничиваясь только теми 
функциями V, для которых функциональное уравнение (11) можно разрешить относительно третьего 

аргумента (см., например, [30, с. 544–551]), получаем H F
K K

K
L
t





= 





1 Ψ , ,  а основываясь на теореме 

о существовании обратной функции (см., например, [31, с. 132–133]), имеем:

F K L t KH

K
L
t

K
K

K
L
t

K
, ,

, , ,

( ) =























=












−1
1Ψ

Φ
Ψ
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Φ ΨK K
L
t, , ,

где Ψ – произвольная непрерывно дифференцируемая функция, H –1 – обратная к H функция, а Φ  – не-
отрицательная линейно-однородная функция.

Достаточность. Пусть ПФ (1) имеет представление (8). Повторяя проведенные выше вычисления 
в обратном порядке, получаем, что функция (8) является решением уравнения (9), а значит, учитывает 
TEP2-нейтральности НТП. 

Используя понятие квазиоднородной ПФ [24; 25], сформулируем следствие 1.
Следствие 1. Квазиоднородная ПФ (1) степени q ∈R \{ }0  относительно весового вектора g q g= ( ), ,2  

g2 0∈R \{ }, g q2 ≠ , учитывает TEP2-нейтральный НТП, если и только если она может быть пред-
ставлена в аналитической форме:

 F K L t K A t K
L

q
q g

, , , ,( ) = ( )















−( )Φ 2

   (12)

где Φ – некоторая неотрицательная линейно-однородная непрерывно дифференцируемая функция, 
а возрастающая функция A – индекс НТП.

Д о к а з ат е л ь с т в о. По теореме 4, ПФ (1) учитывает TEP2-нейтральный НТП, если и только если 
ее можно представить в виде (8). Из квазиоднородности степени q относительно весового вектора 
g g g= ( )1 2,  функции (1)
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F K L t F K L tg g qλ λ λ1 2, , , , ,( ) = ( ) ∀ ∈ +∞( )λ 0; ,

на основании аналитического представления (8) получаем, что левая часть

F K L t K K
L
tg g g g gλ λ λ λ1 2 1 1 2, , , , ,( ) = 











−Φ Ψ ∀ ∈ +∞( )λ 0; ,

правая часть

λ λ λ λq q q qF K L t K K
L
t K K

L
t, , , , , ,( ) = 











= 











Φ Ψ Φ Ψ ,, ∀ ∈ +∞( )λ 0; ,

а значит, g1= q, функция Ψ является однородной степени m q
g g= −
1 2

.Поэтому верно аналитическое 
представление

F K L t K K
L
t K K

L
t

q
g g

, , , , , ,( ) = 











= 



 ( )








−

Φ Ψ Φ Ψ
1 2

1





= 

















−
Φ K A t K

L

q
g g

, ( ) ,
1 2

где положено, что функции A t t( ) = ( )Ψ 1, . Таким образом, верно представление (12).
Аналогично теореме 4 и следствию 1 доказываются теорема 5 и следствие 2.
Теорема 5. Динамическая ПФ (1) учитывает TEP3-нейтральный НТП, если и только если ее можно 

представить в аналитической форме

F K L t K
L
t L, , , , ,( ) = 











Φ Ψ

где Φ – некоторая неотрицательная линейно-однородная непрерывно дифференцируемая функция, 
а Ψ – непрерывно дифференцируемая функция.

Следствие 2. Квазиоднородная ПФ (1) степени q ∈R \{ }0  относительно весового вектора g g q= ( )1, , 
g1 0∈R \{ }, g q1 ≠ , учитывает TEP3-нейтральный НТП, если и только если она может быть приведена 
в аналитической форме:

F K L t A t K
L

L
q

g g
, , , ,( ) = ( )

















−
Φ

1 2

где Φ – некоторая неотрицательная линейно-однородная непрерывно дифференцируемая функция, 
а возрастающая функция A – индекс НТП.

Методом, аналогичным использованному в теореме 4, доказывается теорема 6.
Теорема 6. Динамическая ПФ (1) учитывает TEP4-нейтральный НТП тогда и только тогда, когда 

ее можно представить в аналитической форме

F K L t K L H K L t, , , , ,( ) = +( ) ( )( )α β Φ

где Φ – некоторая линейно-однородная непрерывно дифференцируемая функция, а H – неотрицатель-
ная непрерывно дифференцируемая функция одного аргумента.

Заключение
В статье описаны множества динамических агрегированных ПФ, учитывающих НТП, нейтральный 

по Хиксу, Харроду и Солоу (см. теоремы 1 и 2, табл. 1). Приведена классификация Сато – Бекмана 
нейтральности НТП для линейно-однородных ПФ (см. табл. 2). Классификация Сато – Бекмана обоб-
щена (см. табл. 3) и дополнена новыми условиями нейтральности НТП (см. табл. 4) на общий случай 
аналитического задания динамической ПФ. Рассмотрен ряд случаев нейтральности НТП, основанных 
на инвариантных зависимостях между тремя экономико-математическими характеристиками динами-
ческой ПФ: эластичностью выпуска по капиталу, эластичностью выпуска по труду и фондовооружен-
ностью труда (см. теорему 3), фондоотдачей (см. теорему 4 и следствие 1), производительностью труда 
(см. теорему 5 и следствие 2), средней отдачей обобщенного ресурса (см. теорему 6).

Полученные в работе результаты могут быть использованы при моделировании реальных производ-
ственных процессов, учитывающих НТП. В качестве примера приведем разработанную нами модель 
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динамической ПФ вида (1), учитывающую НТП, нейтральный по Хиксу, с постоянной эластичностью 
замещения факторов производства для экономики Республики Беларусь по статистическим данным за 
1990–2018 гг. на основе информации Всемирного банка2 в индексной форме методом Кменты [32]:

Y e K L R DWt= +( ) = =
−

0 83 0 3 0 7 0 986 1 52
0 02 0 8 0 8

1

0 8
2, , , , , , , .

, , , ,    

С точки зрения статистики R2 и DW зависимость получилась значимой. С помощью статистического 
пакета EViews проверено выполнение модельных предпосылок, выполнена компьютерная реализация 
метода Кменты на языке программирования Python. На основании модели установлено, что экономика 
Республики Беларусь имеет небольшой ежегодный темп прироста индекса НТП λ = 0 02,  и невысокую 
степень взаимозаменяемости труда и капитала  (показатель эластичности замещения факторов произ-
водства σ =

+
=1

1 0 8
0 56

,
, ).
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