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Оптимизация логистических схем транспортировки грузов математически требует урегулирования денежных 
затрат на транспортные потоки. Рассматриваются методы организации оптимальных транспортных потоков. Про-
водится исторический обзор моделей и методов улучшения транспортной логистики. Особое внимание уделяется 
легкоразрешимым случаям транспортной задачи со специальными стоимостными функциями. В рамках этой за-
дачи предлагается использовать выпуклостные обобщения матриц Монжа. Данные матрицы позволяют клас-
сифицировать стоимостные целевые функции для большинства разрешимых случаев транспортных задач как 
классического типа, так и типа коммивояжера и др.
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The article is devoted to the analysis of flow optimisation methods in transport logistics. The historical review and 
analysis of the current state are given with a focus on easily solvable cases that generalise the well-known Monge property 
of cost matrices.
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История
До недавнего времени «Оксфордский словарь» определял транспортную логистику как отрасль во-

енной науки по перевозке материалов и персонала. Действительно, логистика развивалась как обобще-
ние опыта успешных логистических решений по перемещению войск и сопутствующих материалов 
А. Македонского, шведского короля Карла XII при походе в Украину, Ивана Грозного в походах в Ливо-
нию и ВКЛ, А. В. Суворова в походе в Швейцарию. Впервые термин «логистика» появился в Византий-
ской империи, где логисты двора императора Льва VI распределяли продукты питания. Считается, что 
в русскую науку понятие логистики как практического искусства движения войск ввел в XIX в. барон 
де А. Д. Жомини, перебежавший из армии Наполеона к Александру I.
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Важнейшая в  логистике задача оптимизации транспортного потока впервые была формализова-
на в 1781 г. главным интендантом в походах Наполеона Гаспаром Монжем, ставшим позднее извест-
ным математиком [1]. Однако его результаты, равно как и результаты в 1920 г. советского экономиста 
А. Н. Толстого [2], широкой известности не получили. И только советский математик, в будущем из-
вестный экономист, лауреат Нобелевской премии по экономике, Л. В. Канторович опубликовал в 1942 г. 
труд «О перемещении масс» [3]. Идеи Л. В. Канторовича, изложенные в этом издании, а также метод 
потенциалов, разработанный им совместно с М. К. Гавуриным, долгое время [4] считались основопо-
лагающими в сфере транспортной логистики. Когда оптимизаторам потоков в сетях стали известны 
работы Г. Монжа (примерно с 1990 г.), транспортную задачу начали называть задачей Монжа – Кан-
торовича. На Западе подобными исследованиями занимались Ф. Хичкок [5], Т. Купманс [6], а также 
Г. Данциг [7]. Существенным продвижением стало потоко-сетевое представление транспортной задачи, 
разработанное Л. Р. Фордом и Д. Р. Фалкерсоном сначала в отчете корпорации Военно-морского флота 
США RAND, а затем в их знаменитой монографии [8]. Научный труд В. А. Емеличева, М. М. Ковалева, 
М. К. Кравцова «Многогранники, графы, оптимизация» [9], получивший широкую известность в мире 
после перевода в 1984 г. в издательстве Кембриджского университета [10], стал еще одним продвиже-
нием в  теории транспортных задач, особенно многоиндексных. Обзор современных достижений по 
классическим задачам Монжа и Канторовича дан в [11].

Основные модели транспортной задачи
Модель Монжа – Канторовича. Пусть X и Y – два сепарабельных метрических пространства, со-

ответствующих вероятностно-измеримым по Радону функциям m и u. Пусть с : X × Y → [0, +  ∞] есть 
измеримая по Борелю стоимостная функция (например, расстояния). В формулировке Монжа задача 
состоит в нахождении оптимального транспортного отображения T : X → Y, на котором достигается 

inf , .c x T x d x
x

� �� � � �� �

Согласно формулировке Канторовича при решении оптимизационной транспортной задачи требует-
ся найти вероятностную меру γ : X × Y, на которой достигается

inf , : , ,c x y d xy
X Y

� � � � � � �
�
� � � � �� Гinf , : , ,c x y d xy
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где Г� � �,� � определяет семейство вероятностных мер на X × Y. 
Детальный анализ современного состояния исследований модели Монжа – Канторовича представ-

лен в [11].
Матричная модель (классическая транспортная задача). Пусть m n�� � – матрица; c =  cij� �  есть 

стоимость перевозок груза в количестве ai из пунктов i в пункты j, где этот груз требуется в количестве 
bj. В результате транспортная задача упрощается до

min c xij ij
j
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Решается данная задача стандартными программами линейного программирования (см. раздел «Со-
временный программный инструментарий транспортной оптимизации»). На практике обычно рассма-
триваются различные ее усложнения, связанные с контейнерными перевозками, включающими транс-
портировку порожних контейнеров. В  этом случае при тех же ограничениях стоимостная функция 
принимает вид f xij ij

ij
� ��� , где fij – порядково-выпуклая функция.
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Сетевая модель. На практике лучше моделировать задачу оптимизации транспортных потоков с по-
мощью сетевого представления. Транспортную сеть описывают ориентированным графом G = V E,� � 
с множествами вершин V и дуг E. Каждая дуга соответствует реальному участку автодороги, а каждая 
вершина есть узел (перекресток). Направление дуги показывает ход автотранспорта. Магистрали с дву-
сторонним движением имеют парные противоположные дуги. Пусть S ⊆ V есть источники, т. е. верши-
ны, из которых вывозится груз, а T ⊆ V – стоки, т. е. вершины, поглощающие поток. Перемещение по 
каждой дуге i j,� � сопровождается затратами cij (или доходами cij транспортной компании). Получим 
задачу

min max
,

� �
� � �
� c xij ij

i j V
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где dij – пропускная способность дуги i j,� � ∈ E; V Vi i
� �� � – вершины, связанные с вершиной i входящей 

(выходящей) дугой j i i j, , .� �� � или i j, .� �. 
Рассматривают и  многопродуктовые обобщения транспортной задачи, в  которых перевозятся от-

дельно многие продукты, но пропускные способности дуг общие.
В транспортно-логистических приложениях при различных дополнительных ограничениях, кроме 

вышеизложенных, в качестве стоимостных функций определяют:
1) минимум денежных затрат;
2) минимум приведенных затрат;
3) минимум временных затрат на перевозки;
4) максимум дохода транспортной компании от выполненных перевозок.

Матрицы Монжа и градиентный алгоритм
В работе [1] Г. Монж выделил класс стоимостных матриц, обладавших свойством 

	 cij + ckl ≤ cil + ckj для всех 1 ≤ i < k ≤ m.				    (1)
В транспортной оптимизации получили также распространение симметричные матрицы Монжа, 

или матрицы Супника. Матрицы Монжа возникли, когда точки перемещения груза находились на сто-
ронах многоугольника, а расстояние измерялось в евклидовой метрике.

В работе [12] такие матрицы были названы матрицами Монжа. Если условие (1) выполняется в дру-
гую сторону, а именно ≥, то их считают матрицами анти-Монжа. Еще Г. Монж доказал, что транс-
портную задачу с такой матрицей стоимости решает «жадный» (glouton – по Монжу, greedy – в англо-
язычной литературе) алгоритм, который совпадает в транспортной задаче на минимум с алгоритмом 
минимального элемента. В монографии М. М. Ковалева [13] показано, что на самом деле этот алгоритм 
есть применение общего градиентного метода для данного класса задач.

Впервые оптимальность плана, построенного градиентным алгоритмом, доказал А.  Гофман  [12], 
а позднее и ряд других ученых для разных модификаций транспортной задачи: аксиальной многоин-
дексной транспортной задачи [14; 15], транспортной задачи с запрещенными дугами [16; 17], общей 
потоковой задачи [18]; задачи о К-коммивояжерах [19; 20], задачи размещения [21]. 

Как оказалось, многие другие легкоразрешимые случаи задач оптимизации транспортных логисти-
ческих потоков также связаны со специальными случаями матриц Монжа и анти-Монжа. Это такие 
известные результаты, как разрешимые случаи задачи коммивояжера [22; 23], задачи об оптимальных 
деревьях [24; 25], задачи об оптимальных цепях матриц [26]. Ниже выявим и другие легкоразрешимые 
задачи оптимизации транспортных систем, обладающих свойствами, подобными свойствам Монжа.

Матрицы Монжа и выпуклость
В работах [27–31] матрицы Монжа описываются как конусы стоимостных матриц, влияние которых 

облегчает решение задач оптимизации транспортного типа. Резюмируя  [27], покажем, что свойство 
Монжа есть разновидность общего свойства выпуклости функции ci, j двух дискретных переменных 
i и j, и в следующем разделе обобщим вышецитированное исследование конусов подобных функций.
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Матрица C = cij m n� �
�

, как функция переменных i и j для всех i, j, будет называться:
	• субмодулярной, если ci –1j – 1 + cij ≤ cij – 1 + ci – 1j; 
	• супермодулярной, если ci – 1j – 1 + cij ≥ cij – 1 + ci – 1j; 
	• модулярной, если ci –1j – 1 + cij = cij – 1 + ci – 1j; 
	• вогнутой, если ci – 1j + ci + 1j  ≤ 2cij, cij – 1 + cij + 1 ≤ 2cij;     
	• выпуклой, если ci – 1j + ci + 1j ≥ 2cij, cij – 1 + cij + 1 ≥ 2cij; 
	• линейной, если ci – 1j + ci + 1j = 2cij, cij – 1 + cij + 1 = 2cij. 

Введем m n� �� �1  – матрицу градиентов Δrowc – с элементами
�rowc c c

ij ij ij� � �� � 1  
и                   – матрицу градиентов Δcolc – с элементами

�colc c c
ij i j ij� � � �� 1 .  

Очевидно, что обе последние матрицы есть дискретные аналоги градиентов по направлениям 
i и j (подробнее см. [13]).

Назовем матрицу A изотонной (антитонной), если aij ≤ akl или aij ≥ akl для всех i ≤ k, j ≤ p, строчно-
изотонной (строчно-антитонной), если дополнительно i ≡ k, и столбцово-изотонной (столбцово-анти-
тонной), если дополнительно j ≡ p.

Функция f : Z n → R порядково-выпуклая (порядково-вогнутая), если
f x f x f y f yi i� � � � �� � � � �� � �� �  или f x f x f y f yi i� � � � � �� � � � �� �� �    

для всех x ≤ y и 1 ≤ i ≤ n, где �i i� ��0 1 0 0, , , , ,   (теорию таких функций см. в [13]).

На рисунке представлена иерархия классов введенных функций.
Опишем свойства выпуклых стоимостных матриц:
1) матрица С является субмодулярной (супермодулярной) тогда и только тогда, когда матрица гра-

диентов Δrowc есть столбцово-антитонная (столбцово-изотонная), а матрица градиентов Δcolc – строчно-
антитонная (строчно-изотонная);

2)  матрица С  является модулярной тогда и  только тогда, когда будут равны и элементы каждого 
столбца матрицы градиентов ΔrowC, и элементы каждой строки матрицы градиентов ΔcolC;

3) матрица С является выпуклой (вогнутой) тогда и только тогда, когда матрица градиентов ΔrowC 
есть строчно-изотонная (строчно-антитонная) и матрица градиентов ΔcolC – столбцово-изотонная 
(столбцово-антитонная);

Иерархия классов порядково-выпуклых (вогнутых) функций на Z  2 
Hierarchy of classes of order-convex (concave) functions on Z  2

m n�� ��1
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4) матрица С является линейной тогда и только тогда, когда будут равны и элементы каждой строки 
матрицы градиентов ΔrowC, и элементы каждого столбца матрицы градиентов ΔcolC;

5) матрица С является вогнуто-субмодулярной тогда и только тогда, когда матрицы градиентов ΔrowC, 
ΔcolC будут антитонными (изотонными);

6)  mxn� �-матрица С является матрицей Монжа (анти-Монжа) тогда и только тогда, когда функция 
C i j cij,� � �  есть субмодулярная (супермодулярная) функция на Z m n2

, .� �  Такие матрицы называем во-
гнуто-субмодулярными (выпукло-супермодулярными);

7)  mxn� �-матрица С имеет свойство выпуклости и свойство Монжа тогда и только тогда, когда функ-
ция C i j cij, ,� � �  определенная на Z m n2

, ,� �  является порядково-выпуклой (порядково-вогнутой).
Приведем практические примеры выпуклых стоимостных матриц:
	• матрица C a b a bi j� � � � ��  для всех i и  j является модулярной. Если a i ai� � �  и  b j bj� � �  есть 

вогнутые (выпуклые) функции, тогда C a bi j� � � ��  вогнутая (выпуклая) модулярная матрица. Более 
того, матрица с модулярная тогда и только тогда, когда существуют функции a i a b j bi j� � � � � �,  такие, 
что cij = ai ⋅ bj для всех i, j. В работах1 [22; 23] показано, что задача коммивояжера и ряд ее обобщений 
с такими матрицами стоимостей эффективно разрешима. Точнее, ее оптимум достигается на пирами-
дальных циклах, которые имеют вид 1 1 1 2 1

, , , , , , , ,i i n j j i ir n r r  � �� � � � и  j1 >… > jn – r – 2;
	• матрица C a bi j� � �max , , где ai, bj равны 0 или 1, есть изотонная субмодулярная, если a i� �   

и b j� �  – изотонные функции, и супермодулярная, если a i� �  и b j� �  – антитонные функции;
	• матрица C a b a bi j i j� � ��� �, , ,0 0  имеет свойство Монжа (субмодулярная) тогда и только тог- 

да, когда функции a i� � и b j� �  изотонные;
	• матрица C a bi j� �� �  есть строчно-выпуклая (вогнутая) тогда и только тогда, когда функция b j� �   

есть выпуклая (вогнутая) и  столбцово-выпуклая (вогнутая), тогда и  только тогда, когда функция  
a i� � есть выпуклая (вогнутая).

В. Айзенштадт и Д. Кравчук [22] еще в 1968 г. исследовали задачу коммивояжера с матрицей ан-
ти-Монжа (супермодулярной) и предложили алгоритмы сложностиO n2� �  ее решения. Позднее этот 
результат обобщался многими авторами2 [33–34].

Порождающие конусов матриц Монжа
Для каждого из классов матриц Монжа опишем порождающие соответствующих конусов.
Модулярные матрицы. Очевидно, что неотрицательные модулярные матрицы образуют конус. 

Полное описание таких матриц дают их порождающие.
Матрицу c c a bij i j� � � � � ��  обозначаем как a b c c a bij i j� � �� � � �, max ,  – как a ∨  b. Пусть ei j

j

i
�

�
��

1
 

и  ei j
j i

n m
�

�
� � .

Множество экстремальных лучей конуса модулярных неотрицательных матриц в  зависимости от 
подкласса представлено в табл. 1, в которой 0 0 0� � �, , .

Т а б л и ц а  1

Экстремальные лучи (порождающие) подконусов модулярных неотрицательных матриц

Ta b l e  1

Extreme rays (generators) of subcones of convex (concave) non-negative matrices

Матрицы Порождающие подконусов

Выпуклые 0 0 0 1 2 0 1 0 0 11� �� � � �� � �, , , , , , , , , , , , , ,, ,   



n i n i i n и их транспонированные

Выпуклые 
изотонные 0 0 0 1 1 1 0 1 1� �� � � � � � �, , , , , , , , , , , ,   n i i n  и их транспонированные

Вогнутые 
0 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 2 2 1, , , , , , , , , , , , ,  n n k k n k k�� � � �� � � �� � �� � �� � �� �� nn k�� � �
� �� � � �� � �k n k2 1 0 0, , ,  для всех k = 2, …, n – 1 и их транспонированные

Вогнутые 
изотонные 1 1 0 0 1 0, , , , , , , ,  � � � � � �k k  для всех k = 1, …, n – 1 и их транспонированные

1Сарванов В. И. О квадратичных задачах выбора : автореф. дис. … канд. физ.-мат. наук : 01.01.09. Минск, 1978. 8 с.
2Там же.

или
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Множество экстремальных лучей симметрических модулярных неотрицательных m n�� �-матриц 
с различными дополнительными свойствами представлено в табл. 2.

Т а б л и ц а  2

Экстремальные лучи (порождающие) подконусов симметрических модулярных неотрицательных матриц

Ta b l e  2

Extreme rays (generators) of subcones of modular non-negative matrices

Матрицы Порождающие подконусов

Модулярные � �i i�  для всех i = 1, …, n

Линейные ( , , , ) ( , , , )1 2 1 2 n n⊕

Изотонные e ei i⊕  для всех i = 1, …, n

Выпуклые 0 0 0 1 2 1 0 0 0 1 2, , , , , , , , , , , , , ,   n n i�� � � �� �  для всех i = 1, …, n,
n n i� � �� ��1 1 1 0 0, , , , , ,  n n i n i� � � � �� �, , , , , ,1 1 0 0   для всех 1, …, n – 1

Выпуклые изотонные 0 0 0 1 2 0 0 0 1 2, , , , , , , , , , , , , ,   n i n i�� � � �� �  для всех i = 1, …, n – 1,
e en n⊕

Вогнутые

0 1 2 1 0 1 2 1, , , , , , , , , n n�� � � �� �
n n n n� �� � � � �� �1 2 1 0 1 2 1 0, , , , , , , , , 

0 1 1 2 2 1 2 1 0, , , , , , , ,i i n i i n i i n i�� � �� � �� � �� � �� � �� � �� �� � � 

⊕  0 1 1 2 2 1 2, , , , , , ,i i n i i n i i n i�� � �� � �� � �� � �� � �� � �� �� � 

для всех i n� �2 1,

Вогнутые изотонные 0 1 2 0 1 2 1 1, , , , , , , , , , , , , , , , , ,    i i i i i i i n e en n� � � � � � � �

Порождающие конусов линейных матриц. Приведем описание порождающих лучей конуса не-
отрицательных линейных матриц (табл. 3). Обоснование вытекает из факта представимости элементов 
таких матриц в форме c c a i b j d i jij � � �� �� �� � � �� � �� �11 1 1 1 1  и при этом линейная матрица с есть 
субмодулярная, супермодулярная или модулярная тогда и только тогда, когда d ≤ 0, d  ≥ 0, d  = 0.

Т а б л и ц а  3

Экстремальные лучи (порождающие) подконусов линейных неотрицательных матриц

Ta b l e  3

Extreme rays (generators) of subcones of linear non-negative matrices

Матрицы Порождающие подконусов

Линейные

Субмодулярные: 0 1 1 1 2 0, , , , , , , m n n�� � � � �� �
m m n� �� � � �� �1 2 0 0 1 2 1, , , , , , , . 

Супермодулярные: m m n n� � �� � � � � �� �1 2 0 1 2 0, , , , , , ,

0 1 2 1 0 1 2 1, , , , , , , , m n�� � � �� �

Линейные 
модулярные

0 0� � �� � � �� � �0 1 2 1 0 1 2 1, , , , , , , , , ,n m

0 0� � � �� � � � �� � �n n m m1 2 0 1 2 0, , , , , , ,

Линейные 
субмодулярные m m n� � �� � � � �� �1 2 0 0 1 2 1, , , , , , , ,  0 1 2 1 1 2 0, , , , , , , m n n�� � � � �� �
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Матрицы Порождающие подконусов

Линейные 
субмодулярные 
симметрические

0 1 2 1 0 1 2 1, , , , , , , , ,� �� � � � �� �n n
n n n n� �� � � � �� �1 2 0 1 2 0, , , , , , , 

n n� �� �1 2 0, , , ,

0 1 2 1 0 1 2 1 1 2 0, , , , , , , , , , ,  n n n n�� � � �� � � � �� �

Линейные 
модулярные 
изотонные

0 � �� �0 1 2 1, , , , , n
0 1 2 1, , , , m �� � � 0,

1 1 1, , ,�� �

Линейные 
субмодулярные 
изотонные

0 1 2 1 1 2, , , , , , , , m m m m n�� � � � � �� �
n n n m n� � �� � � �� �1 1 1 0 1 2, , , , , , ,  , если m ≥ n, или

n n n m n� � �� � � �� �1 2 0 1 2 1, , , , , , , , 

0 1 2 1 1 1 1, , , , , , , , m m m m�� � � � � �� �  если m ≤ n

Порождающие конусов субмодулярных функций. Множество экстремальных лучей конуса суб-
модулярных неотрицательных m n�� �-матриц представлено в табл. 4.

Т а б л и ц а  4

Экстремальные лучи (порождающие) подконусов субмодулярных матриц

Ta b l e  4

Extreme rays (generators) of subcones of submodular matrices

Матрицы Порождающие подконусов

Субмодулярные 
� �i j i ji m j n e e i m j n� � � � � � � � � � � �0 0, , , , , , , , , , , , , , ,1 1 2 1 1

e e i m j ni j� � � �, , , , , ,1 1 2 

Изотонные 
субмодулярные e e i m j n i j m ni j

� � � � � � � � � �, , , , , , , , ,1 1

Изотонные симметрические 
субмодулярные e e e e i n j ni j j i○ ○ … …� �� � �, , , , , ,1 1

Многоиндексные транспортные задачи и многомерные матрицы Монжа
Многомерная h hn1

���� �-матрица c ci in
� � �1, ,

 называется:
	• субмодулярной, если c c c ci i i i i i i i i i is s n n s s n1 1 1 1 1 11 1 1, , , , , , , , , , , , ,     � � �� �

� � � ii i is s n� �1 1, , , ;

	• супермодулярной, если c c c ci i i i i i i i i i is s n n s s n1 1 1 1 1 11 1 1, , , , , , , , , , , , ,     � � �� �
� � � ii i is s n� �1 1, , , ;

	• модулярной, если c c c ci i i i i i i i i i is s n n s s n1 1 1 1 1 11 1 1, , , , , , , , , , , , ,     � � �� �
� � � ii i is s n� �1 1, , , ;

	• выпуклой, если c c ci i i i i i i i is s n s n n1 1 1 11 1 1 2, , , , , , , , , , , ;    � � ��
� �

	• вогнутой, если c c ci i i i i i i i is s n s n n1 1 1 11 1 1 2, , , , , , , , , , , ;    � � ��
� �

	• линеарной, если c c ci i i i i i i i is s n s n n1 1 1 11 1 1 2, , , , , , , , , , , .    � � ��
� �

Если в многоиндексной транспортной задаче с аксиальными суммами

min ,, , , ,� � �
���
��� c xi i i i
i

h

i

h

i

h

n n
n

n

1 1

2

2

1

1

121

x ai i i q
k

i i
i q

n
n

k

1 2, , ,

, ,





�

�

�  для всех k = 1, …, n, q = 1, …, hk,

Окончание таблицы 3 
Ending table 3
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стоимостная матрица есть матрица Монжа, то оптимальный план сформулированной задачи находит 
лексикографический градиентный алгоритм [35]. Другие обобщения многоиндексных транспортных 
задач проанализированы в [9; 10].

Полиматроидность транспортной задачи
Многогранник P r� �  в R n, задаваемый условиями 

x r Iij
i I

� � �
�
�  для всех I n�� �1, , ,

x i ni � � �0 1, ,

называется полиматроидом, если r I� � – субмодулярная функция, т. е.

r A r B r A B r A B� � � � � � �� � � �� �.

Очевидно, что если r I� � �1 , то P r� �  – симплекс, если r I ci
i I

� � � �
�
� линейная функция, то P r� �  – 

параллелепипед со стороной ci. Легко проверяется, что ограничения классической транспортной задачи 
есть пересечение двух полиматроидов [13]:

P x x x a i m

P x

ij mxn ij ij
j

n

i

ij mx

1

1

2

0 1� � � � � �
�
�
�

��

�
�
�

��

� � �

�
�: , , , , ,

nn ij ij
i

n

jx x b j n: , , , , .� � �
�
�
�

��

�
�
�

���
�0 1
1



Полиматроиды интересны тем, что градиентное решение x g будет оптимальным в задаче максими-
зации линейной функции на таком множестве. Более того, если допустимая область есть пересечение 
k-полиматроидов, то

c x

c x k

9

1� �
� �

� ,

т. е. градиентное решение в любой транспортной задаче максимизации дохода транспортной компании 
будет иметь точность не менее 1

2
, или 50 %. Более того, если субмодулярная функция r I� � принимает 

целые значения, то и в задаче максимизации f xij ij� ���  на целых точках полиматроида P r� �  при 
порядково-выпуклых функциях f xij ij� �  градиентное решение, полученное алгоритмом покоординат-
ного подъема, будет оптимальным, а в задаче на пересечении k таких полиматроидов точность соста- 
вит 1

k
 [13].

Современный программный  
инструментарий транспортной оптимизации

Лучшие коммерческие программные продукты транспортной логистики носят универсальный ха-
рактер и решают задачи со многими обременяющими ограничениями. Наиболее известны следующие: 
CPLEX (ILOG Inc.), OSL (IBM Corporation), XPRESS-MP (Dash Assotiated Ltd.), LINDO (LINDO Systems 
Inc.), MIPCL (разработчик – сотрудник БГУ Писарук Н. Н., система приобретена и распространяется 
HUAWEI, она подробно описана в монографии [35]). Проведены сравнения коммерческих общих си-
стем оптимизации [36], а также специальных транспортных3.

Небольшие транспортные задачи с десятками поставщиков и потребителей можно решать и про-
стыми универсальными средствами: MSExcel, MAPLE (библиотека Simplex), MathCad. Современные 
версии практических транспортных задач можно найти в [37–39].

3A tutorial on top commercial mathematical programming solvers and its applications to bi-level programming optimization 
problems in transportation [seminar] // Centre for Maritime Studies of Singapore. 2014.

опт
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