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БГУ – столетняя история успеха

Матрица C = cij m n� �
�

, как функция переменных i и j для всех i, j, будет называться:
 • субмодулярной, если ci–1j – 1 + cij ≤ cij – 1 + ci–1j; 
 • супермодулярной, если ci–1j – 1 + cij ≥ cij – 1 + ci–1j; 
 • модулярной, если ci–1j – 1 + cij = cij – 1 + ci–1j; 
 • вогнутой, если ci–1j + ci + 1j  ≤ 2cij, cij – 1 + cij + 1 ≤ 2cij;     
 • выпуклой, если ci – 1j + ci + 1j ≥ 2cij, cij – 1 + cij + 1 ≥ 2cij; 
 • линейной, если ci – 1j + ci + 1j = 2cij, cij – 1 + cij + 1 = 2cij. 

Введем m n� �� �1  – матрицу градиентов Δrowc – с элементами
�rowc c c

ij ij ij� � �� � 1  
и                   – матрицу градиентов Δcolc – с элементами

�colc c c
ij i j ij� � � �� 1 .  

Очевидно, что обе последние матрицы есть дискретные аналоги градиентов по направлениям 
i и j (подробнее см. [13]).

Назовем матрицу A изотонной (антитонной), если aij ≤ akl или aij ≥ akl для всех i ≤ k, j ≤ p, строчно-
изотонной (строчно-антитонной), если дополнительно i ≡ k, и столбцово-изотонной (столбцово-анти-
тонной), если дополнительно j ≡ p.

Функция f : Z n → R порядково-выпуклая (порядково-вогнутая), если
f x f x f y f yi i� � � � �� � � � �� � �� �  или f x f x f y f yi i� � � � � �� � � � �� �� �    

для всех x ≤ y и 1 ≤ i ≤ n, где �i i� ��0 1 0 0, , , , ,   (теорию таких функций см. в [13]).

На рисунке представлена иерархия классов введенных функций.
Опишем свойства выпуклых стоимостных матриц:
1) матрица С является субмодулярной (супермодулярной) тогда и только тогда, когда матрица гра-

диентов Drowc есть столбцово-антитонная (столбцово-изотонная), а матрица градиентов Δcolc – строчно-
антитонная (строчно-изотонная);

2) матрица С является модулярной тогда и только тогда, когда будут равны и элементы каждого 
столбца матрицы градиентов DrowC, и элементы каждой строки матрицы градиентов DcolC;

3) матрица С является выпуклой (вогнутой) тогда и только тогда, когда матрица градиентов DrowC 
есть строчно-изотонная (строчно-антитонная) и матрица градиентов DcolC – столбцово-изотонная 
(столб цово-антитонная);

Иерархия классов порядково-выпуклых (вогнутых) функций на Z  2 
Hierarchy of classes of order-convex (concave) functions on Z  2
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