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ТОЧКИ  ЛЕБЕГА  ДЛЯ  ФУНКЦИЙ  ИЗ  ОБОБЩЕННЫХ  КЛАССОВ  
СОБОЛЕВА  M Xp

a ( )  В  КРИТИЧЕСКОМ  СЛУЧАЕ 

С. А. БОНДАРЕВ1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Классическая теорема Лебега утверждает, что для суммируемой функции почти любая точка (за исключением 
множества нулевой меры) является ее точкой Лебега. Множество точек, не являющихся точками Лебега, называют 
исключительным. Для более регулярных функций (например, принадлежащих определенному функциональному 
пространству) можно оценивать «размер» исключительного множества с помощью более тонких, чем мера, харак­
теристик. В работе исследуются свойства точек Лебега для функций из классов Соболева на произвольных мет­
рических пространствах в критическом случае g = a p, где g – число, играющее роль размерности пространства, 
a, p – показатели гладкости и суммируемости соответственно. Получены оценки на «размер» исключительного 
множества в терминах емкостей и размерности Хаусдорфа, в частности показано, что исключительное множество 
имеет нулевую емкость и его размерность Хаусдорфа равна нулю. Доказана экспоненциальная скорость сходи­
мости для точек Лебега. В докритическом случае g > a p похожие результаты известны.

Ключевые слова: анализ на метрических пространствах с мерой; пространства Соболева; тонкие свойства 
функций; точки Лебега.
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LEBESGUE  POINTS  FOR  FUNCTIONS  FROM  GENERALIZED  
SOBOLEV  CLASSES  M Xp

a ( )  IN  THE  CRITICAL  CASE

S. A. BONDAREV  a

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus

Classical Lebesgue theorem states that for any integrable function almost every point (except the set of measure zero) 
is a Lebesgue point. The set of the points that are not Lebesgue points is called an exceptional set. One can estimate the 
«size» of the exceptional set for more regular functions (e. g. functions that belong to certain function space) using more 
refined than measure characteristics. The paper is devoted to the investigation of the properties of Lebesgue points for 
functions from Sobolev classes on general metric space in the critical case g = a p, g plays the role of the dimension of the 
space, a, p – smoothness and summability parameters. Estimates of the «size» of the exceptional set in terms of capacities 
and Hausdorff dimension are obtained. Exponential rate of convergence for Lebesgue points has been established. Similar 
results are known in subcritical case g > a p as well.

Key words: analysis on metric measure spaces; Sobolev spaces; fine properties of functions; Lebesgue points.

Введение
Классическая теорема Лебега [1] утверждает, что почти всюду для функции f Lp n∈ ( )loc  , p ≥ 1, вы­

полнено соотношение

	 f x
B x r

f t
r B x r

( ) = ( ) ( )
→ + ( )∫lim

,
,

,0

1
	 (1)

где B x r,( ) – евклидов шар с центром в точке x радиусом r; B x r,( )  – мера Лебега этого шара на n. 
Множество точек, в которых не выполнено (1), будем называть исключительным. Те точки x, для кото­
рых (1) выполняется, будем называть точками Лебега функции  f. 

Представляет интерес вопрос о  том, насколько «мало» может быть исключительное множество 
в случае, если исходная функция  f будет более регулярной, например принадлежать некоторому функ­
циональному пространству. Эта задача имеет богатую историю. Здесь «малость» может оцениваться 
по-разному. Как правило, когда речь идет о пространствах Соболева, для оценок «размера» исключи­
тельного множества используются размерность Хаусдорфа и емкости (см. формулы (6), (7) ниже).

Отметим некоторые работы, посвященные указанной тематике. Через Wk
p n
( ) будем обозначать 

пространство Соболева в смысле обобщенных производных, где p – показатель суммируемости; k – 
показатель гладкости. Оценка для емкости и размерности Хаусдорфа дополнения к множеству точек 
Лебега для W p n

1 ( ) была дана в  1972  г. Х. Федерером и  В. Зимером  [2]. Позже в  работах Т. Бэгби 
и В. Зимера [3], К. Кальдерона, Е. Фейбса и Н. Ривьера [4], Н. Мейерса [5] результаты из [2] были рас­
пространены на пространства Wk

p n
( ) и на их обобщения – пространства бесселевых потенциалов.

Следующий шаг в развитии данной тематики сделан в связи с тем, что П. Хайлашем в 1996 г. были 
введены классы Соболева M Xp

1 ( )  на произвольном метрическом пространстве X  [6]. После этого 
естественным образом возник вопрос о переносе известных для классических пространств Соболева 
Wk

p n
( )  теорем на более общие классы M Xp

a ( ).  П. Хайлаш и Ю. Киннунен в работе [7] исследовали 
размеры дополнения к множеству точек Лебега для функций из M Xp

1 ( )  в терминах размерности Хаус­
дорфа. В 2002 г. Ю. Киннунен и В. Латвала решили эту задачу в терминах емкостей [8]. Далее резуль­
таты были обобщены М. А. Прохоровичем на случай пространств M Xp

a ( ),  где a необязательно равно 
единице, p > 1 [9; 10]. Наконец, в [11] вводятся точки Лебега для несуммируемых функций и формули­
руются более общие результаты, включающие случай p > 0.

Отметим важность теоремы Лебега, поскольку она дает способ определения значения функции  f ∈ Lp 
в точке почти всюду, независимый от выбора представителя (напомним, что Lp – класс эквивалентных 
функций, различающихся между собой разве что на множестве нулевой меры). Также с помощью тео­
ремы Лебега можно доказать аналог C-свойства Лузина, а именно существование квазинепрерывного 
представителя для f M p∈ a  (подробности см. в [12]).



6

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2018;3:4 –11
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2018;3:4 –11 

В данной работе исследованы свойства точек Лебега для функций из классов Соболева M Xp
a ( ) на 

метрическом пространстве X с произвольной мерой m, удовлетворяющей условию удвоения. Получены 
оценки на «размер» исключительного множества и на скорость сходимости. При этом рассматривается 
так называемый критический случай, когда g = ap, где g  – постоянная, играющая роль размерности 
(см. далее формулу (4)).

Введем точки Лебега для несуммируемых функций. Всюду далее будем придерживаться стандарт­
ного обозначения для интегральных средних

f f d
B

f dB
B B

= = ( )∫ ∫⁄ m
m

m1 .

Поскольку при p < 1 подынтегральная функция может быть несуммируема, то использовать интег­
ральные средние в  определении точек Лебега уже нельзя. Для преодоления этой трудности вместо 
интегральных средних используется техника приближения постоянными в пространстве Lp. Пусть шар 
B ⊂ X и  f L Bp∈ ( ), p > 0. Можно показать, что существует I fB

p( ) ∈ такое, что

inf .c B
p

B

p

B

p
f y c d y f I f d y∈

( )( ) − ( ) = − ( )∫ ∫

m m

Если f L Xp∈ ( )loc , то для почти всех x ∈ X существует предел lim .,
*

r B x r
pI f f x

→ + ( )
( ) = ( )

0

Постоянные наилучшего приближения I fB
p( )  можно использовать вместо интегральных средних 

в определении точек Лебега [11]. Преимуществом является то, что их также можно применять при p < 1. 
Однако они не обладают хорошими свойствами интегральных средних, например сублинейностью.

В докритическом случае g > a p справедлива следующая теорема [11], подводящая некий итог всем 
предыдущим исследованиям.

Теорема 1. Пусть p > 0, 1 ≥ a > 0, 0 < ap < g и  f M Xp∈ ( )a . Тогда существует множество E ⊂ X 
такое, что для x X E∈ \  существует предел

lim .,
*

r B x r
pI f f x

→ + ( )
( ) = ( )

0
Кроме того,
	 lim .

,
r

B x r

q
f f x d q p→ +

∗

( )
− ( ) = = −∫0

0 1 1⁄ m a
g, 	 (2)

При этом Capa , p E( ) = 0 и dim .H E p( ) ≤ −g a
В случае g > a p справедливо вложение M X L Xp q

a ( ) ⊂ ( )loc . В критическом случае g = a p параметр q 
равен бесконечности. Однако вложение M Lp

a ⊂ ∞, которое можно было ожидать, неверно. При этом вы­
полняется другое вложение в экспоненциальный класс: M Lp

a
b⊂ ( )exp  при некотором b, поэтому в (2) 

естественно ожидать экспоненциальную скорость сходимости вместо степенной. Целью данной статьи 
является доказательство следующего результата.

Теорема 2. Пусть p > 0, 1 ≥ a > 0, g = a p и  f M Xp∈ ( )a . Тогда существует множество E ⊂ X такое, 
что для x X E∈ \  существуют пределы

lim lim .
,

,r r

p

B x r
B x rf I fd

→ →

( )

( )
( )∫0 0

⁄ m,

Кроме того,

	 lim exp ,
,

r B x r
B x r

b f I d
→ ( )

( )
−{ } −





=∫0
1 0⁄ m , 	 (3)

где в  качестве IB x r,( ) можно взять и  постоянную наилучшего приближения I fB x r
p

,( )
( ) , и  среднее ин­

тегральное; b – произвольная положительная постоянная. При этом для множества E выполнено: 
Capa , p E( ) = 0  и dim .H E( ) = 0

Заметим, что теорема 2 не налагает никаких дополнительных условий на пространство X, кроме 
условия удвоения. Скорость сходимости может быть улучшена в том смысле, что существует более 
быстрорастущая на бесконечности функция j такая, что предельное равенство

lim ,
,

r B x r
B x r

f I d
→ ( )

( )
−( ) =∫0

0⁄ j m
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все еще выполнено. Однако в этом случае на пространство следует наложить дополнительное ограни­
чение – потребовать его связность. Рассмотрение этого вопроса выходит за рамки данной статьи.

Основные определения и обозначения
Пусть X d,( ) – метрическое пространство с метрикой d, а борелевская мера m удовлетворяет усло­

вию удвоения, т. е. для любых шаров B x r,( ) и B x R, ,( )  R > r, выполнено

	 m mm

g

B x R B x ra R
r, ,( ) ( )( ) ≤ 



 ( ) 	 (4)

для некоторых постоянных am и g. При этом также предполагается, что мера каждого шара положитель­
на и конечна. Тройка X d, , m( ) в этом случае называется пространством однородного типа, а число g 
играет роль размерности.

Пусть a > 0 и 0 < < ∞p .  Пространство Соболева M Xp
a ( ) на метрическом пространстве X состоит из 

множества функций (классов эквивалентности) f L Xp∈ ( ), для которых существует неотрицательная 
функция g L Xp∈ ( ) такая, что неравенство
	 f x f y d x y g x g y( ) − ( ) ≤ ( )  ( ) + ( ) ,

a 	 (5)

выполнено почти всюду (более подробно см. [6], где дано определение при a = 1, и [13], где оно обоб­
щено на произвольное положительное a). На M Xp

a ( ) вводится норма (квазинорма при p < 1)
f f gM X L X L Xp p p

a ( ) ( ) ( )= + { }inf ,

где точная нижняя грань берется по всем неотрицательным функциям g L Xp∈ ( ), удовлетворяющим 
условию (5). Пространства M Xp

a ( ) порождают емкости
	 Cap 2 >: @5AB=>AB8a

a
, inf : .p M X

pE f f Ep( ) = ≥{ }( ) 1 в окрестности Cap 2 >: @5AB=>AB8a
a

, inf : .p M X
pE f f Ep( ) = ≥{ }( ) 1 	 (6)

Емкости являются «измерителями» массивности исключительных множеств в задачах теории тонких 
свойств функций. Такую же роль играют мера и размерность Хаусдорфа. Дадим все необходимые опре­
деления. Вместимость Хаусдорфа определяется как

H E r E B x r r RR
s

i
s

i i
i i i( ) = ⊂ ( )











<

=

∞

∑inf : , , ,
1



где точная нижняя грань берется по всевозможным покрытиям множества E шарами радиусом не бо­
лее R. Мера Хаусдорфа вводится следующим образом:

H E H Es

R R
s( ) = ( )

→
lim .

0

Наконец, определим размерность Хаусдорфа:

	 dimH
sE s H E( ) = ( ) ={ }inf : .0 	 (7)

Внешней мерой мы называем функцию множества n, удовлетворяющую свойствам монотонности и суб­
аддитивности (последнее даже может быть выполнено с некоторой константой), т. е.

A B A B⊂ ⇒ ( ) ≤ ( )n n ,

n nnA a Ai
i i

i
=

∞

=

∞





≤ ( )∑

1 1


для любых множеств A, B, Ai и некоторой постоянной an ≥ 1. Заметим, что емкость и мера Хаусдорфа 
являются внешними мерами.

Нам понадобятся также максимальные операторы

� a a mp

B x r B
B
p p

B

p

f x
r

f I f d
B

( )
∋ <

( )( ) = −





∫sup ,
, 1

1
1 ⁄

/

� a a mp

B x r B
B
p p

B

p

f x
r

f I f d
B

( )
∋ <

( )( ) = −





∫sup ,
, 1

1
1 ⁄

/
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a a mp

B x r B
B
p

B

p

f x
r

f f d
B

( )
∋ <

( ) = −





∫sup ,
, 1

1
1 ⁄

/

a a mp

B x r B
B
p

B

p

f x
r

f f d
B

( )
∋ <

( ) = −





∫sup ,
, 1

1
1 ⁄

/

введенные в [14].

Вспомогательные факты
Для доказательства основной теоремы требуется ряд технических фактов, имеющих вспомогатель­

ный характер. Всюду далее, если не оговорено противное, с  означает положительную постоянную, 
точное значение которой нам не важно. Более того, ее точное значение может меняться даже в пределах 
одной строки. Зависимость постоянной с от параметров, как правило, ясна из контекста.

Перечислим основные свойства емкостей. Связь между емкостью, мерой и размерностью Хаусдорфа 
иллюстрирует следующая лемма из [15].

Лемма 1. Пусть 0 < a ≤ 1, x0 ∈ X, тогда для 0 < r ≤ 1

m ma
aB x r B x r cr B x rp
p

0 0 0, , , .,( )( ) ≤ ( )( ) ≤ ( )( )−Cap

Если Capa , p E( ) = 0, то H Et ( ) = 0 для любого t > g – a p. В частности, dim .H E p( ) ≤ −g a
Замечание. В критическом случае g = a p, поэтому dim ,H E( ) = 0  если Capa , .p E( ) = 0  Таким образом, 

достаточно доказать теорему 2 лишь для емкости.
Для формулировки следующего результата о свойствах емкости нам понадобится классическая лемма 

о покрытиях (доказательство можно найти, например, в [16]).
Лемма 2. Пусть F – семейство шаров ограниченного радиуса в метрическом пространстве X. Тогда 

можно выбрать подмножество G ⊂ F, состоящее из непересекающихся шаров, и при этом

B B
B F B G∈ ∈

⊂
 

5 .

Введем обозначение

E x X r g d
r

p p

B x r

= ∈ >










→ ( )
∫: sup .lim
,0

0a m⁄E x X r g d
r

p p

B x r

= ∈ >










→ ( )
∫: sup .lim
,0

0a m⁄

Лемма 3. Пусть 0 ≤ ∈ ( )g L Xp  и внешняя мера n удовлетворяет условию

n maB x r cr B x rp, , .( )( ) ≤ ( )( )−

Тогда n E( ) = 0. В частности, Capa , .p E( ) = 0
До к а з а т е л ь с т в о. Пусть e > 0 и

E x X r g d
r

p p

B x r
e

a m e= ∈











>

→ ( )
∫: sup .lim
,0
⁄E x X r g d

r

p p

B x r
e

a m e= ∈











>

→ ( )
∫: sup .lim
,0
⁄

Покажем, что n eE( ) = 0 для любого e > 0. Тогда утверждение леммы будет следовать из субаддитив­
ности внешней меры.

Зададим произвольное 0 < d < 1. По определению Ee для любого x ∈ Ee существует радиус rx (0 < rx < d) 
такой, что
	 r dgx

p p

B x rx

a m e⁄
,

.
( )
∫ > 	 (8)

По лемме 2 существует такое семейство попарно непересекающихся шаров B x ri i, ,( )  что
E B x r

i
i ie ⊂ ( )

=

∞

1
5



, .

Используя субаддитивность внешней меры, лемму 1, неравенство (8) и условие удвоения (4), имеем

n neE B x r
i

i i( ) ≤ ( )( ) ≤
=

∞

∑
1

5,

≤ ( ) ( )( ) = ( ) ( )( )−

=

∞
−

=

∞

∑ ∑c r B x r c r B x r
B x

i
p

i
i i i

p

i
i i

i5 5 5 5
1 1

a am m
m

, ,
,,

,

r

B x r
i

i i

( )( )
( )( ) ≤

m
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≤ ( )( ) ≤ =−

=

∞

( )=

∞

∑ ∫∑c r B x r c g di
p

i
i i

p

B x ri i i

a m e m
1 1

,
,

= → → +
( )

=

∞
∫

c g dp

B x ri i
i

e m d
,

, .

1

0 0



Последнее верно в силу абсолютной непрерывности интеграла. Действительно, так как шары B x ri i,( )  
не пересекаются, то справедлива оценка

m m e m
a

B x r B x r
r

g d
i

i i
i

i i
i
p

i

p

B x ri i
=

∞

=

∞

=

∞

( )





= ( )( ) ≤∑ ∑

1 1 1


, ,
,(( )
∫ ≤

≤ → → +∫
d
e m d
ap

p

X

g d 0 0, .

Таким образом, n eE( ) = 0 для любого e > 0, и наше утверждение следует из субаддитивности внешней 
меры. Лемма доказана.

Заметим, что мера Хаусдорфа, вообще говоря, не удовлетворяет условию леммы 3. Однако при ус­
ловии регулярности снизу на меру 
	 r c BB

g m≤ ( ) 	 (9)
в случае g > a p имеем

H B r cr Bp
B

p
B

pg a g a a m− − −( ) ≤ ≤ ( ).
Отметим также, что (9) выполнено с постоянной с, зависящей от шара B, если X d, , m( ) удовлетво­

ряет условию удвоения. Если diam X < ∞, то (9) выполнено с  постоянной  c, не зависящей от шара, 
и, стало быть, в случае ограниченности пространства X мера Хаусдорфа H pg a−  удовлетворяет условиям 
леммы.

Следующее неравенство (типа неравенства Трудингера) было доказано в [17].
Лемма 4. Пусть p > 0, g = ap, f M Xp∈ ( )a . Тогда существуют постоянные s > 1, a > 0 и A > 0 такие, 

что для любого шара B выполняется

⁄ ⁄exp .
B

B
p

B

p

B

p
p

a
f I f

r
d Af d∫ ∫

− 

















≤ 

( )
( )

−

a a
s

m m�

1/

⁄ ⁄exp .
B

B
p

B

p

B

p
p

a
f I f

r
d Af d∫ ∫

− 

















≤ 

( )
( )

−

a a
s

m m�

1/

Доказательство основной теоремы
В силу замечания после леммы 1 докажем теорему лишь для емкости.
Сначала покажем, что для f M Xp∈ ( )a , g = a p, всюду, кроме «малого» множества, выполнено равенство

lim lim ,
r B

p

r B
B B

I f f
→

( )
→

=
0 0

которое показывает, что на самом деле достаточно доказывать теорему лишь для I I fB x r B
p

, ,( )
( )=  поэтому 

далее можно работать только с постоянными наилучшего приближения.
Усредняя неравенство

I f f c I f f y f y fB
p

B

p

B
p p

B
p( ) ( )− ≤ − ( ) + ( ) −





по шару B B x r= ( ),  и  оценивая сверху полученное выражение соответствующими максимальными 
операторами, получаем

I f f cr f z f zB
p

B

p p p p p p( ) ( ) ( )− ≤ ( )  ( ) 




+a

a a�  ,

откуда

I f f cr f zB
p

B

p p p( ) ( )− ≤ ( )a
a� ,
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для любого z B B x r∈ = ( ), . Выберем z так, чтобы выполнялось неравенство

� �a a mp p p p

B x r

f z f d( ) ( )

( )
( )  ≤  ∫⁄

,

.
Таким образом,

I f f r f dB
p

B

p

B
p p p

B x r

( ) ( )

( )
− ≤  ∫a

a m⁄ �
,

,

а выражение справа по лемме 3 сходится к нулю везде, за исключением множества нулевой Capa, p-
емкости.

То, что I fB x r
p

,( )
( )  имеет предел Capa, p-почти всюду, доказывается точно так же, как и в [11, теорема 1]. 

Осталось показать (3). Для этого рассмотрим множество

E x X r f d
r

p p p

B x r

= ∈   >










→

( )

( )
∫: suplim
,0

0a
a m⁄ �E x X r f d

r

p p p

B x r

= ∈   >










→

( )

( )
∫: suplim
,0

0a
a m⁄ �

и внешнюю меру n, удовлетворяющую условиям леммы 3. Из последней следует, что n E( ) = 0. Пусть 
x ∉ E. Тогда можно выбрать e > 0 настолько малым, чтобы для любых 0 < r < e выполнялось

d ma
a

s

r b
a r f dp p p

B

( ) =   <( )∫⁄ � 1,d ma
a

s

r b
a r f dp p p

B

( ) =   <( )∫⁄ � 1,

где b – постоянная из теоремы 2, a – постоянная из леммы 4. Применяя неравенство Гёльдера (здесь 
используется соотношение d r( ) < 1) и лемму 4, получим

⁄ exp b f I fB
p

B

−( ) ≤( )∫

≤
−

 






















( )
( )

−

∫∫⁄ ⁄exp a
f I f

r
f dd

B
p

B

p p

B

p

B
a a

s

m m�

1/










≤

( )

( )

d

d

r

rA .≤
−

 






















( )
( )

−

∫∫⁄ ⁄exp a
f I f

r
f dd

B
p

B

p p

B

p

B
a a

s

m m�

1/










≤

( )

( )

d

d

r

rA .≤
−

 






















( )
( )

−

∫∫⁄ ⁄exp a
f I f

r
f dd

B
p

B

p p

B

p

B
a a

s

m m�

1/










≤

( )

( )

d

d

r

rA .

Последнее выражение сходится к 1, когда r стремится к 0. Таким образом, при любой постоянной b > 0 
для всех точек x ∈ X \ E выполнено

lim exp .,
,

r B x r
p

B x r

b f I f d
→ ( )

( )

( )
−{ } −





=∫0
1 0⁄ m

Из леммы 3 следует, что Capa , .p E( ) = 0  Отсюда же можно заключить, что dimH E( ) = 0.
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