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УПРАВЛЯЕМОСТЬ  ЛИНЕЙНЫХ  СИСТЕМ  
СО  МНОГИМИ  ЗАПАЗДЫВАНИЯМИ  ПО  УПРАВЛЕНИЮ  
С  ПОМОЩЬЮ  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ  РЕГУЛЯТОРОВ

Г. П. РАЗМЫСЛОВИЧ 1), В. В. КРАХОТКО1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

В теории управляемости динамических систем в большинстве случаев управления выбираются из класса ку-
сочно-непрерывных функций. Однако представляет интерес вопрос выбора управлений из других классов, ко-
торые технически легко реализуемы. В статье рассматривается задача относительной управляемости линейной 
системы со многими запаздываниями по управлению с помощью дифференциального (динамического) регуля-
тора. Получены критерии относительной управляемости, которые записываются в терминах исходной системы 
и динамического регулятора.

Ключевые слова: управляемость; наблюдаемость; линейные системы; системы с запаздыванием по управле-
нию; динамический регулятор.
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In the theory of controllability dynamical systems in most cases the control is selected from the class of piecewise 
continuous functions. But the choise of the control from other classes is interested. In the article we consider the problem 
of relative controllability of linear systems with many delays in control by the help of differential (dynamical) regulator. 
The criterions of controllability in terms of parameters initial system and dynamical regulator are obtained.

Key words: controllability; observability; linear systems; systems with delay in control; dynamical regulator.

Рассмотрим систему управления
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  (1)
с начальным условием
  x x u u t t hm0 0 00 0( ) = ⋅( ) = ( ) ≡ ∈ −[ ){ }, , , ,   (2)

где x n∈ ; A – n × n-матрица; x0, b, bi ( , )i m=1  – заданные nвекторы; u – скалярное управление; hi – за-
паздывания (1 ≤ i ≤ m), причем 0 1 2< < < <h h hm... .  

Определение 1. Система  (1)  называется  относительно  управляемой,  если  для  любого  начально-
го  состояния  (2)  найдутся момент  времени  t1  ( )0 1< < +∞t   и  кусочно-непрерывное  управление  u t( )  
(0 ≤ t ≤ t1) такие, что состояние системы (1), (2), соответствующее этому управлению, удовлетворяет 
условию  x t1 0( ) = .  

Обобщая результаты работы [1], имеем следующее утверждение.
Теорема 1. Система (1) относительно управляема тогда и только тогда, когда выполняется ра

венство
 rank B AB A B nn, , ,…( ) =−1 ,  (3)

где B n m− × +( )1 матрица вида B b b bm= …( ), , , .1

Представляет интерес вопрос о возможности управления системой (1) не кусочно-непрерывными 
функциями, а с помощью более узкого класса управлений. А именно пусть управление строится по 
выходному сигналу 
  u t c y t t( ) = ( ) ≥T , 0   (4)
дифференциальной системы 
  y t Dy t y y( ) = ( ) = ( ), ,0 0   (5)
где  c y y n, , ;0 ∈  D – заданная n × nматрица.

Определение 2. Система (5) называется наблюдаемой, если существует момент времени t1 ( )0 1< < +∞t  
такой, что любое начальное состояние y0 системы (5) можно восстановить по выходу (4).

Согласно [2] верна следующая теорема.
Теорема 2. Система (5) наблюдаема тогда и только тогда, когда

 rank T T T Tc c D c D c D nn, , , , .2 1…( ) =−  (6)
Определение 3. Систему  (1) назовем управляемой дифференциальным регулятором  (5),  если су-

ществует момент  времени  t1  ( )0 1< < +∞t   такой,  что  для  любого начального  состояния  (2)  найдется 
начальное состояние y0 системы (5), при котором состояние  x t( ) системы (1), соответствующее управ-
лению (4), удовлетворяет условию x t1 0( ) = .

Запишем решение системы (1), (2) с учетом (4), (5):
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t t tT T .   (7)



84

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2018;3:82 – 85
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2018;3:82 – 85 

Исходя  из  (7),  получаем,  что  система  (1)  управляема  дифференциальным  регулятором  (5)  тогда 
и только тогда, когда при некотором t1 > 0 для любого n-вектора x0 найдется n-вектор y0 такой, что вы-
полняется равенство

  − = +
















− −
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∑∫x e bc b c e e d yA

i
Dh

i

mt
D

0
10

0

1
t t tT T .   (8)

Из равенства (8) получаем неявный критерий управляемости системы (1) регулятором (5).
Теорема 3. Для управляемости системы (1) дифференциальным регулятором (5) необходимо и до

статочно, чтобы выполнялось равенство
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.  (9)

Укажем более удобный критерий управляемости.
Теорема 4. Система (1) управляема дифференциальным регулятором (5) тогда и только тогда, 

когда выполняются равенства 
 rank rank B n C n= =, ,  (10)
где 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Рассмотрим матричную функцию
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Поскольку матричные функции eAt и eD t представимы как [3]

e a A e b DA D
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где a bγ βt t( ) ( ),  – некоторые аналитические функции, то функцию Φ t( ), в свою очередь, можно пред-
ставить в виде 

Φ t BF t C( ) = ( )  

T,

причем n m n m+( ) × +( )1 1 -матрица  F t( ) является блочно-диагональной:
F t F t F t F t( ) = ( ) ( ) … ( )( )diag , , , ,

а n × n-матрица F t( ) имеет вид
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Так как система (1) управляема дифференциальным регулятором (5), то на основании теоремы 3 для 
некоторого момента t1 ( )0 1< < +∞t  выполняется равенство  rankΦ t n1( ) = . Но тогда в силу неравенства 
Сильвестра [3] из (11) следуют равенства (10).

Достаточность.  Пусть  выполняются  соотношения  (10).  Рассматривая  определитель  матрицы 

F t( ) и вычисляя производную порядка n2 в точке t = 0, получаем, что  det .F t
n

t
( )( ) ≠( )

=

2

0
0  Поэтому из 
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аналитичности функции  F t( ) заключаем, что  F t( ) может обращаться в нуль лишь в изолированных 
точках полуинтервала  0, .+∞[ )  Отсюда, поскольку матрица  F t( ) является блочно-диагональной, най-
дется момент времени  t1  ( )0 1< < +∞t   такой, что  det .F t1 0( ) ≠  Следовательно, согласно  [4],  с учетом 
соотношений (10), (11), получаем, что выполняется равенство (9), т. е. система (1) управляема диффе-
ренциальным регулятором (5). Теорема доказана. 

Следуя  [3],  отметим,  что  равенство  rank B n=   равносильно  равенству  (3),  а  равенство  rank C n=  
равносильно равенству (6). Отсюда справедлива следующая теорема, которая развивает результаты ра-
боты [5].

Теорема 5. Система (1) управляема дифференциальным регулятором (5) тогда и только тогда, 
когда система (1) относительно управляема, а система (5) относительно наблюдаема.

В заключение отметим, что полученные результаты обобщаются на системы с r-мерным управле-
нием [6], а именно для систем вида

x t Ax t Bu t B u t h ti i
i

m

( ) = ( ) + ( ) + −( ) ≥
=
∑ , ,0
0

где B B i mi, , , ,=1  – заданные n × rматрицы; u r∈ ,  а также для систем управления с группой динами-
ческих регуляторов.
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