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ГИПЕРСИНГУЛЯРНЫЕ  ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ  
УРАВНЕНИЯ  СО  СТЕПЕННЫМИ  МНОЖИТЕЛЯМИ  

В  КОЭФФИЦИЕНТАХ

А. П. ШИЛИН 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Предложена схема исследования линейного гиперсингулярного интегро-дифференциального уравнения произ
вольного порядка на замкнутой кривой, расположенной в комплексной плоскости, в случае, когда его коэффициен
ты имеют некоторую частную структуру. Схема предусматривает использование обобщенных формул Сохоцкого, 
решение краевой задачи Римана и решение в классе аналитических функций линейных дифференциальных урав-
нений. По этой схеме решены явно два уравнения, коэффициенты которых содержат степенные множители, вслед-
ствие чего наряду с задачей Римана конструктивно решены возникающие дифференциальные уравнения. Приведе-
ны условия разрешимости, формулы решения, рассмотрены примеры.

Ключевые слова: интегро-дифференциальные уравнения; гиперсингулярные интегралы; обобщенные формулы 
Сохоцкого; краевая задача Римана; линейные дифференциальные уравнения.
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HYPERSINGULAR  INTEGRO-DIFFERENTIAL  EQUATIONS 
WITH  POWER  FACTORS  IN  COEFFICIENTS

A. P. SHILIN  a

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus

The linear hypersingular integro-differential equation of arbitrary order on a closed curve located on the complex plane 
is considered. A scheme is proposed to study this equation in the case when its coefficients have some particular struc-
ture. This scheme providers for the use of generalized Sokhotsky formulas, the solution of the Riemann boundary value 
problem and the solution in the class of analytical functions of linear differential equations. According to this scheme, the 
equations are explicitly solved, the coefficients of which contain power factors, so that along with the Riemann problem 
the arising differential equations are constructively solved. Solvability conditions, solution formulas, examples are given.

Keywords: integro-differential equations; hypersingular integrals; generalized Sokhotsky formulas; Riemann boundary 
problem; linear differential equations.

Введение
Пусть L – простая замкнутая гладкая кривая на расширенной комплексной плоскости, D+ и D– – об-

ласти с границей L, 0 ∈ D+, ∞ ∈ −D . Выберем на кривой L ту ориентацию, которая оставляет область D+ 
слева. В работе [1] решено интегро-дифференциальное уравнение
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В этом уравнении искомая функция j t( ) вместе со своими производными до порядка n включительно 
и заданная функция f t( ) предполагаются H-непрерывными (т. е. удовлетворяющими условию Гельдера) 
на кривой L. Коэффициенты ak и bk – заданные (комплексные) числа, k n= 0, , n ∈ ¥. Интегралы в урав-
нении (1) понимаются в смысле конечной части по Адамару [2], такие интегралы называются также 
гиперсингулярными.

Гиперсингулярные интегральные уравнения возникают в задачах аэродинамики, гидродинамики, 
квантовой физики, трещиноустойчивости. Основные методы их решения численные (например, [3; 4]). 
Как сказано в  работе  [5], «отсутствует общая теория гиперсингулярных интегральных уравнений», 
и в этой же работе создана основа подобной теории для некоторого класса таких уравнений.

Уравнение (1) является, по-видимому, первым исследованным в математической литературе интегро-
дифференциальным уравнением с гиперсингулярными интегралами. Частные случаи переменных коэф-
фициентов в этом уравнении изучались затем в [6; 7]. В настоящей работе решено уравнение (1) с пе-
ременными коэффициентами, содержащими степенные множители. Наличие степенных множителей 
приводит к более «благополучной», чем в [1], картине разрешимости из-за отсутствия бесконечного 
числа условий разрешимости.

Общая схема исследования.  
Два уравнения для последующего применения этой схемы

Пусть в уравнении (1) коэффициенты имеют вид

	 a a t A t b t B t b a t A t b t B t t Lk k k k k k= ( ) ( ) + ( ) ( ) = ( ) ( ) − ( ) ( ) ∈, , , 	 (2)

где a t b t A t B tk k( ) ≠ ( ) ≠ ( ) ( )0 0, , ,  – H-непрерывные заданные функции, k n= 0, . При этом все функции 
A tk ( ) и B tk ( ) аналитически продолжимы в области D+ и D– соответственно, лишь у функций B tk ( ) до-
пускаются полюсы в точке z = ∞.

Введем интеграл типа Коши
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Используя для предельных значений функций F± ( )z  и их производных обобщенные формулы Со-
хоцкого [8]
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сведем уравнение (1) к задаче линейного сопряжения
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Введем аналитические функции
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c H-непрерывными предельными значениями F t± ( )  на L и из (3) получим краевую задачу Римана
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Эта задача должна решаться в классе функций, имеющих на бесконечности поведение, вытекающее из 
формулы (5).

Если задача Римана (6) окажется разрешимой, то соотношения (4), (5) станут линейными диффе-
ренциальными уравнениями для нахождения функций F± ( )z . Решение уравнения (5) следует находить 
с учетом условия F− ∞( ) = 0, выражающего известное свойство интеграла типа Коши. Решив эти диф-
ференциальные уравнения, получим решение исходного уравнения в виде
	 j t t t t L( ) = ( ) − ( ) ∈+ −F F , . 	 (7)

Далее будем решать следующие два уравнения:

	
a t k b t n t

k
t

a t k b tk
k k

k

k

n
k

k( ) + ( ) −( ) ( ) +





( ) − ( ) −( )( )

=
∑ ! !

!
!a

j
a1 1

0

nn t
i

d
t

f t t L
k

k
L

!
, ,

p
j τ τ

τ
( )
−( )




 = ( ) ∈+∫ 1 	 (8)

	

a t t k
i

d
t

b t t

k
k

k
Lk

n

( ) ( ) + ( )
−( )









 +

+ ( ) ( ) −

( )
+

=
∫∑ a j

p
j τ τ

τ

j τ

!
1

0

2nn n
n

n
LL

t
i

d
t

n t
i

d
t

f tj
p

j τ τ
τ p

j τ τ

τ
( )

+( ) − ( )
−

+ ( )
−( )









 = (∫∫

1 2

1
! )) ∈, ,t L

	

(9)

где ak – заданные числа, k n= 0, . Оба уравнения (8) и (9) являются частными случаями (1) с коэффи-
циентами вида (2), в которых A t k nk k( ) = =a , , ,0  а функции B tk ( ) различны для каждого из уравнений:

•• в случае (8): B t
n t
k

k nk

k k
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−( ) =

1
0

!
!

, , ;

•• в случае (9): B t B t t B t k nn
n

k0
21 0 1 1( ) = ( ) = − ( ) = = −, , , , .

В (9) считаем для удобства n ≥ 2. При n = 1 решение этого уравнения также осуществляется по об-
щей схеме (и притом особенно просто), однако выкладки, проводимые с произвольным n, требуют для 
n = 1 частых оговорок.
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Вспомогательные факты
1. Задача Римана (6) хорошо изучена [9]. Условия ее разрешимости (если они возникают) записы

ваются в виде

	
f d
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τ τ
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∫ 0, 	 (10)

а сами решения (если они существуют) – в виде
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В этих формулах X z± ( ) – канонические функции задачи (6). Значения k в (10) и выражение для функции 

P z( ) в (11) зависят от индекса a = ( )
( )IndL
b t
a t

 и поведения искомой функции F z− ( ) на бесконечности. Это 

поведение будет разным для уравнений (8), (9), поэтому остальные необходимые пояснения к форму-
лам (10), (11) удобно сделать в дальнейшем.

2. Для обоих уравнений (8), (9) соответствующее дифференциальное уравнение (4) может быть за-
писано в виде
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Пусть l1, l2, …, ln – корни характеристического уравнения a lk
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далее считаем попарно различными. Решение уравнения (12) представимо формулой
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где Cj – произвольные постоянные; N j nj
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следует заменить на 1.)
Формула  (13) взята из работы [1], причем здесь приведен более подробный ее вариант. Отметим 

еще, что если среди корней характеристического уравнения будут кратные, то (13) может быть надле-
жащим образом видоизменена.

Решение уравнения (8)
Для уравнения (8) соответствующее уравнение (5) принимает вид

	
−( ) ( ) = ( ) ∈

=
−
( )

− −∑ 1

0

k

k

n
k kn

k
z z F z z D

!
!

, .F 	 (14)

Поскольку F− ∞( ) = 0, то все слагаемые в левой части (14) также, очевидно, на бесконечности равны 
нулю, поэтому F− ∞( ) = 0. Следовательно, задачу Римана (6) следует решать в классе функций, исчезаю
щих на бесконечности.

Уравнение (14) есть линейное уравнение Эйлера. Известно [10, с. 562], что фундаментальную систему 
решений соответствующего однородного уравнения образуют функции z, z 2, …, z n. Решать это уравне-

ние удобнее, не используя известные методы, а делая замену F
F

−
−( ) = ( )z

z
z , после которой получим
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а (14) примет вид
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где Q z( ) – многочлен степени n – 1 с произвольными коэффициентами. Следовательно, 
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 при z → ∞, и тогда для выполнения условия F− ∞( ) = 0 сле-

дует положить Q z( ) ≡ 0.
Итак, если соответствующая задача Римана (6) разрешима, то всегда можно с помощью формул (13), 

(15) найти функции F± ( )z , а затем по формуле (7) записать решение исходного уравнения. Таким об-
разом, справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. При a ≥ 0 уравнение (8) безусловно разрешимо. При a < 0 для его разрешимости необхо­
димо и достаточно выполнения условий (10), в которых k = − −0 1, .a

В случае разрешимости уравнения (8) его решение содержит n + ( )max ,0 a  произвольных постоян­
ных и дается формулой
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где Cj – произвольные постоянные, j n= 1, ; функции F z± ( ) выражаются по формуле (11), в которой 
P z( ) – многочлен степени a – 1 с произвольными коэффициентами при a ≥ 1, P z( ) ≡ 0 при a < 1.

Пример 1. Рассмотрим уравнение (8), полагая в нем n = 2, a t e b t tt( ) = ( ) =− , , a0 = a2 = 1, a1 = 2, 
f t e t( ) = −2 . Получим
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В этом случае задача Римана (6) записывается в виде

F t te F t t Lt
+ −( ) = ( ) + ∈1, ,

и имеет в классе исчезающих на бесконечности функций решение F z ez+ ( ) = +1 b , F z z− ( ) = b ,  где b – 
произвольная постоянная.

Дифференциальные уравнения (4), (5) соответственно приобретают вид

F F F F F F+ + + − − −( ) + ′ ( ) + ′′( ) = + ( ) − ′ ( ) + ′′( ) =z z z e z z z z z z
z2 1 2 2 2b b,

и имеют решения
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z
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6
b b, ,

где C1, C2 – произвольные постоянные.
Решение примера 1 согласно формуле (7) есть
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Решение уравнения (9)
Для уравнения (9) соответствующее уравнение (5) принимает вид

	 z z z F zn n2 F F−
( )

− −( ) − ( ) = − ( ), 	 (16)

из которого понятно, что F z O zn−
−( ) = ( )1  при z → ∞, т. е. задачу Римана (6) надо решать в классе функ-

ций, допускающих на бесконечности полюс порядка не выше n – 1.

Пусть e
p

k

ki
ne=

2

 – комплексные корни n-й степени из единицы, k n= 1, . Известно [10, с. 484], что 

фундаментальную систему решений однородного уравнения (16) образуют функции z e k nn z
k

− −
=1 1

e

, , .
Лемма 1. Для k n m n= = −1 1 1, ,,  справедлива формула
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где lm j – некоторые постоянные (не зависящие от k), причем lmm = 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Проведем доказательство методом математической индукции по m. Для m = 1 

формула (17), очевидно, верна. Пусть она верна для некоторого m ≥ 1. Тогда
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где l l n m l l l n m j j mm m m j m j m j+ + −= − −( ) = + − − −( ) =1 0 0 1 11 1 1, , , , ,; , , ; lm + 1, m + 1 = lm, m = 1. Полученное вы-
ражение соответствует замене m на m + 1 в формуле (17). Лемма 1 доказана.

Лемма  2. Определитель  W Вронского функций z en z
k

− −1
e

 равен определителю Вандермонда чисел 
ek k n, = 1, .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Запишем определитель W, используя лемму 1:
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Вынесем общие множители столбцов e k n
k
z−

=
e

, , ,1  за знак определителя. Получим перед определи-

телем коэффициент e e
k n
z

k

n
z−

=

−
+ + … +

∏ = =
e e e e

1

1 2

1, поскольку e1 + e2 + … + en = 0.

Оставшийся определитель представим в виде надлежащей суммы определителей, элементами ко-
торых служат отдельные слагаемые строк определителя. Все указанные определители из-за пропор-
циональности элементов каких-либо строк обратятся в нуль, ненулевым будет лишь определитель из 
последних слагаемых всех строк:
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Вынесем общие множители строк последнего определителя за знак определителя, тогда перед опре-
делителем будет коэффициент z z zn n n− − − + =1 3 1 1  и в результате останется, очевидно, определитель 
Вандермонда чисел e1, e2, …, en. Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Пусть k n= 1, , k ≠ j. Тогда для каждого j n= 1,  определитель Вронского функций z en z
k

− −1
e

 

равен W z ej
n z

j
− −1

e

, где Wj – определитель Вандермонда чисел ek.
Доказательство леммы 3 не приводится, поскольку оно вполне аналогично доказательству леммы 2.
Будем решать уравнение (16) методом вариации произвольных постоянных. Для этого вначале сле-

дует решить систему линейных алгебраических уравнений
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1 2 . Решая ее по правилу Крамера и используя леммы 2, 3 
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Метод вариации произвольных постоянных позволяет записать общее решение уравнения (16) в виде
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где Dj – произвольные постоянные.

Заметим, что 
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1  при ζ → ∞, поэтому интегралы из (18) сходятся и дают исчезающие 

на бесконечности функции.
Функция F− ( )z  в формуле (18), вообще говоря, имеет полюс порядка n – 1 на бесконечности. По-

кажем, что постоянные Dj можно подобрать, и притом единственным образом, так, чтобы добиться 
равенства F− ∞( ) = 0.  
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Устраним полюс на бесконечности, подчинив постоянные Dj требованиям
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Эти требования представляют собой систему линейных алгебраических уравнений для нахождения по-
стоянных Dj , причем определитель системы есть определитель Вандермонда W ≠ 0, поэтому она всегда 
имеет единственное решение.

Теперь установлены все факты, позволяющие сформулировать результат в отношении уравнения (9).
Теорема 2. При n + a ≥ 0 уравнение (9) безусловно разрешимо. При n + a < 0 для разрешимости 

уравнения (9) необходимо и достаточно выполнения условий (10), в которых k n= − − −0 1, .a  В слу­
чае разрешимости уравнения (9) его решение содержит n n+ +( )max ,0 a  произвольных постоянных 
и дается формулой
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где Cj – произвольные постоянные; Dj – вполне определенные постоянные, являющиеся решением сис
темы (19), j n= 1, .

Функции F z± ( ) выражаются формулой (11), в которой P z( ) – многочлен степени n + a – 1 с произ­
вольными коэффициентами при n + a – 1 ≥ 0, P z( ) ≡ 0 при n + a – 1 < 0. 

Пример 2. Рассмотрим уравнение
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Такой вид можно придать уравнению (9) при n = 2, a t b t( ) = ( ) =1 2, , a0 = 1, a1 = 0, a2 = –1, f t e t( ) = 2 .
Тогда краевая задача Римана (6) запишется как

F t F t e t Lt
+ −( ) = ( ) + ∈2 1

2
2 , .

Решать ее следует в классе функций, допускающих полюс 1-го порядка на бесконечности. В итоге по-
лучим

F z e z F z zz
+ −( ) = + + ( ) = +1

2 2 2
2

0 1
0 1b b

b b
, ,

где b0 и b1 – произвольные постоянные.
Далее следует решать дифференциальные уравнения, которые для рассматриваемого примера имеют 

вид

F F F F+ + − −( ) − ′′( ) = + + ( ) − ′′( ) = +z z e z z z z zz1
2 2 2
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0 1

4 0 1b b
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Решением являются функции
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здесь C1, C2 – произвольные постоянные, а решение F− ( )z  найдено с учетом условия F− ∞( ) = 0.
Наконец, решение примера получим по формуле (7)
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Заключение
Формулы решений, указанные в формулировках теорем 1 и 2, верны как для однородных, так и не-

однородных уравнений (8), (9). Отметим как очевидное следствие этих теорем безусловную разреши-
мость однородных уравнений и наличие у них нетривиальных решений.

Наряду с уравнениями (8), (9) по указанной в настоящей статье схеме можно решить многие уравне-
ния (1), коэффициенты которых имеют вид (2). Важно при этом уметь решать в классе аналитических 
функций возникающие дифференциальные уравнения (4), (5).
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