
30

О б р а з е ц   ц и т и р о в а н и я:
Устилко ЕВ, Ломовцев ФЕ. Условия согласования значений 
характеристической косой производной на конце струны, 
начальных данных и  правой части волнового уравнения. 
Журнал Белорусского государственного университета. Ма-
тематика. Информатика. 2020;1:30 –37.
https://doi.org/10.33581/2520-6508-2020-1-30-37

F o r  c i t a t i o n:
Ustilko EV, Lomovtsev FE. Matching conditions for values of 
characteristic oblique derivative at the end of a string, initial 
data and right-hand side of the wave equation. Journal of the Be-
larusian State University. Mathematics and Informatics. 2020; 
1:30 –37. Russian.
https://doi.org/10.33581/2520-6508-2020-1-30-37

А в т о р ы:
Екатерина Валерьевна Устилко – аспирантка кафедры ма-
тематической кибернетики механико-математического фа
культета. Научный руководитель – Ф. Е. Ломовцев.
Фёдор Егорович Ломовцев  – доктор физико-математиче-
ских наук, профессор; профессор кафедры математической 
кибернетики механико-математического факультета.

A u t h o r s:
Ekaterina V.  Ustilko, postgraduate student at the department 
of mathematical cybernetics, faculty of mechanics and mathe
matics.
ustilko@tut.by
Fiodar E. Lomovtsev, doctor of science (physics and mathe-
matics), full professor; professor at the department of mathema
tical cybernetics, faculty of mechanics and mathematics. 
lomovcev@bsu.by

УДК 517.956.32

УСЛОВИЯ СОГЛАСОВАНИЯ ЗНАЧЕНИЙ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ  
КОСОЙ ПРОИЗВОДНОЙ НА КОНЦЕ СТРУНЫ, НАЧАЛЬНЫХ ДАННЫХ  

И ПРАВОЙ ЧАСТИ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 

Е. В. УСТИЛКО1), Ф. Е. ЛОМОВЦЕВ1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Получены достаточные условия согласования зависящих от времени характеристических первых производ
ных в граничном режиме с начальными условиями и более общим уравнением колебаний полуограниченной 
струны во множествах решений всех целых высших порядков гладкости. Они обобщают найденные ранее доста-
точные условия согласования в случае аналогичной смешанной задачи для самого простейшего уравнения коле-
баний струны. Характеристичность нестационарных первых косых производных в граничном режиме означает, 
что в каждый момент времени они направлены вдоль критической характеристики. 

Ключевые слова: смешанная задача; характеристическая первая косая производная; начальные условия; тре-
бования гладкости; условия согласования.
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MATCHING CONDITIONS FOR VALUES OF CHARACTERISTIC  
OBLIQUE DERIVATIVE AT THE END OF A STRING, INITIAL DATA  

AND RIGHT-HAND SIDE OF THE WAVE EQUATION
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Sufficient matching conditions the time-dependent characteristic first derivatives in the boundary mode with the 
initial conditions and the more general vibration equation of a semi-bounded string are derived in the sets of solutions 
of all higher order smoothness orders. They generalize the previously found sufficient matching conditions in the case 
of a similar mixed problem for the simplest string vibration equation. The characteristic of non-stationary first oblique 
derivatives in the boundary mode means that at each moment of time they are directed along the critical characteristic. 

Keywords: mixed problem; characteristic first oblique derivative; initial conditions; smoothness requirements; matching 
conditions. 

Введение
В работе найдены достаточные (при завышенной на единицу гладкости решений) условия согласо-

вания нестационарных (зависящих от времени) характеристических первых производных в граничном 
режиме с начальными условиями и более общим (a1 ≠ a2) уравнением колебаний полуограниченной 
струны во множествах решений всех целых высших порядков гладкости (см. постановку задачи ниже). 
Характеристичность этих первых производных (называемых обычно косыми производными) в гранич-
ном режиме означает, что в каждый момент времени они направлены вдоль критической характерис
тики уравнения [1; 2]. Найденные условия согласования обобщают выведенные ранее достаточные 
условия согласования в случае классических решений аналогичной смешанной задачи [3]. Вместе 
с требованиями гладкости правой части уравнения, начальных и граничных данных эти условия согла-
сования нужны для гладкости решения указанной смешанной задачи на критической характеристике 
уравнения. 

В дальнейшем полученные условия согласования будут изучены нами на необходимость, т. е. на 
ослабление требований гладкости, налагаемых на исходные данные (правую часть, начальные и гра-
ничные данные), до минимально достаточных. Затем их можно применить для поиска гладкого решения 
и установления критерия корректности по Адамару вспомогательной характеристической смешанной 
задачи для более общего (a1 ≠ a2) уравнения колебаний полуограниченной струны во множествах реше-
ний всех целых высших порядков гладкости. Работа [4] для простейшего (a1 = a2) уравнения колебаний 
ограниченной струны указывает на важность условий согласования вспомогательных характеристиче-
ских смешанных задач для полуограниченной струны во множествах решений всех высших порядков 
гладкости, потому что с увеличением значения времени возрастает гладкость всех исходных данных 
характеристических смешанных задач для ограниченной струны. Наконец, нами планируется исполь-
зовать «метод вспомогательных смешанных задач для волнового уравнения на полупрямой» из [5], 
способ корректировки из [6] и эти условия согласования для нахождения устойчивого по правой части 
уравнения, начальным и граничным данным единственного классического решения смешанной задачи 
для более общего (a1 ≠ a2) уравнения колебаний ограниченной струны при нестационарных характерис
тических первых косых производных на ее концах. Указанный метод позволяет выводить в явном виде 
классические решения и критерии корректности смешанных задач для уравнений колебаний ограни-
ченной струны без продолжений исходных данных задач вне множеств их изначального задания для 
гиперболических уравнений [7–9], а его аналог – для нестрого гиперболических уравнений [10; 11].

Постановка задачи поиска  
достаточных условий согласования

На множестве G∞ = +] [ × +∞] [0 0, ,∞  рассматривается характеристическая смешанная задача

	 u x t a a u x t a a u x t f x t x t Gtt xt xx, , , , , , ,( ) + -( ) ( ) - ( ) = ( ) ( ) ∈1 2 1 2


∞ 	 (1)

	 u x u x xt t t= == ( ) ∂ = ( ) ∈ +] [0 0 0j y ∞, , , , 	 (2)
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	 α β γ mt u x t t u x t t u x t t tt x x( ) ( ) + ( ) ( ) + ( ) ( ) = ( ) ∈ +] [=
, , , , , ,

0
0 ∞ 	 (3)

где коэффициенты уравнения a1 > 0, a2 > 0 – вещественные постоянные; коэффициенты граничного 
режима α t( ), β αt ta( ) ( )= 1 , γ t( ) ≠ 0 – заданные функции переменной t; исходные данные задачи  f, j, y, 
m – заданные функции своих переменных x и t. 

На основе физической интерпретации общего интеграла доказывается так же, как в [1, с. 54 –59], что 
уравнение (1) моделирует вынужденные колебания однородной струны. Эти колебания представляют 
собой результат наложения прямой и обратной волн, движущихся соответственно в положительном 
и отрицательном направлениях оси Ox со скоростями a1 и a2, и воздействия вынуждающей силы с плот-
ностью  f. Если a1 = a2, то струна колеблется в покоящейся среде, не оказывающей сопротивления, и тогда 
уравнение  (1) – общеизвестное уравнение колебаний однородной среды. Если же a1 ≠ a2, то струна 
колеблется в движущейся, упруго сопротивляющейся однородной среде.

Пусть C W( ) – множество непрерывных функций на подмножестве W плоскости ¡2, C k W( ) – мно
жество всех k раз непрерывно дифференцируемых функций на W, k ∈ ¥, k ≥ 2.

Уравнение (1) в плоскости ¡2 переменных x и  t имеет два различных семейства характеристик: 
x – a1t = C1, x + a2t = C2, C C1 2, , .∈ = -∞ +∞] [¡

Первая четверть плоскости G∞ = +[ [ × +[ [0 0, ,∞ ∞  разбивается характеристикой x = a1t на два мно

жества: G x t G x a t t- ∞= ( ) ∈ > ≥{ }, : ,1 0  и G x t G x a t x+ ∞= ( ) ∈ ≤ ≥{ }, : , .1 0  В процессе решения анало-
гичной смешанной задачи для уравнения колебаний ограниченной струны при характеристических 
и  нестационарных первых косых производных на ее концах во множестве классических решений 
C G2

∞( ) возникает потребность в  решении вспомогательной характеристической смешанной задачи 
(1) – (3) для уравнения колебаний полуограниченной струны во множествах гладких решений C Gm

∞( ), 
m ≥ 2. Согласно алгоритму нахождения единственного и устойчивого по исходным данным  f, j, y, m 
решения этой вспомогательной задачи сначала ищут решение u- задачи Коши (1), (2) в G-, затем ре-
шение u+ соответствующей задачи Пикара в G+ и с помощью необходимых и достаточных требований 
гладкости и условий согласования доказывают m раз непрерывную дифференцируемость функций u-, 
u+ на x = a1t. В настоящей работе требуется найти только достаточные условия согласования гранич
ного режима (3) с начальными условиями (2) и уравнением (1) на x = a1t для более гладких решений из 
C Gm +

∞( )1 , m ≥ 2.

Вывод достаточных условий согласования 
Для более гладких решений u C Gm∈ ( )+

∞
1  смешанной задачи (1) – (3) из уравнения (1), начальных 

условий (2) и граничного режима (3) вытекают очевидные требования гладкости исходных данных:

	 f C G C C Cm mm m∈ ( ) ∈ +[ [ ∈ +[ [ ∈ +[ [-
∞

+1 1 0 0 0, , , , , , .j y m∞ ∞ ∞ 	 (4)

Полагая t = 0 в режиме (3) и первой производной по t от этого режима и вычисляя значения слагае-
мых их левых частей с помощью начальных условий (2) при x = 0 и уравнения (1) при t = 0, x = 0, полу-
чаем для классических решений этой задачи два первых достаточных условия согласования начальных 
и граничных данных и правой части уравнения: 

	 α y j γ j m0 0 0 0 0 01( ) ( ) + ′( )( ) + ( ) ( ) = ( )a , 	 (5)

	 ′( ) ( ) + ′( )( ) + ′( ) ( ) + ( ) ′( ) + ′′( )( ) + (α y j γ j α y j0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 2 1a a a f , ))( ) + ( ) ( ) = ′( )γ y m0 0 0 . 	 (6)

Справедливо следующее утверждение.
Утверждение. Пусть в граничном режиме (3) с коэффициентами α β γ, , ∈ ( )+Cm

¡  косая производ

ная является характеристической, т.  е. a t t1α β( ) = ( ), γ t( ) ≠ 0, t ∈ = +∞[ [+¡ 0, .  Если существует ре-

шение u C Gm∈ ( )+
∞

1  смешанной задачи (1) – (3), то для f C Gm∈ ( )-
∞

1 , j ∈ ( )+
+Cm 1

¡ , y ∈ ( )+Cm
¡ , 

m ∈ ( )+Cm
¡  из (4) верны условия согласования (5), (6) и справедливо
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(7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем обозначение 
∂ ( )

∂ ∂
= ( )

+
( )

k l

k l
k lu x t

x t
u x t

,
, .;  Тогда, учитывая характеристич-

ность режима (3), т. е. β αt a t( ) = ( )1 , t ∈ ¡+ , его можно записать в виде

	 α γ mt u x t a u x t t u x t t t
x

( ) ( ) + ( )( ) + ( ) ( )( ) = ( ) ∈( ) ( )
=

+
0 1

1
1 0

0

; ;, , , , .¡ 	 (8)

Продифференцируем q раз граничный режим (8) по переменной t:

	 C t u x t a u x t tq
i

i

q
q i i i q i

=

-( ) +( ) ( ) -( )∑ ( ) ( ) + ( )



 + ( )

0

0 1
1

1α γ; ;, , uu x t ti

x

q0

0

; , ,( )

=

( )( )( ) = ( )m 	 (9)

где C q
i q iq

i =
-( )
!

! !
, q ≥ 2. Непосредственно из уравнения (1) следует равенство

u x t a a u x t a a u x t f x t

a u

0 2
1 2

2 0
2 1

1 1

2

; ; ;, , , ,( ) ( ) ( )( ) = ( ) + -( ) ( ) + ( ) =

= 11 1
1

2 0
1

1 1; ; ;, , , , .( ) ( ) ( )( ) + ( )( ) - ( ) + ( )x t a u x t a u x t f x t

Дифференцируем это равенство l раз по переменной x и n – 2 раза по переменной t:

	 u x t a u x t a u x t a ul n l n l n l n; ; ; ;, , ,( ) + -( ) + -( ) +( ) = ( ) + ( )( ) -2
1 1

1
2 2

1
1 --( ) -( )( ) + ( ) ≥1 2 2x t f x t nl n, , , .; 	 (10)

В выражении в квадратных скобках из (9) запишем производную u x ti0 1; , ,+( )( )  используя формулу (10) 
при l = 0, n = i + 1:

	
u x t a u x t a u x t a u x ti i i i0 1

1
1

2
1

1
2 1; ; ; ;, , , ,+( ) ( ) ( ) -( )( ) + ( ) = ( ) + ( )( )) - ( ) +

+ ( ) + ( ) = (

( )

-( ) ( ) ( )

a u x t

f x t a u x t a u x t

i

i i i

1
1

0 1
1

1
2

1

;

; ; ;

,

, , , )) + ( )( ) + ( )-( ) -( )a u x t f x ti i
1

2 1 0 1; ;, , .
	

(11)

Можно заметить, что по сравнению с левой частью равенства (11) в его правой части порядок произ-
водных от функции u по переменной t снизился на единицу, а порядок производных по переменной x по-
высился на единицу. Более того, она записана в виде u x t a u x ti i1

1
2 1; ;, , ,( ) -( )( ) + ( )  аналогичном виду исход-

ного выражения u x t a u x ti i0 1
1

1; ;, , ,+( ) ( )( ) + ( )  i q=1, . Поэтому и далее будем пользоваться формулами (10) 
и (11) так, чтобы положительный порядок производных по переменной t от функции u стал не выше 1. 

На первом шаге этого процесса с помощью формулы (10) при l = 1, n = i имеем равенство

a u x t a u x t f x t

a u

i i i
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1

1
2 1 0 1

2
2 2 1

; ; ;

;

, , ,( ) -( ) -( )

-( )

( ) + ( )( ) + ( ) =

= xx t a u x t a f x t f x ti i i, , , , ,; ; ;( ) + ( )( ) + ( ) + ( )-( ) -( ) -( )
1

3 2
2

1 2 0 1
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аналогичное равенству (11). На втором шаге из формулы (10) при l = 2, n = i – 1 находим

a u x t a u x t a f x t fi i i i
2
2 2 1

1
3 2

2
1 2 0 1; ; ; ;, , ,-( ) -( ) -( ) -(( ) + ( )( ) + ( ) + ))

-( ) -( ) -( )

( ) =

= ( ) + ( )( ) +

x t

a u x t a u x t a f x ti i i

,

, , ,; ; ;
2
3 3 2

1
4 3

2
2 2 3 (( ) + ( ) + ( )-( ) -( )a f x t f x ti i

2
1 2 0 1; ;, , .

После i-го шага при l = i – 1, n = 2 приходим к формуле

	 u x t a u x t a u x t a u x ti i i i i0 1
1

1
2

1
1

1 0; ; ; ;, , , ,+( ) ( ) ( ) +( )( ) + ( ) = ( ) + ( )(( ) + ( ) ≥- -( )

=

-

∑ a f x t ij j i j

j

i

2
1

0

1

1; , , . 	 (12)

В равенстве (9) осталось преобразовать слагаемое u x ti0; , ,( ) ( )  i q= 2, . Верны следующие соотношения:
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(13)

Продифференцируем l раз по x равенство (12) при i = n – 1 и получим представления
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Для выражения в квадратных скобках из (13) применим формулу (14) при l = k, n = i – k. Тогда частная 
производная u x ti0; ,( ) ( ) равна функции
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Поскольку слагаемые в квадратных скобках не зависят от индекса k, то эту функцию можно записать как
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Воспользуемся очевидными равенствами
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и придем к формуле
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(16)

Здесь во второй строке равенств (15) мы сначала в соответствующей сумме меняем индекс s = k + j, 
потом суммируем коэффициенты при одинаковых частных производных от  f и, наконец, находим зна-
чения числовых сумм с помощью первой строки этих равенств. 

В левой части (9) к слагаемым суммы для i ≥ 2 применим формулы (12) и (16) и получим 
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В силу представления (14) при l = 0, n = 2 справедливо преобразование

u x t a u x t a u x t a u x t f x0 2
1

1 1
2

1 1
1

2 0; ; ; ;, , , ,( ) ( ) ( ) ( )( ) + ( ) = ( ) + ( )( ) + ,, .t( )
Если в (17) воспользоваться этим преобразованием, положить t = 0 и учесть начальные условия (2), то 
будем иметь условия согласования (7).

Замечание. Условия согласования (7) при q = 0 и q = 1, очевидно, становятся условиями согласования (5) 
и  (6) соответственно. Для функций u C Gm∈ ( )∞  условие  (7) при q = m определено для j ∈ ( )+

+Cm 1
¡ , 

y m, ,∈ ( )+Cm
¡  f C Gm∈ ( )-

∞
1  и является лишь достаточным, потому что для u C Gm∈ ( )∞  эти исходные дан-

ные – только j x u x Cm( ) = ( ) ∈ ( )+, ,0 ¡  y 0 0 1( ) = ( ) ∈ ( )-
+u x Ct

m, ,¡  f x t u x t a a u x t a a u x t C Gtt xt xx
m, , , , .( ) = ( ) + -( ) ( ) - ( )∈ ( )-

∞1 2 1 2
2

f x t u x t a a u x t a a u x t C Gtt xt xx
m, , , , .( ) = ( ) + -( ) ( ) - ( )∈ ( )-

∞1 2 1 2
2  Для существования слагаемых левой части равенства (7) при q = m не нуж-

на завышенная гладкость u C Gm∈ ( )+
∞

1 , но хватает минимальной (необходимой) гладкости, а имен-
но α j0 01( ) ( )+( )m ,  α y0 0( ) ( ) ∈( )

+
m

¡  и  существования произведения α 0( ) и  производной по вектору 


ν = ( )a2 1,  от соответствующей суммы частных производных порядка m – 2 от правой части  f в начале 
координат 0 0, .( )

Необходимость этих и более общих требований гладкости для решений u C Gm∈ ( )∞  будет строго 
доказана модификацией метода характеристик [1] в наших следующих исследованиях. В дальнейшем 
необходимость условий согласования типа  (7) характеристической смешанной задачи для решений 
u C Gm∈ ( )∞ , m ≥  2, получится предельным переходом с  гладких функций u C Gm∈ ( )+

∞
1  на данные 

f, j, y, m с минимально возможной их гладкостью. При m = 2 это уже сделано в работе [3]. В случае 
a1 = a2 = a > 0 и гладкости исходных данных  f, j, y, m, указанной в утверждении, условия согласова-
ния (7) совпадают с условиями согласования из критерия корректности вспомогательной смешанной 
задачи для полуограниченной струны, который использован в [4].
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Заключение
В настоящей работе выведены достаточные условия согласования характеристических нестацио-

нарных первых производных на конце полуограниченной струны с начальными условиями и более 
общим одномерным волновым уравнением для решений u C Gm∈ ( )+

∞
1 , m ≥ 2, этой смешанной задачи. 

Указанные условия очевидно обеспечивают m раз непрерывную дифференцируемость решения u на 
критической характеристике x = a1t уравнения. В дальнейшем полученные достаточные условия согла-
сования (5) – (7) будут ослаблены до необходимых и использованы для явного вычисления единствен-
ного и устойчивого по  f, j, y, m классического решения и вывода критерия корректности по Адамару ана-
логичной вспомогательной смешанной задачи во множестве решений, принадлежащих C Gm

∞( ), m ≥ 2.
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