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УДК 515.12

О НЕПРЕРЫВНОСТИ ФУНКТОРОВ ВИДА C X Y,( )
Г. О. КУКРАК1), В. Л. ТИМОХОВИЧ 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Рассматривается категория P, объекты которой – пары топологических пространств  X Y, .( )  Каждой такой 
паре ставится в  соответствие пространство непрерывных отображений C X Yt ,( )   с  топологией t. Наложением 
некоторых ограничений на объекты и морфизмы категории P выделяется подкатегория K ⊂ P, для которой ука-
занное отображение является функтором из K в категорию Тор топологических пространств и непрерывных ото-
бражений. Исследуется вопрос о том, при каких дополнительных условиях на K указанный функтор непрерывен. 
При этом решается  задача нахождения предела обратного  спектра в категории P. Показано, что она  сводится 
к отысканию пределов возникающих естественным образом прямого и обратного спектров в категории Top. В ка-
честве t рассмотрены топология поточечной сходимости, компактно-открытая топология и топология графика.

Ключевые слова: пространство отображений; функтор C X Y, ;( )  непрерывный функтор; обратный спектр; 
прямой спектр.
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We consider the category P, the objects of which are pairs of topological spaces  X Y, .( )  Each such pair  X Y,( ) is 
assigned the space of continuous maps C X Yt ,( )  with some topology t. By imposing some restrictions on objects and 
morphisms of category P, we define a subcategory K ⊂ P, for which the above map is a functor from K to the category 
Top of topological spaces and continuous maps. The following question is investigated. What are the additional condi-
tions on K, under which the above functor is continuous? Along the way the problem of finding the limit of the inverse 
spectrum in the category P is solved. We show, that it reduces to finding the limits of the corresponding direct spectrum 
and inverse spectrum in the category Top. Point convergence topology, compact-open topology and graph topology are 
considered as the topology t.

Keywords: function space; functor C X Y, ;( )  continuous functor; inverse spectrum; direct spectrum.

Введение
Рассмотрим категорию P, объектами которой являются произвольные упорядоченные пары  X Y,( ) то-

пологических пространств, а морфизмом пары  X Y,( ) в пару  E Z,( ) – любая упорядоченная пара  j ψ,( ) 
непрерывных отображений E Xj → , Y Zψ →  (композиция  ′ ′( ) ( ) = ′ ′( )j ψ j ψ j j ψ ψ, , , ).o o o  Пе-

реходя от пар  X Y, ,( )   E Z,( ) и морфизма  X Y E Z, ,,( )  → ( )( )j ψ  к множествам непрерывных отображе-
ний C X Y, ,( )  C E Z,( ) (кратко: C X( ) при Y = ¡) и соответствующему отображению C X Y C E Z f f fc, , : ,,( )  → ( ) → =( )j ψ ψ jo o

C X Y C E Z f f fc, , : ,,( )  → ( ) → =( )j ψ ψ jo o  получаем функтор С из категории P в категорию Set всех мно-
жеств и отображений. При задании на множествах вида C X Y,( ) некоторой топологии t естественно 
возникает задача отыскания достаточно обширной подкатегории K в P, в рамках которой любое ото-
бражение  вида C X Y C E Zc, ,,( )  → ( )( )j ψ   непрерывно,  и  тогда С  – функтор  из K  в  категорию Тор 
топологических пространств и непрерывных отображений.

Исследования в указанном направлении начаты в работе [1], которая, в свою очередь, предваряется 
статьями [2–5]. В настоящей статье они продолжены. В качестве t рассмотрены топология поточечной 
сходимости tp , компактно-открытая топология tk и топология графика tG , а соответствующие фун-
кторы в категорию Тор исследованы на непрерывность.

Понятия и обозначения
Пусть Х – топологическое пространство (далее – просто пространство), А ⊂ Х, х ∈ Х. Обозначим: 

tX  – топология пространства Х, t tX XA U A U( ) = ∈ ⊂{ }, t tX Xx x( ) = { }( ); idX – тождественное отобра-
жение Х на себя.

Пространство Х называют:
 • k-пространством [6, c. 236], если из того, что А не замкнуто, следует существование компактного 

множества B ⊂ X, для которого А ∩ В не замкнуто в В;
 • изокомпактным [7], если компактно любое счетно-компактное замкнутое множество B ⊂ X (таково, 

например, любое слабо паракомпактное пространство [6, c. 477]).
Отображение  f C X Y∈ ( ),  называют:
 • совершенным [6, c. 277], если оно замкнуто (т. е.  f F( ) замкнуто в Y для любого замкнутого F ⊂ X) 

и  f y− ( )1  компактно для любой точки y ∈ Y;
 • k-накрывающим [6, c. 506], если для каждого компактного B ⊂ Y найдется компактное F ⊂ X, для ко-

торого  f F B( ) = . Всякое совершенное сюръективное отображение является k-накрывающим [6, c. 278].
Отметим, что, в отличие от [6], в определениях k-пространства и совершенного и k-накрывающего 

отображений никакие условия отделимости нами не предполагаются.
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На множестве C X Y,( ) топология поточечной сходимости tp [6, c. 172], компактно-открытая топо-
логия tk [6, c. 243] и топология графика tG [8] определены предбазами, состоящими из всех множеств 
вида  x V f C X Y f x V, ,= ∈ ( ) ( ) ∈{ } (для tp ),  F V f C X Y f F V, ,= ∈ ( ) ( ) ⊂{ } (для tκ ) и O U f C X Y Uf( ) = ∈ ( ) ∈{ }, G

O U f C X Y Uf( ) = ∈ ( ) ∈{ }, G  (для tG), где x ∈ X, F ⊂  X  и F компактно, V ∈ tY , Gf x f x X Y x X= ( )( ) ∈ × ∈{ },  – гра-
фик отображения   f   и U  – открытое множество в X × Y. Соответствующие пространства обозначаем 
кратко через C X Yp , ,( )  C X Yk ,( ) и C X YG , .( )

Пусть A – некоторая категория, множество S направлено (т. е. частично упорядочено и для любых 
a, b ∈ S можно выбрать g ∈ S так, что g ≥ a и g ≥ b) и для каждых a ∈ S и b ≥ a определены объект Xa 
и морфизм ja

b  из A. Семейство S указанных объектов и связующих морфизмов обозначают кратко 

S X= { }a a
bj, , S  и называют обратным спектром или проективной системой [9, c. 89; 10, c. 59] (прямым 

спектром или индуктивной системой [10, c. 59]), если ja
a  есть тождественный морфизм 1X X X

a
ja

b
b a, : →

1X X X
a

ja
b

b a, : →  ( :ja
b

a bX X→  соответственно) и j j ja
g

a
b

b
g= o  ( )j j ja

g
b
g

a
b= o  при a ≤ b ≤ g.

Под пределом в категории A обратного (прямого) спектра S понимают объект Х в совокупности с мор-
физмами pa a: X X→  ( : ),pa aX X→  удовлетворяющими условиям:

(а) p j pa a
b

b= o  ( )p p ja b a
b= o  при a ≤ b;

(b) если объект  ′X  из A и морфизмы  ′ ′ →pa a: X X   ( : )′ → ′pa aX X   таковы, что  ′ = ′p j pa a
b

bo   ( )′ = ′p p ja b a
b

o

( )′ = ′p p ja b a
b

o  при a ≤ b, то существует единственный морфизм h X X: ′ →   ( : ),h X X→ ′  для которого 
′ =p pa a o h ( )′ =p pa ah o  при любом a ∈ S. Если спектр S обратный, то его предел обозначают lim

 

S  или 
lim ,
 

Xa  если прямой, то  lim  S  или  lim ,
 

Xa  а морфизмы pa называют (в обоих случаях) каноническими 
проекциями.

В категории Тор пределы спектров существуют и определены следующим образом. Если спектр S 
обратный, то его предел – подпространство L X⊂

∈
∏ a
a S

, L x x x= ∈( ) = ( ) ≤{ }a a a
b

ba j a bS , , а морфиз-

мы pa – естественные проекции L Xp
a

a → . Элементы L называют нитями спектра S. Базу в L обра-
зуют множества вида pa

− ( )1 V , где V X∈t
a
 [9, c. 90]. Предел прямого спектра S – фактор-пространство K 

дискретной суммы  Xa
a ∈S


 по следующему отношению эквивалентности: x ~ y  ( , ),x X y X∈ ∈a b  если 

j ja
g

b
gx y( ) = ( ) при некотором g ∈ S, а канонические проекции X Ka →  (их обозначаем через ia ) опре-

делены как сужения i pa a
= X , где p a

a
: X K

∈
→

S


 – естественная проекция. 

Пусть A и B – категории, F A B: →  – ковариантный функтор, S X= { }a a
bj, , S  – обратный спектр в A, 

имеющий в A предел L X= lim
  a  с каноническими проекциями L Xp

a
a → . В категории B определены со-

ответствующие обратный спектр F F FS X( ) = ( ) ( ){ }a a
bj, , ,S  объект F L( ) и морфизмы F F Fpa a( ) ( ) → ( ): ,L X

F F Fpa a( ) ( ) → ( ): ,L X  причем F F Fp j pa a
b

b( ) = ( ) ( )o  при a ≤ b. Функтор F называют непрерывным или переста-

новочным с обратным пределом [9, c. 187; 10, c. 64], если для любого такого S объект F L( ) в совокуп-
ности с морфизмами F F Fpa a( ) ( ) → ( ): L X  является пределом обратного спектра F S( ) в категории B. 

Функторы Cp, Ck и CG

Задавая на множествах вида C X Y,( ) некоторую топологию t, мы ставим в соответствие каждо-
му объекту  X Y,( )  категории P топологическое пространство C X Yt , .( )  Если при этом для любого 
морфизма  X Y E Z, ,,( )  → ( )( )j ψ   из  некоторой  подкатегории K ⊂ P  соответствующее  отображение 

C X Y C E Z f f fc
t

j ψ
t ψ j, , :,( )  → ( ) → =( )

o o  непрерывно,  то получаем ковариантный функтор Ct 
из K в категорию Тор. Далее в качестве t рассмотрим топологии tp, tk и tG, а соответствующие функто-
ры обозначим кратко через Cp, Ck и CG. Нам понадобятся следующие из полученных ранее результатов.



25

Геометрия и топология
Geometry and Topology

Теорема 1  [1]. Отображения C X Y C E Zp
c

p, ,,( )  → ( )( )j ψ  и C X Y C E Zc
k

j ψ
k, ,,( )  → ( )( )  непре-

рывны при любых X, Y, E, Z, j ∈ ( )C E X,  и ψ ∈ ( )C Y Z, .
Следствие 1. Cp и Ck – функторы из категории P в категорию Тор.
Теорема 2 [1]. Если отображение j ∈ ( )C E X,  совершенно, то C X Y C E Zc

G G, ,,( )  → ( )( )j ψ  непре-
рывно для любых Y, Z и ψ ∈ ( )C Y Z, . 

Следствие 2. Пусть K – подкатегория в P, в которой для каждого морфизма j ψ,( ) отображе-
ние j совершенно. Тогда СG – функтор из K в категорию Тор.

При непрерывности отображений вида C X Y C E Zc
G G, ,,( )  → ( )( )j ψ  вопрос (обратный) о совершен-

ности j ∈ ( )C E X,  решается следующим образом. 
Теорема 3  [1]. Отображение j ∈ ( )C E X,  совершенно, если отображение C X C Ec

G G, ,,
¡ ¡

¡( )  → ( )( )j id

C X C Ec
G G, ,,

¡ ¡

¡( )  → ( )( )j id  непрерывно, Е изокомпактно, а Х – вполне регулярное k-пространство.
Следствие 3. Пусть K – подкатегория в P, в которой для любого объекта X Y,( ) простран-

ство Х – вполне регулярное и изокомпактное k-пространство, и вместе с каждым морфизмом 
X Y E Z, ,,( )  → ( )( )j ψ  содержится также морфизм X E, , .,

¡ ¡

¡( )  → ( )( )j id  Если при этом CG  яв ляется 
функтором из K в категорию Тор, то для любого морфизма j ψ,( ) из K отображение j совершенно.

Непрерывность функторов Cp , Ck и CG

В категории P  рассмотрим обратный спектр S X Y= ( ) ( ){ }a a a
b

a
bj ψ, , , , S  и соответствующие спектры 

в категории Тор: прямой спектр S XX = { }a a
bj, , S  и обратный спектр S YY = { }a a

bψ, , .S  Пусть K X= lim
  a 

и L Y= lim
  a – их пределы,  ia a: X K→  и pa a: L Y→  – соответствующие канонические проекции. Воз-

вращаясь в P, получим пару  K L,( ) и дополнительно к морфизмам  X Y X Yb b
j ψ

a a
a
b

a
b

, ,
,( )  → ( )( )  также 

морфизмы  K L X Y, , ,,( )  → ( )( )i p
a a

a a  причем  i p j ψ i pa a a
b

a
b

b b, , ,( ) = ( ) ( )o  при a ≤ b. Пусть далее пара 

′ ′( )K L,  и морфизмы  ′ ′( )  → ( )′ ′( )K L X Y, ,,i p
a a

a a  таковы, что  ′ ′( ) = ( ) ′ ′( )i p j ψ i pa a a
b

a
b

b b, , ,o  при a ≤ b.
Очевидно, что для отображений  ′ → ′ia a: X K  и  ′ ′ →pa a: L Y  выполняются соотношения  ′ = ′i i ja b a

b
o  

и  ′ = ′p ψ pa a
b

bo   при  a ≤ b  и,  следовательно,  определены  однозначно  непрерывные  отображения 
K Ku → ′  и  ′  →L Ln   такие,  что  ′ =i ia au o   и  ′ =p p na a o   для  любого  a ∈ S.  Но  тогда  морфизм 

′ ′( )  → ( )( )K L K Lu, ,, n   единственный,  для  которого  ′ ′( ) = ( ) ( )i p i p na a a a, , ,o u   при  всех a ∈ S. Итак, 
условия (a) и (b) категорного определения предела обратного спектра проверены и таким образом до-
казана следующая теорема.

Теорема 4. В категории P пределом обратного спектра S X Y= ( ) ( ){ }a a a
b

a
bj ψ, , , , S  является пара 

K L,( ), где K X= lim
  a, L Y= lim

  a, а каноническими проекциями – морфизмы K L X Y, ,,( )  → ( )( )i p
a a

a a , 
где ia и pa – канонические проекции пределов (в категории Тор) K и L соответственно. 

Отметим, что категория P является произведением категории Top и дуальной категории Тор* (полу-
ченной «поворотом стрелок»), P = Тор* × Тор, и теорему 4 можно доказать как простое утверждение 
в рамках общей теории категорий.

Рассмотрим тот же обратный спектр  S X Y= ( ) ( ){ }a a a
b

a
bj ψ, , , , .S  Предположим, что некоторая под-

категория K ⊂ P содержит все объекты спектра S, пару  K L X Y, lim ,( ) = ( )
  a a  и все морфизмы  j ψa

b
a
b,( )  

и  i pa a, ,( )  и при задании на множествах вида C X Y,( ) топологии t возникает функтор Ct из K в кате-
горию Тор. Теперь рассмотрим соответствующие обратный спектр C S C X Y ct t a a a

b
a
bj ψ( ) = ( ) ( ){ }, , , , S  

(в категории Тор), его предел L = ( )lim ,
 

C X Yt a a  с каноническими проекциями Π La t a a: , ,→ ( )C X Y  про-
странство C K Lt ,( )  и непрерывные отображения C K L C X Yc

t
i p

t a a
a a, , .,( )  → ( )( )  Поскольку c c ci p j ψ i pa a a

b
a
b

b b, , ,( ) = ( ) ( )o

c c ci p j ψ i pa a a
b

a
b

b b, , ,( ) = ( ) ( )o  при a ≤ b, то определено, причем единственным образом, непрерывное отобра-

жение h C K L: ,t ( ) → L такое, что c h( , )i pa a a= Π o  для всех a ∈ S.
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Лемма 1. Пусть f C K L∈ ( )t ,  и h f f( ) = ∈( )a a S  f h f C X Ya a t a a= ( )( ) ∈ ( )( )Π , . Тогда  fa = pa o  f  o ia, 
a ∈ S.

Доказательство следует непосредственно из равенства c hi pa a a, .( ) = Π o

Лемма 2. Отображение h C K L: ,t ( ) → L – непрерывная биекция.
До к а з а т е л ь с т в о. Непрерывность h уже отмечена. Докажем биективность. Для этого сперва по-

кажем инъективность. Пусть  f g C K L, , ,∈ ( )  h f f( ) = ∈( )a a S ,  h g g( ) = ∈( )a a S  и f ≠ g. Тогда для не-

которого класса эквивалентности  x Kb  ∈  (xb ∈ Xb) нити  f x yb a a ( ) = ∈( )S  и  g x zb a a ( ) = ∈( )S  

различны, т. е.  yg ≠ zg  для некоторого  g ∈ S. Выберем d ∈ S такое, что d ≥ b и d ≥ g, и обозначим  x xd b
d

bj= ( )  
(xd ∈ Xd ). Используя лемму 1 и соотношение  x xd b[ ] =  , получим  f x f x yd d d d d dp i( ) = ( )( ) =o o  и g x g x zd d d d d dp i( ) = ( )( ) =o o .

g x g x zd d d d d dp i( ) = ( )( ) =o o . Но yd ≠ zd, поскольку ψ ψg
d

d g g g
d

dy y z z( ) = ≠ = ( ). Итак, fd ≠ gd, т. е. h f h g( ) ≠ ( ).  
Инъективность доказана.

Пусть  теперь  fa a ∈( ) ∈S L. Покажем  существование  f C K L∈ ( )t ,   такого,  что  h f f( ) = ∈( )a a S , 
т. е. fa = pa o  f o ia , a ∈ S (см. лемму 1). Для произвольных g, a ∈ S выберем d ∈ S, d ≥ g, d ≥ a, и поло-
жим  f fga a

d
d g

dψ j= o o . Проверим корректность определения. Пусть k ∈ S, k ≥ g и k ≥ a. Покажем, что 
ψ j ψ ja

k
k g

k
a
d

d g
d

o o o of f= . Подберем n ∈ S так, чтобы выполнялись соотношения n ≥ d и n ≥ k. Тогда 
ψ j ψ ψ j j ψ ja

k
k g

k
a
k

k
n

n k
n

g
k

a
n

n g
n

o o o o o o o of f f= = . С другой стороны, ψ j ψ ψ j j ψ ja
d

d g
d

a
d

d
n

n d
n

g
d

a
n

n g
n

o o o o o o o of f f= = .

ψ j ψ ψ j j ψ ja
d

d g
d

a
d

d
n

n d
n

g
d

a
n

n g
n

o o o o o o o of f f= = . Корректность доказана. 
Отметим, что  fg g  =  fg . Для проверки соотношения  f fga a

b
db g

dψ j= o o  при g ≤ d и a ≤ b выберем n ∈ S,  

n ≥ b, n ≥ g, и получим ψ j ψ ψ j j ψ ja
b

db g
d

a
b

b
n

n d
n

g
d

a
n

n g
n

gao o o o o o o of f f f= = = . Таким образом, опре-

делены непрерывные отображения  f X LLg g: ,→   f x f xLg g ga g a( ) = ( ) ∈( )S   и  f fL Lg n g
nj= o   при  g ≤ n. 

Но тогда по определению существует единственное непрерывное отображение  f K L: ,→  для которого 
f fLg gi= o  при любом g ∈ S. А поскольку p i pa a a a aa ao o of f f fL= = = , то в силу леммы 1 отображе-
ние  f  – искомое. Итак, h сюръективно. Лемма 2 доказана.

Следствие 4. Функтор Ct непрерывен на категории K тогда и только тогда, когда обратное ото-
бражение h C K L− → ( )1 : ,L t  непрерывно при любом выборе в K обратного спектра S, для которого 
в K существует предел K L S, lim .( ) =

 

Теорема 5. Функтор Ср из категории P в категорию Тор непрерывен.
До к а з а т е л ь с т в о.  Учитывая  следствие  4,  рассмотрим  произвольные  f C K Lp∈ ( ),   и  окрест-

ность   f вида  x Vg b bp  ( )−, ,1   где  x Kg  ∈   (xg ∈Xg), Vb открыто в Yb. Пусть  f x y Lg a a ( ) = ∈( ) ∈S .  

Ясно, что yb ∈ Vb. Выберем d ∈ S, d ≥ g, d ≥ b,  и обозначим  x xd g
d

gj= ( )   (xd ∈ Xd).  Затем в Yd  выбе-

рем окрестность Vd точки yd так, чтобы выполнялось включение ψb
d

d bV V( ) ⊂ . Перейдем к нити (в L) 

h f f( ) = ∈( )a a S . Заметим (см. лемму 1), что  f x f x f x y Vd d d d d g d dp p( ) = [ ]( )( ) =  ( )( ) = ∈  и, следова-

тельно, Πd d d
− ( )1 x V,  – окрестность в L нити h f( ). Пусть g C K Lp∈ ( ), , h g g x V( ) = ∈( ) ∈ ( )−

a d d da S Π 1 , . 

Тогда g x g x g x Vd d d d d g dp p( ) = [ ]( )( ) =  ( )( ) ∈ , откуда  g x V∈   ( )−
g d dp, .1  Но p pd d b b

− −( ) ⊂ ( )1 1V V , значит, 

x V x Vg d d g b bp p  ( ) ⊂   ( )− −, , ,1 1  что влечет  g x V∈   ( )−
g b bp, .1  Итак, h–1 непрерывно. Теорема 5 до-

казана.
Перейдем к топологии tk.
Лемма 3 [1] (см. также [9, c. 100]). Если Ya a

bψ, , S{ } – обратный спектр в категории Тор, L Y= lim
  a , 

F ⊂ U ⊂ L , U открыто в L, a F компактно, то F W U⊂ ( ) ⊂−pb
1  для некоторых b ∈ S и открытого 

W ⊂ Yb.
Теорема 6. Пусть K – подкатегория в P и для любого морфизма j ψ,( ) из K отображение j 

k-накрывающее. Тогда функтор Ck непрерывен на K. 
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До к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем произвольные  f C K L∈ ( )k ,  и окрестность f вида  F G, , где F ⊂ K 
и F компактно, G открыто в L. Учитывая лемму 3 и компактность  f F( ), считаем, что G V= ( )−pb

1 , где V 

открыто в Yb. Выберем компактное B ⊂  Xb такое, что ib B F( ) = , и рассмотрим нить h f f( ) = ∈( ) ∈a a S L, 

где  L = ( )lim , .
 

C X Yk a a   Поскольку  f B f B Vb b bp i( ) = ( )( ) ⊂o o ,   то  h f B V( ) ∈ ( )−Πb
1 , .  Пусть  теперь 

g C K L∈ ( )k , , h g g B V( ) = ∈( ) ∈ ( )−
a ba S Π 1 , . Ясно, что  p p ib b b bo o og F g B g B V( )( ) = ( )( ) = ( ) ⊂ , от-

куда  g F V∈ ( )−, .pb
1  Таким образом, непрерывность h–1 проверена и теорема 6 доказана.

Мотивацией выбора k-накрывающих отображений может служить следующее утверждение.
Утверждение. Пусть в подкатегории K ⊂ P для любого объекта  X Y,( ) пространство Х вполне регу-

лярно, вместе с любым морфизмом  j ψ, : , ,( ) ( ) → ( )X Y E Z  присутствует и морфизм  j, : , ,id
¡

¡ ¡( ) ( ) → ( )X E

j, : , ,id
¡

¡ ¡( ) ( ) → ( )X E   и  функтор Ck  непрерывен  на K.  Тогда  если  в K  определены  обратный  спектр  X Ya a a
b

a
bj ψ, , , ,( ) ( ){ }S

X Ya a a
b

a
bj ψ, , , ,( ) ( ){ }S   и  его  предел  K L,( )  ( lim ,K X=

  a   L Y= lim ),
  a   то  для  некоторого b ∈ S  все  отображения 

ia a: X K→  k-накрывающие при a ≥ b.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем  считать,  что Ya = ¡  и ψa

b = id
¡

  при a ≤ b  (в  рамках K  такой  пере-
ход возможен). Ясно, что L = ¡ и pa =  id¡ для любого a ∈ S. Пусть F ⊂ K и F компактно. Рассмот-
рим  f C K L∈ ( )k , ,  f K( ) = { }0 ,  нить  h f f( ) = ∈( ) ∈a a S L,  где  L = ( )lim , ,

 

C X Yk a a   и  окрестность 

F, ;−





1
2

1
2

  в C K Lk ,( ) функции  f. По условию существуют b ∈ S  и  окрестность G  в C X Yk b b,( ) 
функции  fb  такие,  что  h G F− − ( )( ) ⊂ −





1 1 1
2

1
2

Πb , ; .  Поскольку  f Xb b( ) = { }0 ,  можно  считать,  что 

G B= −( ), ; ,e e  где B ⊂ Xb и B компактно, e > 0. Покажем, что F B⊂ ( )ib . Допустим, что найдется точка 

z F B∈ ( )\ .ib  Выберем функцию g C K∈ ( ) такую, чтобы выполнялись равенства g x( ) = 0 при x B∈ ( )ib  

и g z( ) =1. Очевидно, h g G( ) ∈ ( )−Πb
1 ,  но  g F∉ −





, ; .1
2

1
2

 Получено противоречие, значит, F B⊂ ( )ib . 

Обозначим P B F= ∩ ( )−ib
1 . Множество Р компактно, и  ib P F( ) = . Итак, ib – k-накрывающее. Но тогда 

и ia – k-накрывающее при a ≥ b в силу соотношения  i i jb a b
a= o . Утверждение доказано.

В завершение рассмотрим топологию tG на C X Y, ,( )  отдельные свойства которой, в частности связь 
с топологиями равномерной сходимости при метризуемом Y, были установлены в [2; 5]. В [1] получено 
необходимое условие непрерывности функтора CG на некоторой подкатегории K ⊂ P.

Теорема 7 [1]. Пусть K – подкатегория в P, в которой вместе с любым объектом X Y,( ) присут-
ствует и любой объект вида X W, 0 q( )( ), где q – бесконечный начальный ординал и W0 q( ) – множество 

всех ординалов a ≤ q с порядковой топологией, и для каждого морфизма X Y E Z, ,,( )  → ( )( )j ψ  непре-
менно E = X и j = idX  . Если при этом функтор CG непрерывен на K, то для любого объекта X Y,( ) из 
K пространство Х компактно.

Пример. Пусть S – семейство некоторых непустых замкнутых в R множеств  A I⊂ = [ ]0 1;  такое, 
что ∪S = I,  A ≤ =ω ω( )  и A ∪ B ∈ S для любых A, B ∈ S, и если  x nn ∈( )  – сходящаяся последо-
вательность точек из I, то  x n An ∈{ } ⊂  для некоторого A ∈ S. Положим A ≤ B, если A ⊂ B; ХА = А 
(с евкли довой топологией) и jA

B
A BX X: →  – обычное вложение при A ≤ B; YA = R и ψA

B = id
¡

 при 
A ≤ B. Ясно, что K X IA= =lim

 

 (с евклидовой топологией) и  iA AX K: →  – обычное вложение (о по-
добных примерах см. [11, c. 188]), L YA= =lim

 

¡  и pA = id ¡ для любого A ∈ S. Рассмотрим  f C K L∈ ( )G , , 
f K( ) = { }0 ,  h f f AA( ) = ∈( ) ∈S L, где L G= ( )lim , ,

 

C X YA A  и окрестность O U( ) в C K LG ,( ) функции  f, 

где U I= × −





1
2

1
2

; . Допустим, что существует окрестность нити  h f( )  вида ΠB O G− ( )( )1   (G открыто 
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в XB × ¡), для которой h O G O UB
− − ( )( )( ) ⊂ ( )1 1Π . Поскольку  f XB B( ) = { }0  и XB = B компактно, можно 

считать, что G X B= × −( )e e; , e > 0. Выберем функцию  g C I∈ ( ) так, чтобы выполнялись равенства 
g B( ) = { }0  и g x( ) =1 для некоторой точки x ∈ I \ B. Ясно, что g g O GB B= ∈ ( )o i , следовательно, h g O GB( ) ∈ ( )( )−Π 1 .

h g O GB( ) ∈ ( )( )−Π 1 . Но поскольку  g O U∉ ( ), то h–1 разрывно.
С учетом следствия 2, теоремы 7 и примера представляются разумными следующие ограничения на 

подкатегорию K ⊂ P в «области непрерывности» CG.
Теорема 8. Пусть в подкатегории K ⊂ P для любого морфизма X Y E Z, ,,( )  → ( )( )j ψ  простран-

ства Х и Е компактны, j – совершенная сюръекция. Тогда функтор CG непрерывен на K.
До к а з а т е л ь с т в о.  Фиксируем  произвольные  f C K L∈ ( )G ,   ( lim ,K X=

  a   L Y= lim )
  a   и  окрест-

ность O G( ) отображения  f  (G открыто в K × L). Для каждой точки  k f k f, ( )( ) ∈G  подберем окрест-
ности Uk точки k и V k( ) точки  f k( ), где V k W kk( ) = ( )( )( )

−pa
1 , W k( ) открыто в Y ka( ), так, чтобы выпол-

нялись  включения  f U V kk( ) ⊂ ( )  и U V k Gk × ( ) ⊂ .  В  силу  компактности  K  существует  конечное 

семейство  окрестностей  U Uk kn1
, ,…   такое,  что  U Kk

i

n

i
=

=
1


.   Выберем  g ∈ S,  чтобы  выполнялись  со-

отношения  g a g a≥ ( ) … ≥ ( )k kn1 , , . Отметим, что p p ψa b a
b− − −( ) = ( ) ( )( )1 1 1

A A , где A ⊂ Ya и a ≤ b произ-

вольные. Обозначив H W ki k ii
= ( ) ( )( )( )

−
ψa

g
1

 (Hi открыто в Yg), получим V k Hi i( ) = ( )−pg
1  и  Gf k i k i

i

n

i

n
U V k U H G

i i
⊂ × ( )( ) = × ( )( ) ⊂−

==
pg

1

11


.

Gf k i k i
i

n

i

n
U V k U H G

i i
⊂ × ( )( ) = × ( )( ) ⊂−

==
pg

1

11


.   Далее  положим  Q Ui ki
= ( )−ig

1   и  обозначим  S Q Hi i
i

n
= ×( )

= 1


.   Ясно, 

что  S  открыто  в Xg  × Yg  и  f f O Sg g gp i= ∈ ( )o o ,  т.  е.  h f f O S( ) = ∈( ) ∈ ( )( )−
a ga S Π 1 .  Пусть  теперь 

g C K L∈ ( )G , ,  h g g( ) = ∈( )a a S  и  h g O S( ) ∈ ( )( )−Πg
1 ,  т. е. g g O Sg g gp i= ∈ ( )o o . Несложно проверить, 

что при этом Gg k i
i

n
U H G

i
⊂ × ( )( ) ⊂−

=
pg

1

1


, т. е.  g O G∈ ( ).  Итак, C K L C X Yh
G GL, lim ,( )  → = ( )

  a a  – гомео-

морфизм. Теорема доказана.
Отметим, что теоремы 5, 6 и 8 существенно усиливают аналогичные результаты, полученные в [1].
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