
38

О б р а з е ц   ц и т и р о в а н и я:
Бауэр СМ, Воронкова ЕБ. Влияние условий закрепления на 
появление несимметричных форм равновесия у круглых 
пластин под действием нормального давления. Журнал Бе-
лорусского государственного университета. Математика. 
Информатика. 2020;1:38–46.
https://doi.org/10.33581/2520-6508-2020-1-38-46

F o r  c i t a t i o n:
Bauer SМ, Voronkova ЕB. Influence of boundary constraints on 
the appearance of asymmetrical equilibrium states in circular 
plates under normal pressure. Journal of the Belarusian State 
University. Mathematics and Informatics. 2020;1:38–46. Rus-
sian.
https://doi.org/10.33581/2520-6508-2020-1-38-46

А в т о р ы:
Светлана Михайловна Бауэр – доктор физико-математи-
ческих наук, профессор; профессор кафедры теоретической 
и прикладной механики математико-механического факуль-
тета1), ведущий исследователь лаборатории механики био-
совместимых материалов2).
Ева Боруховна Воронкова – кандидат физико-математиче-
ских наук; доцент кафедры математического моделирования 
энергетических систем факультета прикладной математики – 
процессов управления1), младший научный сотрудник лабо-
ратории механики биосовместимых материалов2).

A u t h o r s:
Svetlana M. Bauer, doctor of science (physics and mathema
tics), full professor; professor at the department of theoretical 
and applied mechanics, faculty of mathematics and mechanicsa, 
and leading researcher at the laboratory of mechanics of bio-
materialsb.
s.bauer@spbu.ru
https://orcid.org/0000-0003-3732-2110
Eva B. Voronkova, PhD (physics and mathematics); associate 
professor at the department of mathematical modeling of power 
systems, faculty of applied mathematics and control processesa, 
and junior researcher at the laboratory of mechanics of bioma-
terialsb.
e.voronkova@spbu.ru
https://orcid.org/0000-0002-3065-4473

УДК 539.3,519.6

ВЛИЯНИЕ УСЛОВИЙ ЗАКРЕПЛЕНИЯ НА ПОЯВЛЕНИЕ  
НЕСИММЕТРИЧНЫХ ФОРМ РАВНОВЕСИЯ У КРУГЛЫХ ПЛАСТИН  

ПОД ДЕЙСТВИЕМ НОРМАЛЬНОГО ДАВЛЕНИЯ
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Рассматривается устойчивость осесимметричных форм равновесия неоднородных круглых пластин, загружен-
ных нормальным давлением, с упруго закрепленным краем. В предположении, что несимметричная составляю-
щая решения носит периодический характер, численным методом определяется наименьшее значение нагрузки, 
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при которой происходит бифуркация в несимметричное состояние. Исследовано влияние степени неоднород-
ности материала и условий закрепления края на величину критической нагрузки и форму потери устойчивости. 
Показано, что с увеличением жесткости пружины, препятствующей свободному смещению края пластины в ра-
диальном направлении, бифуркация в несимметричное состояние может происходить при существенно больших 
нагрузках и с образованием большего числа волн в окружном направлении. Уменьшение жесткости оболочки 
к краю приводит к значительному снижению величины критической нагрузки, если радиальные перемещения 
края пластины ничем не ограничены.

Ключевые слова: круглая пластина; потеря устойчивости; неоднородность.
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Unsymmetrical buckling of nonuniform circular plates with elastically restrained edge and subjected to normal pres-
sure is studied in this paper. The unsymmetric part of the solution is sought in terms of multiples of the harmonics of the 
angular coordinate. A numerical method is employed to obtain the lowest load value, which leads to the appearance of 
waves in the circumferential direction. The effect of material heterogeneity and boundary on the buckling load is exa
mined. It is shown that if the outer edge of a plate is elastically restrained against radial deflection, the buckling load 
for unsymmetrical buckling is larger than for a plate with a movable edge. The elasticity modulus decrease away from 
the center of a plate leads to sufficient lowering of the buckling pressure if the outer edge can move freely in the radial 
direction.
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Введение
Появлению неосесимметричных форм равновесия у сферических, тороидальных, эллипсоидальных 

оболочек, нагруженных нормальным внутренним давлением, посвящено множество работ [1– 4]. При 
этом отмечается, что точность описания докритического состояния может существенно повлиять на 
вычисление значений критической нагрузки и формы потери устойчивости [2; 5]. 

Д. Ю. Панов и В. И. Феодосьев первыми предложили решение, соответствующее несимметрич-
ным формам равновесия круглой пластины, загруженной нормально распределенным давлением [3]. 
Они аппроксимировали неосесимметричный нормальный прогиб пластины выражением вида w r r
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 где r, θ – координаты срединной поверхности пластины 0 ≤ r ≤ R, 

0 ≤ θ ≤ 2π; A, B – неизвестные константы, n ≥ 2, и, используя метод Галёркина, нашли минимальное 
значение нагрузки и волновое число n, соответствующие появлению волн по краю пластины. Однако 
позже именно В. И. Феодосьевым было показано, что использования одного или двух параметров для 
описания докритического состояния пластины или оболочки недостаточно [5]. Доказательство суще-
ствования решения, соответствующего несимметричным формам равновесия у симметрично загружен-
ной пластины, проведено Н. Ф. Морозовым [6], единственность такого решения доказана В. О. Пие
чоски [7]. 
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Л. С. Чео и Е. Л. Райсс численно определили значения критической нагрузки, при которой круглая 
пластина теряет устойчивость осесимметричных форм равновесия [8]. Сопоставляя свои решения с ре-
зультатами Д. Ю. Панова и В. И. Феодосьева, авторы [8] также подчеркивают, что аппроксимация не-
осесимметричного решения, принятая в [3], недостаточно точно описывает устойчивое закритическое 
состояние равновесия. 

Сравнение значений критической нагрузки, при которой пластина переходит в неосесимметричное 
состояние равновесия, найденных численным и асимптотическим методом, проведено в работах [9; 10]. 
Аналитические модели для описания краевого несимметричного выпучивания круглой пластины при 
равномерном нагреве и сравнение с экспериментальными данными представлены в [11]. Задача о потере 
устойчивости симметричных форм равновесия круглой или кольцевой пластиной, модуль упругости 
которой изменяется при движении от центра пластины к ее краю, рассматривалась в [12]. В работе [13] 
исследована бифуркация в несимметричное состояние пологой сферической оболочки, загруженной 
внутренним давлением. Роль граничных условий в появлении несимметричных форм равновесия у по-
логой оболочки затронута в [10].

В  настоящей работе обсуждается влияние условий закрепления на появление несимметричных 
форм равновесия у неоднородной круглой пластины.

Материалы и методы исследования
Постановка задачи. Рассмотрим круглую изотропную пластину, находящуюся под действием равно-

мерно распределенного нормального давления. Считая, что модуль упругости пластины изменяется 
при удалении от центра пластины к ее краю, запишем разрешающую систему уравнений в виде [12; 13]
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где w w r= ( ), ,θ  F F r= ( ), θ  – искомые функция нормального прогиба и функция усилий соответствен-
но, r, θ – введенные полярные координаты срединной поверхности пластины (0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ θ ≤ 2π);  
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  – цилиндрическая жесткость пластины, ν  – коэффициент Пуассона материала 

пластины; E E r= ( ) – модуль упругости пластины, зависящий от радиальной координаты; p – нормаль-
ное давление, действующее на пластину; h – толщина пластины; оператор Лапласа ∆ и дифференциаль-
ные операторы L L ii, ( , )± =1 2  имеют вид 
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Предположим, что точки края r = R закреплены от смещения в направлении нормали к срединной 
поверхности и от поворотов, т. е. w w= ′ = 0. Стандартные варианты граничных условий требуют по-
ложить дополнительно равными нулю одну из двух величин в каждой из следующих пар: u или Tr , 
v или S, где u, v – проекции вектора перемещения на оси r и θ; Tr , S – тангенциальные усилия. Жестко 
заделанный край моделируется условиями u w w= = = ′ =v 0, а случай w w T Sr= ′ = = = 0 соответствует 
свободному смещению точек края в радиальном и окружном направлениях.
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Пусть по краю пластины имеется упругая связь (пружина), препятствующая ее свободному смеще-
нию в радиальном направлении, тогда перемещение u и усилие Tr на внешнем крае взаимосвязаны, т. е. 
ku u + Tr = 0, где ku – коэффициент упругости заделки. Таким образом, граничные условия запишутся 
в виде
	 w w k u T Su r= ′ = + = = 0. 	 (2)

Чтобы записать с помощью искомых функций w, F граничное условие (2), связывающее компоненту 
перемещения u r, θ( ) с радиальным усилием Tr , воспользуемся представлением компонент деформации 
εr, εθ, ω через компоненты вектора перемещения u, v, w, с одной стороны, и усилий Tr , Tθ, S – с другой: 
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(3)

Введем безразмерные переменные
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где Eaν – среднее значение модуля упругости:
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Зависимость модуля упругости материала пластины от радиальной координаты может быть пред-
ставлена в виде E r E f r( ) = ( )0 , где f r( ) – достаточно гладкая и положительная на отрезке 0, R[ ] функ-
ция, E0 – параметр, характеризующий величину модуля Юнга в центре пластины. Тогда система урав-
нений (1) примет вид (знак * у безразмерных величин (4) в дальнейшем опускаем)
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Для сплошной пластины граничные условия (2) должны быть дополнены условиями ограниченности 
решений в центре

′ = ′ =w F 0.
Симметричное решение. При значениях нагрузки, меньших критической величины pcr , система (5), 

дополненная необходимыми граничными условиями, имеет только симметричное решение [4; 8; 12]. 
В этом случае, принимая w r w rs, ,θ( ) = ( )  F r F rs, ,θ( ) = ( )  симметричное решение задачи определяется 
из уравнений
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с учетом обозначений ω ϕ0 0= ′ = ′w Fs s, .
Граничные условия (2) на краю пластины r = 1 в силу соотношений (3) примут вид 

	 ω ϕ ϕ νϕ ϕ0 0 2 0 0 01 1 1 1 1 1 0( ) = ( ) = ( ) ′ ( ) − ( )( ) + ( ) =k gu . 	 (7)



42

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2020;1:38 – 46
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2020;1:38 – 46 

В центре пластины необходимо положить 
	 ω ϕ0 00 0 0( ) = ( ) = . 	 (8)

Несимметричное решение. Следуя [4; 8], будем искать решение в виде

	 w r w r w r n r F r F r nFs n s n, cos , , cos ,θ θ θ θ( ) = ( ) + ( ) ( ) = ( ) + ( ) 	 (9)

где функции w r F rs s( ) ( ),  определяют докритическое симметричное решение и могут быть найдены 
из решения системы (6) совместно с (7) – (8), а функции w r w r n F r F r nns n ns n, cos , , cosθ θ θ θ( ) = ( ) ( ) = ( )  
описывают поведение пластины сразу после ее перехода в неосесимметричное состояние, при этом 
w rns ( )  и F rns ( ) полагаются малыми. Число волн в окружном направлении, образовавшихся в результате 
бифуркации, обозначено n.

После подстановки (9) в систему (5) с учетом малости wns, Fns получим линейную систему относи-
тельно w r F rn n( ) ( ),
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Граничные условия (2) примут вид 

	 w w k u F n F F Fn n u n n n n n1 1 1 1 1 1 1 02( ) = ′ ( ) = ( ) + ′( ) − ( ) = ′( ) − ( ) =� . 	 (11)

Здесь несимметричная составляющая компоненты перемещения u rn ( ) связана с функцией усилия F rn ( ) 
на краю пластины r = 1 соотношением

u
n

g F n F n F

g F F

n n n n

n n

=
−

′′′− +( ) + −( ) ′ +( ) +(
+ ′ ( ) ′′ − ′

1
1

2 1 3

1

2 2
2 2

2

ν ν

ν −−( )( ))n Fn
2 ,

которое получено из записанной в  безразмерном виде зависимости  (3) с  учетом u r u r u r ns n, cosθ θ( ) = ( ) + ( )
u r u r u r ns n, cosθ θ( ) = ( ) + ( )  и w wn n1 1 0( ) = ′ ( ) = .

В центре пластины, как и в симметричном случае,
′ ( ) = ′( ) =w Fn n0 1 0.

Схема поиска несимметричного решения аналогична схемам, изложенным в работах [4; 8]. Сначала 
решается симметричная задача (6) – (8), а далее проверяется существование решения несимметричной 
задачи. Обозначим pn нагрузку, при которой для заданного числа волн в окружном направлении n су-
ществуют отличные от нуля функции wn, Fn, удовлетворяющие соотношениям (10), (11). Тогда под кри-
тической нагрузкой pcr , при которой происходит бифуркация в неосесимметричное состояние, будем 
понимать наименьшее значение нагрузки pn, когда появляются волны в окружном направлении, т. е. 
p p

n ncr = min .

Результаты и их обсуждение
Предпосылки для перехода симметрично нагруженной пластины в неосесимметричное состояние 

создают сжимающие напряжения, которые появляются в окрестности края пластины при больших про-
гибах. На рис. 1 показано, как изменяется интенсивность безразмерных окружных усилий T rθ ( ) при 
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различных значениях коэффициента жесткости пружины ku. Величина ku = 0 соответствует отсутствию 
ограничений на перемещение точек края пластины в радиальном направлении, т. е. условию Tr = 0. Аб-
солютно жесткой заделке края при u = 0 соответствует кривая, обозначенная как ku = ∞.

Из рис. 1 видно, что с увеличением жесткости пружины ku, ограничивающей свободное перемеще-
ние пластины в радиальном направлении, интенсивность сжимающих окружных напряжений умень-
шается, а зона, в которой эти напряжения принимают отрицательные значения, сужается. Для величин 
параметра ku, соответствующих условию жесткого защемления края пластины, окружные усилия при-
нимают только положительные значения, и в этом случае бифуркация в неосесимметричное состояние 
невозможна [8; 10].

Для однородной пластины с краем, который может свободно смещаться в радиальном направлении 
(ku = 0), критическая нагрузка и соответствующее ей волновое число ( pcr = 64 453, n = 14) найдены 
в [12]. Обозначим это значение критической нагрузки через  pcr0 .

Как видно из рис.  2, с  ростом жесткости пружины ku пластина переходит в несимметричное со-
стояние при более высоких величинах критической нагрузки и с образованием большего числа волн 
в окружном направлении (см. также таблицу). Так, для безразмерной жесткости ku = 0,1, что при от-

ношении h
R

= 1
100

 соответствует жесткости пружины 10–3Eaν, критическая нагрузка возрастает более 

чем в 2,5 раза, а число волн увеличивается до 17. Это согласуется с расчетами окружных усилий Tθ, 
представленными на рис. 1. 

Результаты расчетов критической нагрузки для неоднородных пластин с модулем упругости E r E e qr( ) = −
0

E r E e qr( ) = −
0  приведены в таблице и на рис. 3. Параметры E0, q закона изменения модуля выбирались так, 

чтобы его среднее значение Eaν оставалось постоянным. При отсутствии сопротивления (ku = 0) или 
достаточно слабом сопротивлении перемещению в окружном направлении края пластины (ku = 0,05) 
потеря устойчивости осесимметричных форм равновесия происходит при более низких нагрузках, чем 
для однородной пластины (см. рис. 3 и таблицу). 

С ростом жесткости пружины ku, когда закрепление края приближается к жесткому защемлению, 
переход к несимметричной форме равновесия может происходить при нагрузке большей, чем для од-
нородной пластины, если материал пластины достаточно сильно ослаблен к краю. Так, для ku = 0,15 
критическая нагрузка для неоднородной пластины сначала незначительно падает при q = 0,05, а затем 
увеличивается на 18 % с ростом параметра неоднородности пластины до q = 2. При этом для всех рас-
считанных значений q и условий закрепления ku потеря устойчивости осесимметричных форм равно-
весия неоднородной пластины происходит с образованием большего числа складок в окружном на-
правлении, чем для однородной пластины (см. таблицу).

Рис. 1. Безразмерное окружное усилие T rθ ( )  
при различных значениях коэффициента жесткости пружины ku.  

Для нагрузки принято p = 30 000
Fig. 1. Dimensionless circumferential stress resultant T rθ ( )  

for different value of spring stiffness ku. Load value is taken as p = 30 000
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Рис. 2. Зависимость нагрузки p
p

n

cr
0
 от волнового числа n в форме потери устойчивости  

для однородной пластины (pcr
0  – критическая нагрузка,  

соответствующая однородной круглой пластине при ku = 0)

Fig. 2. Dependence of the normalized critical load p
p

n

cr
0  on the mode number n  

for a uniform circular plate (pcr0  corresponds to the buckling load for a uniform circular plate with ku = 0)

Рис. 3. Влияние коэффициента неоднородности q на критическую нагрузку p
p
cr

cr
0
  

(pcr0  – критическая нагрузка, соответствующая однородной круглой пластине)

Fig. 3. Change of the normalized buckling pressure p
p
cr

cr
0
  

when the degree of heterogeneity of the plate q changes  
(pcr0  – denotes the buckling pressure for a uniform circular plate)
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Критическая нагрузка p
p
cr

cr
0

 и волновое число n для неоднородной пластины  

в зависимости от коэффициента жесткости заделки

The Buckling load p
p
cr

cr
0

 and wave number n for different value of spring stiffness

Жесткость 
заделки ku

Нагрузка Волновое число

q = 0 q = 0,5 q = 1 q = 2 q = 0 q = 0,5 q = 1 q = 2

0 1 0,87 0,76 0,56 14 14 14 14
0,05 1,62 1,49 1,38 1,23 14 15 16 16
0,10 2,56 2,45 2,39 2,47 17 17 17 19
0,15 3,96 3,92 4,01 4,69 18 19 19 21

Заключение
В работе представлены результаты численного исследования потери устойчивости осесимметрич-

ных форм равновесия изотропных пластин с переменным модулем упругости при различных условиях 
закрепления внешнего края. Показано, что с увеличением жесткости пружины, ограничивающей пере-
мещение края пластины в радиальном направлении, бифуркация в несимметричное состояние может 
происходить при значительно больших нагрузках и с образованием большего числа волн в окружном 
направлении. Уменьшение жесткости оболочки к краю приводит к существенному снижению величи-
ны критической нагрузки, если радиальные перемещения края пластины ничем не ограничены.

Библиографические ссылки
1. Adachi J. Stresses and buckling in thin domes under internal pressure. Watertown: U. S. Army Materials and Mechanics Re-

search Center; 1968.
2. Bushnell D. Buckling of shells-pitfall for designers. AIAA Journal. 2015;19(9):1183–1226. DOI: 10.2514/3.60058. 
3. Панов ДЮ, Феодосьев ВИ. О равновесии и потере устойчивости пологих оболочек при больших прогибах. Прикладная 

математика и механика. 1948;12:389–406.
4. Huang NC. Unsymmetrical buckling of shallow spherical shells. Journal of Applied Mechanics. 1964;31(3):447–457. DOI: 

10.1115/1.3629662.
5. Feodos’ev VI. On a method of solution of the nonlinear problems of stability of deformable systems. Journal of Applied Mathe

matics and Mechanics. 1963;27(2):392–404. DOI: 10.1016/0021-8928(63)90008-X.
6. Морозов НФ. К вопросу о существовании несимметричного решения в задаче о больших прогибах круглой пластинки, 

загруженной симметричной нагрузкой. Известия высших учебных заведений. Математика. 1961;2:126–129.
7. Piechocki W. On the nonlinear theory of thin elastic spherical shells: nonlinear partial differential equations solutions in theory 

of thin elastic spherical shells subjected to temperature fields and external loading. Archives of Mechanics. 1969;21(1):81–102.
8. Cheo LS, Reiss EL. Unsymmetric wrinkling of circular plates. The Quarterly Journal of Mechanics and Applied Mathematics. 

1973;31(1):75–91. DOI: 10.1090/qam/99710.
9. Coman CD. Asymmetric bifurcations in a pressurised circular thin plate under initial tension. Mechanics Research Communi-

cations. 2013;47:11–17. DOI: 10.1016/j.mechrescom.2012.09.005.
10. Coman CD, Bassom AP. Asymptotic limits and wrinkling patterns in a pressurised shallow spherical cap. International Journal 

of Non-Linear Mechanics. 2016;81:8–18. DOI: 10.1016/j.ijnonlinmec.2015.12.004.
11. Гольдштейн РВ, Попов АЛ, Козинцев ВМ, Челюбеев ДА. Неосесимметричная потеря устойчивости при осесиммет

ричном нагреве круглой пластины. Вестник Пермского национального исследовательского политехнического университета. 
Механика. 2016;2:45–53. DOI: 10.15593/perm.mech/2016.2.04.

12. Bauer SM, Voronkova EB. Models of shells and plates in the problems of ophthalmology. Vestnik St. Petersburg University. 
Mathematics. 2014;47(3):123–139. DOI: 10.3103/S1063454114030029.

13. Bauer SM, Voronkova EB. Unsymmetrical wrinkling of nonuniform annular plates and spherical caps under internal pressure. 
In: Altenbach H, Chróścielewski J, Eremeyev V, Wiśniewski K, editors. Recent developments in the theory of shells. Advanced struc-
tured materials. Volume 110. Cham: Springer; 2019. p. 79–89. DOI: 10.1007/978-3-030-17747-8_6.

References
1. Adachi J. Stresses and buckling in thin domes under internal pressure. Watertown: U. S. Army Materials and Mechanics Re-

search Center; 1968.
2. Bushnell D. Buckling of shells-pitfall for designers. AIAA Journal. 2015;19(9):1183–1226. DOI: 10.2514/3.60058. 
3. Panov DYu, Feodos’ev VI. [On the equilibrium and loss of stability of shallow shells in the case of large displacement]. Priklad-

naya matematika i mekhanika. 1948;12:389–406. Russian.



46

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2020;1:38 – 46
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2020;1:38 – 46

4. Huang NC. Unsymmetrical buckling of shallow spherical shells. Journal of Applied Mechanics. 1964;31(3):447–457. DOI: 
10.1115/1.3629662.

5. Feodos’ev VI. On a method of solution of the nonlinear problems of stability of deformable systems. Journal of Applied Mathe
matics and Mechanics. 1963;27(2):392–404. DOI: 10.1016/0021-8928(63)90008-X.

6. Morozov NF. [On the existence of a non-symmetric solution in the problem of large deflections of a circular plate with a sym-
metric load]. Izvestiya vysshikh uchebnykh zavedenii. Matematika. 1961;2:126–129. Russian.

7. Piechocki W. On the nonlinear theory of thin elastic spherical shells: nonlinear partial differential equations solutions in theory 
of thin elastic spherical shells subjected to temperature fields and external loading. Archives of Mechanics. 1969;21(1):81–102.

8. Cheo LS, Reiss EL. Unsymmetric wrinkling of circular plates. The Quarterly Journal of Mechanics and Applied Mathematics. 
1973;31(1):75–91. DOI: 10.1090/qam/99710.

9. Coman CD. Asymmetric bifurcations in a pressurised circular thin plate under initial tension. Mechanics Research Communi-
cations. 2013;47:11–17. DOI: 10.1016/j.mechrescom.2012.09.005.

10. Coman CD, Bassom AP. Asymptotic limits and wrinkling patterns in a pressurised shallow spherical cap. International Journal 
of Non-Linear Mechanics. 2016;81:8–18. DOI: 10.1016/j.ijnonlinmec.2015.12.004.

11. Goldstein RV, Popov AL, Kozintsev VM, Chelyubeev DA. Non-axisymmetric edge buckling of circular plates when heated. 
PNRPU Mechanics Bulletin. 2016;2:45–53. DOI: 10.15593/perm.mech/2016.2.04. Russian.

12. Bauer SM, Voronkova EB. Models of shells and plates in the problems of ophthalmology. Vestnik St. Petersburg University. 
Mathematics. 2014;47(3):123–139. DOI: 10.3103/S1063454114030029.

13. Bauer SM, Voronkova EB. Unsymmetrical wrinkling of nonuniform annular plates and spherical caps under internal pressure. 
In: Altenbach H, Chróścielewski J, Eremeyev V, Wiśniewski K, editors. Recent developments in the theory of shells. Advanced struc-
tured materials. Volume 110. Cham: Springer; 2019. p. 79–89. DOI: 10.1007/978-3-030-17747-8_6.

Статья поступила в редколлегию 04.01.2020. 
Received by editorial board 04.01.2020.


