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УДК 517.977

ОПТИМИЗАЦИЯ ЛИНЕЙНОЙ  
ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ  

БЫСТРОМЕНЯЮЩИМИСЯ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

В. В. КРАХОТКО1), Г. П. РАЗМЫСЛОВИЧ 1), В. В. ГОРЯЧКИН 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Рассматривается задача оптимального управления линейной динамической системы с периодическими пара
метрами. Качественная теория таких задач разработана весьма полно, если период коэффициентов системы не 
очень мал. В случае малого периода возникают серьезные трудности с интегрированием, поэтому разумно допол
нить конструктивные методы решения асимптотическими. Для решения поставленной задачи строится вспомога
тельная (базовая) задача, при исследовании которой применяется метод усреднения. Получены оценки близости 
решений исходной и базовой задач. 

Ключевые слова: линейные системы; оптимальное управление; системы с малым параметром; асимптотические 
методы.
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The article deals with the problem of optimal control of a linear dynamic system with periodic parameters. The qualita
tive theory of such problems is developed very fully if the period of coefficients of the system is not very small. With a small 
period, there are serious difficulties with integration. Therefore, it is reasonable to supplement the constructive methods of 
solution with asymptotic ones. The article presents such an approach that the method of averaging is used to construct an 
auxiliary (basic) problem, estimates of the proximity of solutions to the initial and basic problems are obtained.
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Рассмотрим задачу оптимального управления линейной нестационарной системы
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  (1)

где x ∈ n, u ∈ , H ∈ m, n, b, c ∈ 
n, q ∈ m; Aµ( )⋅  – семейство µпериодических [1; 2] измеримых ма

трицфункций размера n × n, µ > 0, причем ∃µ0 > 0 такое, что vraimax ,
t T

A t L
∈

( ) ≤µ  ∀ ∈( ]µ µ0 0 0, ; x  – за
данный nвектор. 

Управление u t( ) будем называть допустимым, если оно является кусочнонепрерывной функцией 
на отрезке Т.

Введем в рассмотрение матрицу A A t dt
t

t

µ µ

µ

µ= ( )
+

∫
1

0

0

. Будем также считать, что существует n × nмат
рица A такая, что A A=

→
lim .

µ µ0

Наряду с задачей (1) рассмотрим усредненную задачу [3]
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Пусть  x t u,( )  и  x t u∗( ),  – решения систем  x A t x bu= ( ) +µ  и  x Ax bu∗ ∗= +  соответственно при од
ном и том же управлении u t( ).

Оценим норму разности этих решений, а именно  x t u x t u, , .( ) − ( )∗  В силу (1), (2) имеем 
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Рассмотрим  в  (3)  интеграл  J2  на  отрезке  T  и  оценим  его.  Положим  m
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(4)

В силу определения матриц Aµ и A имеем  A A Lµ µτ( ) − ≤ 2 ,  где матричная норма согласована с рас
сматриваемой векторной нормой. Следовательно, 
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Далее интеграл J3 в (3) на отрезке T оценивается следующим образом:
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Итак, из (3) в силу (4) – (6) получим
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Применяя к последнему неравенству лемму Гронуолла – Беллмана [4], имеем 
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Пусть x t x t u u t0 0 0( ) ≡ ( ) ( ), ,  – оптимальная траектория и оптимальное управление в задаче (1) соот
ветственно, а u t∗ ( )0  – оптимальное управление в задаче (2), t ∈ T, x t u, ∗( )0  – траектория системы (1) при 
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Согласно лемме Гронуолла – Беллмана из (8) получим

  x t x t u b e u u dL t t

t

t
0 0 0 01 0

0

( ) − ( ) ≤ ( ) − ( )∗ −( ) ∗
∗

∫, .τ τ τ   (9)



78

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2020;1:75 –79
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2020;1:75 –79

Так как u t0( ) и u t∗ ( )0  – оптимальные управления в задачах (1) и (2) соответственно, то согласно 
принципу максимума [5] имеем

u t t b u t t b t T0 0( ) = ′ ( ) ( ) = ′( ) ∈∗sign , sign , ,ψ ψµ

где ψµ t( ) и ψ t( ) – решения сопряженных систем  ψ ψµ µ µ= − ′ ( )A t  и  ψ ψ= − ′A  соответственно.
По аналогии с (7) имеет место оценка

  ψ ψµ µt t o( ) − ( ) = ( )1 ,   (10)

здесь oµ 1( ) не зависит от t, t ∈ T.
Обозначим через τi, i p= 1, , корни  ′( )ψ t b на отрезке  t t0 1, ,∗   причем t tp0 1 2 1≤ < < … < ≤ ∗τ τ τ , а че
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В силу непрерывности функций ψ τki b( )′( ) , i p= 1, , можно указать такое l > 0, что
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В окрестности точек τi функция  ′ ( )ψ τµ b представима в виде 
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В силу (10) существует такое число µ0 > 0, что  o dµ µ µ1 1 0 0( ) < { } ∀ ∈( ]min , , , . Следовательно, на 
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 нет корней функции  ′ ( )ψ τµ b. Тогда из (12) с учетом (11) получим
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Таким образом,  u u d pD ok

t

t
0 0 2 1

0

τ τ τ µ( ) − ( ) ≤ ( )∗∫  и неравенство (9) можно записать в виде

  x t x t u D b pe oL t t
k0 0 2 11( ) − ( ) ≤ ( )∗ −( )∗

, .µ   (13)

На основании вышеизложенного имеет место следующая теорема.
Теорема. Пусть u0, u∗0 – оптимальные управления в задачах (1), (2) соответственно, x u x u⋅( ) ⋅( )∗, , ,  – 

решения основной и усредненной систем, соответствующих допустимому в задаче (2) управлению. 
Тогда найдутся такие числа µ0 > 0 и C > 0, что справедливы оценки:

1) J u J u J u J u C A Ak0
1

0
1( ) − ( ) ≤ ( ) − ( ) + + −∗ µ µ ,  (14)

2) Hx t u q C A A1 00∗( ) − ≤ + −( ) ∀ ∈( ], , , .µ µ µµ  (15)

Для доказательства теоремы достаточно заметить, что

J u J u J u J u J u J u J u J u J u0
1

0
1

0 0 0
1
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Hx t u q Hx t u q H x t u x t u1 1 1 1
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗( ) − ≤ ( ) − + ( ) − ( ), , , , ,

и воспользоваться оценками (7), (13).
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Следствие. Предположим, что A t A A tµ µ µ( ) = + ( )1 , , где A ∈ n, n , vrai max , , .A t L1 00µ µ µ( ) ≤ ∀ ∈( ],  
В этом случае оценки (14), (15) допускают следующие уточнения:

1) J u J u J u J u C k0
1

0
1( ) − ( ) ≤ ( ) − ( ) +∗ µ;

2)  Hx t u q C1
∗( ) − ≤, .µ
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