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ПОЛИНОМИАЛЬНО -НОРМЕННОЕ ДЕКОДИРОВАНИЕ ОШИБОК
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Классические коды Боуза – Чоудхури – Хоквингема (БЧХ-коды) и их изучение составляют обширную об-
ласть теории кодов, исправляющих ошибки. Обобщение БЧХ-кодов позволяет расширить спектр деятельности 
в практической коррекции ошибок. Среди обобщенных БЧХ-кодов были найдены коды, превосходящие по числу 
исправляемых ошибок классический БЧХ-код. Вопрос методики коррекции ошибок потребовал глубокой теоре-
тической проработки и компьютерного эксперимента на ее основе. Итогом этого стал полиномиально-норменный 
метод декодирования, который показал себя значительно более эффективным, чем классический синдромный ме-
тод декодирования. В некоторых случаях полиномиально-норменный метод является единственным возможным. 
Результатом исследования выступает модель полиномиально-норменного декодера для обобщенного БЧХ-кода 
длиной 65.

Ключевые слова: помехоустойчивые коды; коды Боуза – Чоудхури – Хоквингема; автоморфизмы кодов; нор-
менный метод декодирования; полиномиально-норменный метод декодирования.
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The classic Bose – Chaudhuri – Hocquenghem (BCH) codes is famous and well-studied part in the theory of error-
correcting codes. Generalization of BCH codes allows us to expand the range of activities in the practical correction of 
errors. Some generic BCH codes are able to correct more errors than classic BCH code in one message block. So it is 
important to provide appropriate method of error correction. After our investigation it was found that polynomial-norm 
method is most convenient and effective for that task. The result of the study was a model of a polynomial-norm decoder 
for a generic BCH code at length 65.

Keywords: error correcting codes; Bose – Chaudhuri – Hocquenghem codes; automorphisms of codes; norm decoding 
method; polynomial-norm decoding method.

Введение
Конструирование и эксплуатация современных цифровых инфокоммуникационных систем (ИКС) 

отягощены проблемой быстрой передачи больших объемов информации. Это сопровождается необхо-
димостью синхронной коррекции многократных ошибок, неизбежно возникающих в процессе пере-
дачи информации в каналах с шумами и помехами. Наиболее популярными в высокоскоростных ИКС 
оказались линейные циклические коды, особенно из семейства кодов Боуза – Чоудхури – Хоквингема 
(БЧХ-кодов) [1– 4], для которых, помимо классических синдромных, разработаны эффективные нор-
менные [5–7] и полиномиально-норменные методы коррекции ошибок [8–10]. Соответствующие ал-
горитмы базируются на многогранной связи БЧХ-кодов с полями Галуа [1; 11; 12], наличии группы 
автоморфизмов в этих кодах [6; 7; 13], а также на обнаруженных синдромных, норменных и полино-
миально-норменных инвариантах автоморфизмов реверсивных кодов и БЧХ-кодов. На сегодняшний 
день эти алгоритмы являются единственными возможными для коррекции ошибок, кратность которых 
превышает конструктивные возможности БЧХ-кодов, что наиболее ярко видно на классе неприми-
тивных БЧХ-кодов (см., например, [14; 15]).

В статьях [16; 17] расширяется класс БЧХ-кодов в целях применения к ним полиномиально-нормен-
ных методов и алгоритмов коррекции ошибок. Раскрытию предполагаемых возможностей обобщенных 
БЧХ-кодов (ОБЧХ-кодов) и посвящена данная работа. 

ОБЧХ-коды. Основные определения и свойства
ОБЧХ-коды, как и классические БЧХ-коды, имеют нечетную длину n > 7 и поле определения GF m2( ), 

которое характеризуется минимальным значением m с условием 2m – 1 делится на n. Для целочислен-
ной функции Эйлера ϕ n( )  (согласно теореме Эйлера [18; 19]) величина 2 1ϕ n( ) −  всегда делится на n. 
Поэтому иногда ϕ n( ) совпадает с m. Из теории конечных полей [12; 18] следует, что m должно быть 
делителем ϕ n( ). Пусть целое t > 1 таково, что t ⋅ m < n, а β – примитивный элемент степени n в поле 
GF m2( ). Например, если 2m – 1 = υ ⋅ n и α – примитивный элемент поля GF m2( ), то в качестве β можно 
взять элемент αυ.

При введенных условиях над полем GF m2( ) существует классический двоичный циклический код 
длиной n с проверочной матрицей
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Пусть k1, k2, …, kt – целые числа с условиями:
1) 1 ≤ k1 < k2 < … < kt ≤ 2

m – 2; 
2) они принадлежат попарно различным циклотомическим классам по модулю n или, что эквива-

лентно, среди элементов поля Галуа β β βk k kt1 2, , ,  не имеется ни одной пары сопряженных, т. е. при-
надлежащих множеству корней одного неприводимого над GF Z Z2 2( ) = /  полинома.

Второе условие без явных оговорок считается автоматически выполняющимся и для кодов с про-
верочной матрицей (1). В противном случае ранг матрицы (1) будет меньше m ⋅ t (см. теорему 6.3 [6]) 
и она теряет статус проверочной матрицы. В силу этой же причины и включено в определение 1 второе 
условие. 

Определение 1. ОБЧХ-кодом длиной n над полем GF m2( ) с конструктивным расстоянием δ = 2t + 1 

называется помехоустойчивый линейный код C C C k k kn
t= = …( )Oooo

δ, , , ,1 2  с проверочной матрицей

	 H k i k i k it
Oooo

Tδ β β β= ( )1 2, , , . 	 (2)

Очевидно, что такой код является циклическим. Определим на множестве двоичных векторов с n 
координатами циклическую подстановку σ по правилу: для некоторого вектора e e e e Vn n= ( ) ∈1 2, , ,  
σ e e e e en n( ) = ( )−, , , , .1 2 1  Далее рассмотрим циклотомическую подстановку ϕ на координатах векто
ра e. Для некоторого вектора e e e e Vn n= ( ) ∈1 2, , ,  ϕ e e e en( ) = ′ ′ ′( )1 2, , ,  согласно следующему правилу:
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Циклическая подстановка σ и  циклотомическая подстановка ϕ являются автоморфизмами ОБЧХ-
кода [6; 7]. Следовательно, в группе Aut OOooC nδ,( ) содержатся группы Γ и G, порожденные подстанов-
кой σ и подстановками σ и ϕ соответственно [6; 7].

Исходя из условий определения 1, класс БЧХ-кодов с проверочной матрицей (1) является частным 
случаем ОБЧХ-кода. С другой стороны, для всех ОБЧХ-кодов, представляющих практический интерес, 
можно считать k1 = 1. В самом деле, если k1 > 1 и среди ki , 1 ≤ i ≤ t, имеется хотя бы одно значение kj 
с условием НОД k nj , ,( ) = 1  то β γk j =  останется элементом порядка n в поле GF m2( ). Заменив в оп
ределении 1 элемент β на γ, мы получим ОБЧХ-код, у которого k1 = 1.

Если же окажется, что НОД k k k nt1 2 1, , , , ,…( ) = >µ  то минимальное расстояние кода C t n
OOOO
2 1+ ,  равно 2, 

поскольку матрица (2) при таких условиях содержит одинаковые столбцы. Как показывают многочисленные 
вычисления и примеры, ОБЧХ-коды с условиями НОД k k k nt1 2 1, , , , ,…( ) =  но НОД k ni ,( ) > 1 для всех  i, 
1 ≤ i ≤ t, имеют минимальное расстояние, не превосходящее величину δ = 2t + 1.

Классическая теория и практика БЧХ-кодов имеет дело с примитивными кодами (когда n = 2m – 1 
и β = α – примитивный элемент поля GF m2( ));  тогда, как правило, d = δ и корректируются ошибки, 
кратность которых не выходит за рамки конструктивных возможностей.

Исследуя ОБЧХ-коды, мы получаем возможность отыскать коды, которые имеют корректирующие 
возможности, превосходящие конструктивные, а также декодирующие возможности стандартных БЧХ-
кодов и реверсивных кодов той же длины. 

Пример 1. Пусть n = 65, тогда m = 12. Множество T = …{ }1 2 64, , ,  разбивается на шесть циклото-
мических классов по модулю 65:

C1 1 2 4 8 16 32 33 49 57 61 63 64= { }, , , , , , , , , , , , C3 3 6 12 17 24 31 34 41 48 53 59 62= { }, , , , , , , , , , , ,

C5 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60= { }, , , , , , , , , , , , C C7 97 9 14 18 28 29 36 37 47 51 56 58= { } =, , , , , , , , , , , ,

C11 11 19 21 22 23 27 38 42 43 44 46 54= { }, , , , , , , , , , , ,  C13 13 26 39 52= { }, , , .

Из определения 1 следует, что существует C6
2 15=  различных ОБЧХ-кодов C k k1 2,( ) длиной 65 с δ = 5: 

C C C C C C C C1 3 1 5 1 7 1 11 1 13 3 5 3 7 3 11, , , , , , , , , , , , , , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),, , , , ,C C3 13 5 7( ) ( )  C C C C C5 11 5 13 7 11 7 13 11 13, , , , , , , , , .( ) ( ) ( ) ( ) ( )
C C C C C5 11 5 13 7 11 7 13 11 13, , , , , , , , , .( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ОБЧХ

ОБЧХ

ОБЧХ

ОБЧХ
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Классический непримитивный БЧХ-код C 1 3,( ) длиной  65 имеет минимальное расстояние  5, как 
показывают расчеты. Поскольку 64 ∈ C1, то β

64 сопряжено с β, и реверсивный код данной длины не су-
ществует, точнее, совпадает с непримитивным кодом Хемминга. Последний также имеет минимальное 
расстояние 5 [15].

Код C 1 11,( )  эквивалентен коду C 1 3, .( )  Действительно, у проверочной матрицы H 1 11,( ) седьмой стол-
бец есть β β β β6 66 6, , .( ) = ( )T

 Циклический сдвиг столбцов данной матрицы с тем, чтобы седьмой столбец 
стал первым, а  также перестановка подматриц β6i( ) и  βi( )  приводят к коду C 1 6, .( )  Так как согласно 
разбиению на циклотомические классы элементы поля GF m2( ) β3 и β6 являются сопряженными, коды 
C 1 3,( )  и C 1 11,( )  эквивалентны. 

Аналогичным образом можем получить разбиение множества всех кодов C k k1 2,( ) длиной 65 на 
классы эквивалентности. Результаты вычислений представлены в табл. 1.

Та бл и ц а  1
Распределение ОБЧХ-кодов длиной 65 с конструктивным  

расстоянием 5 по классам эквивалентности
Ta b l e  1

Distribution of generic BCH codes at length 65  
with a constructive distance of 5 by equivalence classes

Классы эквивалентных кодов Количество  
кодов в классе

Минимальное  
расстояние

C C C C1 3 1 11 3 7 7 11, , , , , , ,( ) ( ) ( ) ( ) 4 5

C C C C1 5 3 5 5 7 5 11, , , , , , ,( ) ( ) ( ) ( ) 4 8

C C1 7 3 11, , ,( ) ( ) 2 5

C C C C1 13 3 13 7 13 11 13, , , , , , ,( ) ( ) ( ) ( ) 4 5

C 5 13,( ) 1 4

Синдромы ошибок в ОБЧХ-кодах и их свойства
Благодаря структуре проверочной матрицы (2) ОБЧХ-кода C C n= OOoo

δ,  синдром S e( ) любого вектора-
ошибки e  в нем имеет вид S e H e s s st( ) = ⋅ = …( )T

1 2, , , , т. е. состоит из t компонент si , 1 ≤ i ≤ t, при-
надлежащих полю Галуа GF m2( ). В силу линейности кода C количество синдромов оценивается ве-
личиной 2tm. Это существенно больше количества K C C Cn n n

t= + + … +1 2  конструктивно допустимых 
исправляемых ошибок весом от 1 до t. Благодаря этому обстоятельству возможно применение различ-
ных синдромных методов для коррекции ошибок ОБЧХ-кодами. 

Так, исправление t-кратной ошибки кодом C C k k kn t= …( )1 2, , ,  равносильно решению следующей 

системы алгебраических уравнений над полем Галуа GF m2( ):
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Для ОБЧХ-кода в узком смысле (когда k1 = 1), заданного проверочной матрицей

	 H i k i k it= …( )β β β, , , ,2
T
	 ( )′2

ОБЧХ
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первое уравнение становится линейным: x1 + x2 + … + xt = s1. И в данном уравнении, и в системе (3) 
неизвестные x1, x2, …, xt – элементы первой из t строк матрицы ( ),′2  соответствующие неизвестным не-
нулевым координатам вектора e . Решив систему (3), мы определим значения x1, x2, …, xt и тем самым 
однозначно найдем вектор e .

Решение системы (3) в общем виде возможно только методом перебора, что требует большого объе
ма вычислений (на практике это практически не осуществимо). Возможно решение этой системы для 
малых значений t при конкретном задании параметров k1, k2, …, kt . Так, при t = 2 для кода Cn 1 5,( ) сис
тема (3) имеет вид

	
x y s

x y s

+ =

+ =





1

5 5
2

,

.
	 (4)

После замены y = x + s1 второе уравнение системы (4) превращается в уравнение x x s s5
1

5
2+ +( ) =  

или, после возведения в степень и приведения подобных, в уравнение x s x b4
1
3 0+ + =  для b s s

s= +1
4 2

1
.  

Полученное уравнение вполне можно решать методом Чэня, т. е. переборным методом.
Для кода Cn 1 7,( )  аналогом системы (4) будет система 
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2+ + + + + + = .  Разделим полученное уравнение на  s1
7  и выполним замену z x

s=
1
.  

Имеем уравнение z z z z z z s
s

6 5 4 3 2 2

1
71+ + + + + + = . Умножив обе части последнего уравнения на z + 1, 

получим окончательно уравнение z7 + cz + d = 0, где c
s
s

= 2

1
7 ,  d = c + 1. Данное уравнение также можно 

решать методом Чэня, как это делается в декодерах для классического БЧХ-кода Cn 1 3, .( )
Пример 2. В коде C65 1 13,( ) из примера 1, определенном над полем GF 212( ) с примитивным по-

линомом p x x x x x( ) = + + + +12 10 2 1 и имеющем минимальное расстояние 5, согласно табл. 1 найдем 
ошибку e  в принятом сообщении z  с синдромом S z S e( ) = ( ) = ( )α α2469 3822, .

В данном случае аналог системы (4) имеет вид x + y = s1, x
13 + y13 = s2. Выражение y из первого урав-

нения подставим во второе. После приведения подобных членов и деления на s1 получим равенство 
x x s x s x s x s xs c12 9

1
3 8

1
4 5

1
7 4

1
8

1
11 0+ + + + + + =  для c s s

s= +1
12 2

1
.

Для заданного сообщения z  полученное уравнение имеет вид x12 + x9α3312 + x8α1686 + x5α903 + x4α3372 + 
+ xα2589 + α1028 = 0. Как показывают вычисления, уравнение можно представить следующим обра
зом: x x x x x x x x+( ) +( ) + + + + +α α α α α α α378 3780 10 9 2469 8 193 6 3506 5 1880 4 36999 3 3568 2 2917 706 965 0+ + + +( ) =x x xα α α α . 

x x x x x x x x+( ) +( ) + + + + +α α α α α α α378 3780 10 9 2469 8 193 6 3506 5 1880 4 36999 3 3568 2 2917 706 965 0+ + + +( ) =x x xα α α α .  Значит, оно имеет лишь два корня в поле GF 212( ): x1 = α
378 = β6 и x2 = α

3780 = β60. Следова-
тельно, в сообщении z  содержится вектор-ошибка весом 2 с единицами на позициях 7 и 61. 

Таким образом, прямой синдромный метод в ОБЧХ-кодах вновь актуализирует проблематику решения 
алгебраических уравнений и систем над полями Галуа. Отметим, что уже для кода Cn 3 5,( )  сложности 
решения аналога системы (4) удваиваются. Главные недостатки метода уравнений: 1) не ясно, что делать 
при наличии более двух корней в методе Чэня; 2) подобный подход не дает возможности находить коор-
динаты ошибок, кратность которых выходит за конструктивные рамки (наиболее интересный случай). 

Для решения последней проблемы мы видим единственный путь – переходить к норменным методам.

Г-орбиты ошибок и их нормы в ОБЧХ-кодах
Для начала рассмотрим следующую теорему.
Теорема 1 (теорема 2.1 [6]). Пусть σ – оператор циклического сдвига вправо на единицу координат 

векторов двоичного пространства Vn . Тогда для всякого вектора e Vn∈  Γ-орбита J e e= = Γ , им 
порожденная, состоит из ν элементов, где ν = n или ν делит n, и имеет следующую структуру:
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	 e e e e= ( ) … ( ){ }−, , , ,σ σν 1 	 (6)

при этом ν – наименьшее натуральное число с условием σν e e( ) = .
Группы Γ и G содержатся в  группе автоморфизмов семейства всех двоичных циклических БЧХ-

кодов нечетной длины, строение и количество Γ-орбит и G-орбит ошибок зависят только от значений 
длины n. Выбор кода данной длины сказывается лишь на синдромах ошибок и, следовательно, на кон-
кретных значениях синдромных инвариантов орбит этих ошибок. 

Пусть ϕ – циклотомическая подстановка на пространстве двоичных векторов нечетной размер
ности Vn , n = 2k + 1, k ∈  [1; 5; 6]. Действие σ и ϕ на векторы-ошибки отражается на синдромах векто-
ров-ошибок следующим образом.

Теорема 2. Пусть S S e s s st= ( ) = …( )1 2, , ,  – синдром вектора-ошибки e  в ОБЧХ-коде С с провероч-

ной матрицей (2). Тогда S e s s sk k k
t

tσ β β β( )( ) = …( )1 2
1 2, , , , S e s s stϕ( )( ) = …( )1

2
2
2 2, , , .

Доказательство практически дословно повторяет обоснование предложений 3.9 и 3.17 [6]. 
В подавляющем большинстве случаев Γ-орбиты векторов-ошибок являются полными, т. е. содержат 

максимально возможное количество векторов, по мощности совпадают с мощностью группы Γ и дли-
ной n кода С. 

Определение 2. Спектром синдромов S J( ) Γ-орбиты J называется множество синдромов всех векто-
ров этой Γ-орбиты. Спектр синдромов называется полным, если его мощность совпадает с мощностью 
самой Γ-орбиты: S J J( ) = .

Из теорем 1, 2 непосредственно вытекает следствие 1.
Следствие 1. Пусть Γ-орбита e  состоит из ν векторов. Тогда спектр синдромов этой Γ-орбиты 

имеет следующую структуру: 

	 S e s s s iik ik ik
t

t( ) = …( ) ≤ ≤ −{ }β β β ν1 2
1 2 0 1, , , , . 	 (7)

Формулы (6) и (7) демонстрируют синхронную циклическую структуру Γ-орбит и их синдромных 
спектров, причем значения спектра взаимно однозначно представляют всю Γ-орбиту: i-кратное дейст
вие оператора σ на вектор e  синхронно отражается в спектре S e( ) i-кратным умножением компо-
нент sj синдрома S e( )  на соответствующие коэффициенты βkj j t, .1 ≤ ≤

Из формулы (7) непосредственно следует, что мощность S J J( ) ≤ , и если окажется, что S J n( ) = , 
то Γ-орбита J обязательно должна быть полной. На этом наблюдении базируется следствие 2.

Следствие  2 (синдромные признаки полноты Г-орбиты ошибок). Пусть в  ОБЧХ-коде С у  вектора-
ошибки e  для целого i, 1 ≤ i ≤ t, компонента синдрома si ≠ 0 и НОД k ni , .( ) = 1  Тогда Γ-орбита e  является 
полной. В частности, утверждение выполняется при i = 1 и k1 = 1.

Доказательство полностью повторяет доказательство предложения 3.10 [6]. 
Следствие 3. Пусть в условиях следствия 2 ОБЧХ-код С является примитивным, т. е. n = 2m – 1. 

Тогда в спектре синдромов S e( )  i-я компонента принимает ненулевые значения поля Галуа GF m2( ).
Определение 3. Нормой синдрома S e H e s s st( ) = ⋅ = …( )T T

1 2, , ,  вектора ошибок e  в ОБЧХ-коде 

с проверочной матрицей (2) называется вектор N S e N N N N Nt t t( )( ) = … …( )−( )12 13 1 23 1, , , , , ,  с Ct
2  коор-

динатами Nij, 1 ≤ i < j ≤ t, которые вычисляются по формулам

Nij = ∞, если sj ≠ 0, si = 0; Nij не определена, если si = sj = 0;

	 N
s

s
ij

j
k d

i
k d

i ij

j ij
=

/

/  для dij = НОД k ki j, ,( )  если si ≠ 0.	
(8)

Приведенное определение полностью согласовано с определением нормы синдрома БЧХ-кода в ра-
ботах [5; 6] и построено таким образом, чтобы выполнялось следующее утверждение. 

Теорема 3. Пусть e  – произвольный вектор-ошибка в ОБЧХ-коде C с проверочной матрицей (2), 
S S e s s st= ( ) = …( )1 2, , ,  – синдром данной ошибки, σ – оператор циклического сдвига координат век-
торов вправо на одну координату, N S e N N N N Nt t t( )( ) = … …( )−( )12 13 1 23 1, , , , , , . Тогда N S e N S eσ( )( )( ) = ( )( ).

N S e N S eσ( )( )( ) = ( )( ).
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Доказательство вытекает из определения 3 и теоремы 2.
Из теоремы 3 получаем следствие 3.
Следствие 3. В ОБЧХ-коде С нормы синдромов всех векторов-ошибок каждой отдельно взятой 

Γ-орбиты J e=  совпадают друг с другом.
Определение 4. Норма синдрома N S e( )( ) любого вектора-ошибки e  Γ-орбиты J называется нормой 

этой Γ-орбиты и обозначается одним из символов: N J N e( ) ( ),  или NJ.
Методом от противного доказывается следующая теорема.
Теорема 4. Если нормы Γ-орбит J1 и J2  различны, то и синдромы векторов-ошибок этих орбит по-

парно различны. 
Теорема  5. Пусть в  примитивном ОБЧХ-коде С векторы e  и  f  имеют одинаковую компонен-

ту i, удовлетворяющую условиям следствия 2, а N S e N S f( )( ) = ( )( ).  Тогда спектры синдромов S e( )   
и  S f( )  совпадают.

Доказательство вытекает из следствия 3. 
Замечание. Пусть ОБЧХ-код С не является примитивным, его длина n

m
= −2 1

τ  для некоторого цело-
го τ > 1. Тогда в этом коде может найтись до τ полных Γ-орбит с одинаковыми нормами, но с попарно 
различными спектрами синдромов. Действительно, если синдром S s s st= …( )1 2, , ,  имеет норму N, то 

эту же норму имеют и синдромы S s s si
ik ik ik

t
t= …( )α α α1 2

1 2, , ,  для примитивного элемента α ∈ ( )GF m2  
и всех целых i, 0 ≤ i ≤ 2m – 2. Количество различных таких синдромов вполне может достигать вели-

чины 2m – 1. Тогда их полное количество может распределиться как минимум по 
2 1m

n
− = τ  полным 

Γ-спектрам синдромов полных Γ-орбит. 
Пример 3. Согласно данным табл. 1 ОБЧХ-код C65 1 5,( ) имеет минимальное расстояние 8 и, сле-

довательно, способен корректировать все ошибки весом  1–3. Одиночные ошибки составляют одну 
Γ-орбиту с нормой 1, двойные делятся на 32 полные Γ-орбиты. Для двойных ошибок каждое значение 
нормы соответствует в точности двум Γ-орбитам, что подтверждает табл. 2, содержащая образующие 
e i j= ( ),  с единичными координатами на позициях i и  j (остальные 63 – нулевые), компоненты s1 и s2 
синдромов образующих S e s s( ) = ( )1 2, , а также норм синдромов образующих N N S e= ( )( ).  

Т а бл и ц а  2
Г-орбиты двойных ошибок

Ta b l e  2
Г-orbits of double errors

Образующие Г-орбит e i j= ( ), Синдромы образующих S e( ) Норма синдрома N S e( )( )

1 14 1 27, , ,( ) ( ) α α3822 35490 0, , ,( ) ( ) 0

1 17 1 26, , ,( ) ( ) α α α α764 4015 1535 3775, , ,( ) ( ) α195

1 16 1 33, , ,( ) ( ) α α α α4015 4085 1528 3935, , ,( ) ( ) α390

1 15 1 20, , ,( ) ( ) α α α α1546 4090 696 3935, , ,( ) ( ) α455

1 2 1 31, , ,( ) ( ) α α α α3119 4090 3935 4075, , ,( ) ( ) α780

1 28 1 29, , ,( ) ( ) α α α α3093 4090 3092 4085, , ,( ) ( ) α910

1 3 1 6, , ,( ) ( ) α α α α2143 4085 4090 1535, , ,( ) ( ) α1560

1 13 1 32, , ,( ) ( ) α α α α1223 3775 1594 1535, , ,( ) ( ) α1755



43

Математическая логика, алгебра и теория чисел 
Mathematical Logic, Algebra and Number Theory

Образующие Г-орбит e i j= ( ), Синдромы образующих S e( ) Норма синдрома N S e( )( )

1 10 1 12, , ,( ) ( ) α α α α2656 2815 2784 3455, , ,( ) ( ) α1820

1 9 1 21, , ,( ) ( ) α α α α382 4055 4075 2045, , ,( ) ( ) α2145

1 8 1 24, , ,( ) ( ) α α α α773 2045 1797 3070, , ,( ) ( ) α2275

1 7 1 18, , ,( ) ( ) α α α α2659 3935 1868 4075, , ,( ) ( ) α2925

1 5 1 11, , ,( ) ( ) α α α α191 4075 4085 3070, , ,( ) ( ) α3120

1 22 1 30, , ,( ) ( ) α α α α174 4055 166 4015, , ,( ) ( ) α3185

1 4 1 25, , ,( ) ( ) α α α α3377 4015 2446 3455, , ,( ) ( ) α3510

1 19 1 23, , ,( ) ( ) α α α α1217 1535 1473 2815, , ,( ) ( ) α3640

Данные вычислены для кода C65 1 5, ,( )  определенного над полем GF 212( )  с примитивным полино-
мом p x x x x x( ) = + + + +12 10 2 1. Значения табл. 2 полностью противоречат сложившейся уверенности, 
что в классических БЧХ-кодах (как в примитивных, так и в непримитивных) нормы Г-орбит одиночных 
и двойных ошибок в обязательном порядке попарно различны (см. теорему 4.2 [6]). 

Тройные ошибки в  ОБЧХ-коде C65 1 5,( )  делятся на 1
65

65 64 63
65 2 3

32 21 67265
3C = ⋅ ⋅

⋅ ⋅
= ⋅ =  полные 

Γ-орбиты. Вычисления показывают, что 586 из них имеют уникальные нормы, 78 – по две одинаковые 
нормы, а 8 – по четыре одинаковые нормы. Последний случай детализирован в табл. 3.

Та бл и ц а  3

Некоторые Г-орбиты тройных ошибок
Ta b l e  3

Some Г-orbits of triple errors

Образующая Г-орбиты e i j= ( ), Синдром образующей S e( ) Норма синдрома N S e( )( )
1 2 34, ,( ) α α129 2010,( ) α1365

1 3 5, ,( ) α α516 3945,( ) α1365

1 9 17, ,( ) α α2064 3495,( ) α1365

1 14 27, ,( ) α2184 1,( ) α1365

1 2 3, ,( ) α α258 4020,( ) α2730

1 5 9, ,( ) α α1032 3795,( ) α2730

1 14 40, ,( ) α1092 1,( ) α2730

1 17 33, ,( ) α α33 2895,( ) α2730

О ко н ч а н и е  т а бл .  2
E n d i n g  t a b l e  2
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Норменный метод коррекции ошибок в ОБЧХ-кодах
Метод алгебраических уравнений коррекции ошибок линейными кодами сводит поиск координат 

ошибок до нахождения корней этих уравнений в полях Галуа – полях определения кода С. Нормен-
ный метод еще более сокращает поисковые процедуры. Он требует рассортировки векторов-ошибок 
декодируемой совокупности K по Γ-орбитам. Чтобы зафиксировать это разбиение, следует составить 
список KΓ образующих Γ-орбит ошибок корректируемой совокупности K, список S KΓ( ) синдромов 
образующих и список N N S KK = ( )( )Γ  норм синдромов образующих. Инфокоммуникационная система, 
функционирующая на основе ОБЧХ-кода C, приняв очередное сообщение x , вычисляет синдром его 
ошибок S x s s st( ) = …( )∗ ∗ ∗

1 2, , , , а затем и норму Nвыч = ( )( )N S x .  
Вычисленную норму сравниваем с данными списка NK. Если Nвыч = Ni ∈ NK, то в списке S KΓ( )  нахо-

дим все синдромы Si1, Si2, …, Sij с нормой Ni = Nвыч. Искомый вектор-ошибка e  в сообщении  x  принад-
лежит единственной Γ-орбите из множества eit ,  1 ≤ t ≤ j, с синдромами образующих S e Sit it( ) = .  Если 

s1 0∗ ≠ ,  то вычисляем частные s
sik

1

1

∗
 для всех первых компонент sik1  синдромов Sik , 1 ≤ k ≤ j. Из струк-

туры спектра синдромов Γ-орбит ошибок (формула  (6)) и  из принадлежности S x s s st( ) = …( )∗ ∗ ∗
1 2, , ,  

какому-то конкретному из спектров S eit( ),  1 ≤ t ≤ j, следует, что существует единственное значение 

k = q, для которого вычисленное частное s
s

k liq
1

1
1

∗
=  для некоторого целого l. Если и  s2 0∗ ≠ , то для убе-

дительности можно проверить, что и 
s
s

k liq
2

2
2

∗
= .  Следовательно, S x( ) принадлежит спектру синдро-

мов S eiq( )  и получается i-кратным умножением компонент S eiq( )  на коэффициенты из формулы (7). 

В силу формул (6) и (7) можно с уверенностью утверждать, что искомая ошибка e eiq∈  и, более того, 
что e el iq= ( )σ .  На выход декодера подается истинное сообщение c x e= + .

Конечно, с ростом длин ОБЧХ-кодов, а также кратности исправляемых ошибок соответственно рас
тут и названные списки образующих Γ-орбит. Этот фактор в конце концов скажется на скорости работы 
норменного декодера. Применение G-орбит и их инвариантов позволит существенно сократить поис-
ковые процедуры норменного метода. 

G-орбиты ошибок и их инварианты в ОБЧХ-кодах
Циклотомическая подстановка ϕ задана на двоичном пространстве возможных ошибок En, которое, 

в общем, совпадает с пространством Vn, таким образом, чтобы ее действие отражалось на синдромах 
векторов-ошибок как действие автоморфизма Фробениуса в поле Галуа GF m2( ) (см. теорему 2). Более 
того, имеет место следующая теорема.

Теорема 6. В ОБЧХ-коде C для всякой Γ-орбиты векторов-ошибок J ⊂ En ϕ J J( ) = ′ – новая Γ-орбита. 
Если норма N N N NJ t t= …( )−( )12 13 1, , ,  с компонентами N GFij

m∈ ( )2 , то N N N NJ t tϕ( ) −( )= …( )12
2

13
2

1
2, , , .

Из первой части теоремы 6 следует наглядное строение G-орбит. 
Теорема 7. Для всякого вектора-ошибки e  в ОБЧХ-коде С G-орбита e G имеет следующую струк

туру: e e e eG = ( ) … ( ){ }−
Γ Γ Γ
, , ,ϕ ϕµ 1  для наименьшего целого µ ≥ 1 такого, что ϕµ e e G( ) =

Γ
. 

При этом µ = m или же является делителем m.
Определение  5. В  условиях теоремы  7 совокупность N N J N J N JJG = ( ) ( )( ) … ( )( ){ }−

Γ Γ Γ, , ,ϕ ϕµ 1  
всех попарно различных норм Γ-орбит, составляющих G-орбиту JG, называется норменным спектром 
этой G-орбиты. G-орбита JG называется полной, если J mnG = .  Норменный спектр G-орбиты JG на-
зывается полным, если N mJG = .

Теорема 8 (о полноте норменного спектра G-орбиты). Пусть в ОБЧХ-коде C с t = 2 (с конструктив-
ным расстоянием ∂ = 2t + 1 = 5) норма N J( )  Γ-орбиты J принадлежит полю GF m2( ), но не принад-
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лежит ни одному из собственных подполей этого поля. Тогда норменный спектр NJG является полным 
и сама G-орбита JG также является полной. 

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть в условиях теоремы норма некоторой Γ-орбиты N J N GF m( ) = ∈ ( )0 2  
и не принадлежит ни одному из подполей данного поля. Так как всякий элемент поля GF m2( )  является 
алгебраическим над Z / 2Z, N0  – это корень единственного неприводимого над Z / 2Z полинома степени m. 
Следовательно, N0 имеет m – 1 сопряженных в поле GF

m2( )  элементов: N N N N
m

0 0
2

0
4

0
2 1

, , , , .…{ }−
 Оче-

видно, что они различны и, как следует из теоремы 6, составляют спектр норм G-орбиты JG, состоящей 
из уникальных m элементов. Теорема доказана.

Пусть e  – произвольный вектор-ошибка с синдромом S e( )  и нормой N N S e= ( )( ) в ОБЧХ-коде С 
с  t = 2, причем N GF m∈ ( )2 . Тогда в силу теорем 6 и 7 норменный спектр G-орбиты JG есть множе-

ство T N N N= …{ }−
, , ,2 2 1µ

 для целого µ = m или же делящего m. Как всякий элемент поля GF m2( ), 
N является алгебраическим над Z / 2Z, т. е. выступает корнем некоторого полинома с коэффициентами из 
Z / 2Z. Следовательно, в кольце полиномов Z Z x/2 [ ] существует единственный неприводимый многочлен 
с корнем N, обозначаемый, как правило, через Irr N x, .( )  Согласно теории полей Галуа множество Т пред-
ставляет все множество корней полинома Irr N x, .( )  В силу теоремы Безу
	 Irr N x x p x p x N x N x N, .( ) = + + … + = −( ) ⋅ −( ) ⋅ … ⋅ −( )−

− −µ
µ

µ µ

1
1

0
2 2 1

	 (9)

Теорема  9. В  ОБЧХ-коде С при t =  2 (с  конструктивным расстоянием ∂ =  2t +  1 =  5) для вся-
кой G-орбиты  JG с  нормой N GF m∈ ( )2  множество Т и полином  (9) являются инвариантами этой 
G-орбиты, т. е. не зависят от выбора представителя e JG∈ .  

Определение  6. В  условиях теоремы 9 полином  (9) называется полиномиальным инвариантом 
G-орбиты JG .

Теорема 10. Пусть e G1  и  e G2  – две G-орбиты векторов-ошибок из декодируемой ОБЧХ-кодом C  
с t = 2 совокупности K, имеющие различные полиномиальные инварианты p x1( ) и  p x2( ). Тогда множе-
ства T1 и T2 норменных спектров данных G-орбит не пересекаются. 

Доказательство следует из того факта, что различные неприводимые полиномы не могут иметь об-
щих корней.

Пример 4. В продолжение примера 3 заметим, что в коде C65 1 5,( )  множество Γ-орбит векторов-
ошибок весом 1–3 разбивается на 67 G-орбит. Одна G-орбита совпадает с Γ-орбитой одиночных оши-
бок, их синдромы имеют единичную норму. Двойные ошибки укладываются в шесть G-орбит, две из 
них имеют уникальные инварианты, что подробно показано в табл. 4. 

Т а бл и ц а  4
Полиномиальные инварианты G-орбит  

двойных ошибок для кода C 1 5,( ) длиной 65
Ta b l e  4

Polynomial invariants of double error  
G-orbits for code C 1 5,( ) at length 65

G-орбита Количество Γ-орбит Полиномиальный инвариант

1 2,( ) 6 1 + x + x2 + x4 + x6

1 4,( ) 6 1 + x + x3

1 6,( ) 6 1 + x + x2 + x4 + x6

1 8,( ) 6 1 + x3 + x6

1 12,( ) 6 1 + x3 + x6

1 14,( ) 2 x
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Отметим интересную особенность структуры Γ-орбит внутри некоторых G-орбит. Рассмотрим 
G-орбиту 1 4 1 4 1 32 1 18 1 25 1 13 1 7, , , , , , , , , , , , .( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }G Γ Γ Γ Γ Γ Γ

 Запишем спектр норм 

Γ-орбит внутри орбиты 1 4,( ) G
: N

G1 4
3510 1755 2925 3510 1755 2925 3510 1755

, , , , , , , ,( ) = { } =α α α α α α α α αα2925{ }. 

Заметим, что норменный спектр имеет мощность N
G1 4 3, ,( ) =  в то время как G-орбита характеризуется 

мощностью 1 4 6, ,( ) =
G  а значит, G-орбита мощностью 6 имеет полиномиальный инвариант степени 3. 

Также отметим, что G-орбита 1 14 1 14 1 27, , , ,( ) = ( ) ( ){ }G Γ Γ  состоит из двух Г-орбит с одинаковыми 
нулевыми нормами.

Тройные ошибки разбиты на 60 G-орбит. Уникальные полиномы в качестве своей характеристики 
имеют 52 G-орбиты, остальные 8 орбит имеют повторяющиеся по 2 раза нормы. Опустим список всех 
G-орбит тройных ошибок ввиду их большого объема. Отметим только, что ситуация несовпадения мощ-
ности орбиты и спектра норм, описанная выше, также встречается в двух G-орбитах тройных ошибок. 

Также следует упомянуть о том, что полиномиальные инварианты 1 + x + x3 и 1 + x3 + x6 соответствуют 
некоторым G-орбитам и двойных, и тройных ошибок одновременно.

Полиномиально-норменный метод коррекции ошибок ОБЧХ-кодами
Множество ΓK Γ-орбит векторов-ошибок корректируемой ОБЧХ-кодом С совокупности K делим на 

более крупные блоки – G-орбиты – и получаем множество GK . Далее группируем норменные спектры Ti 
этих G-орбит и сопоставляем их полиномиальные инварианты – список Kp xi ( ). Приняв очередное сообще-
ние x , вычислив его синдром S x( ) и норму N N S x∗ = ( )( ) согласно формуле (8), мы можем указать непри-
водимый над Z / 2Z полином p x∗( ) с корнем N*. Этот полином ищем в списке Kp xi ( ). Пусть p x p xj∗( ) = ( ). 
Полиномиальный инвариант p xj ( ) имеет небольшой список G-орбит: e e e Gj G j G js G K1 2, , , .…{ } ⊂  

В каждой из перечисленных G-орбит находим по единственной Γ-орбите с нормой N *. Дальше действуем 
в соответствии с приведенным выше норменным методом. 

Пример  5. Продемонстрируем работу полиномиально-норменного метода на ОБЧХ-коде из при-
мера 3. 

Пусть декодер некоторой ИКС, использующий код C65 1 5, ,( )  принял следующее сообщение:

x =
0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 0 0, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , 00 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

, , , , ,
, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,, , , , , , , ,

.
0 1 0 0 0 1 1 0







Для заданного сообщения вычисляем синдром ошибки S x( ) = ( )α α849 2760,  и норму синдрома N N S x s
s

* .= ( )( ) = = =⋅
2

1
5

2760

849 5
2610α

α
α

N N S x s
s

* .= ( )( ) = = =⋅
2

1
5

2760

849 5
2610α

α
α  Далее в списке полиномиальных инвариантов Kp xi ( )  отыщем полином 

p x x x x x*( ) = + + + +1 2 3 11 12  с  корнем N *. Данному полиномиальному инварианту соответствуют две 

G-орбиты: N G
G G

* , , , , , .= ( ) ( ){ }1 4 22 1 4 30  Среди Γ-орбит, входящих в  G-орбиты из списка N *G, 

находим две Γ-орбиты с нормой N *: N* , , , , , .Γ
Γ Γ

= ( ) ( ){ }1 15 42 1 14 32  Далее действуем в соответствии 

с норменным методом. Для каждой Γ-орбиты из списка N *Γ находим значение l
s s
zi

k

=
( ) − ( )deg deg

,1 1
 

где 1 ≤ k ≤ 2, z = − =2 1
65

63
12

, а  sk1  – первая компонента синдрома образующих для орбит из списка 

N *Γ. Имеем l1
849 1920

63
17= − = − ,  l2

849 2250
63

467
21

= − = − .  Фиксируем целое l = l1 = –17 и вычисляем 

искомый вектор-ошибку e = ( ) = ( )− ( )σ 18 65 1 15 42 25 49 63mod , , , , . Верное сообщение получим по формуле 
c x e= + .  
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Пример 6. Отдельно проанализируем случай, описанный в примере 3. Рассмотрим некоторую ошиб-
ку из G-орбиты 1 4, .( ) G

 Напомним, что в данной G-орбите мощность норменного спектра не совпадает 
с мощностью самой орбиты. 

Пусть декодер ИКС, использующий код C65 1 5, ,( )  принял следующее сообщение:

x =
0, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 00, 0, 0, 0, 0,
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0,, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0







.

Вычисляем синдром S x( ) = ( )α α2785 470, . Далее определяем норму синдрома N N S x* .= ( )( ) = α2925  
В  списке Kp xi ( ) полиномиальных инвариантов находим подходящий полином с  корнем N *: p x x x∗( ) = + +1 3.

p x x x∗( ) = + +1 3. Инварианту p x∗( ) соответствуют две G-орбиты: N G G G
* , , , , .= ( ) ( ){ }1 4 1 6 11  Среди Γ-ор

бит, входящих в G-орбиты из списка N *G, находим Γ-орбиты с нормой N *: N* , , , , , , , , , .Γ
Γ Γ Γ Γ

= ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 18 1 7 1 6 11 1 16 41

N* , , , , , , , , , .Γ
Γ Γ Γ Γ

= ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 18 1 7 1 6 11 1 16 41  Далее действуем аналогично примеру  4. Для каждой Γ-орбиты из списка 

N *Γ находим значение l
s s
zi

k

=
( ) − ( )deg deg

,1 1
 где 1 ≤ k ≤ 4, z = 63. Несложными вычислениями получаем 

следующие значения: l l l l1 2 3 4
131
9

2 1235
63

710
63

= − = − = =, , , . Далее фиксируем целое l = l2 = –2 и полу

чаем искомый вектор-ошибку e = ( ) = ( )− ( )σ 2 65 1 7 3 9mod , , . Приведенный пример показывает, что анома-
лии норменного спектра не влияют на корректность работы декодера.

Заключение 
Класс ОБЧХ-кодов существенно шире класса классических БЧХ-кодов. Для исследования их 

свойств и корректирующих возможностей требуются трудоемкие математические и компьютерные вы-
числения. Они показывают наличие ОБЧХ-кодов, по корректирующим возможностям превосходящих 
все имеющиеся классические БЧХ-коды данной длины. Для декодирования ошибок, кратность которых 
совпадает с конструктивной, вполне годны синдромные методы, однако они требуют соответствующих 
модификаций и определенных усложнений. Для ОБЧХ-кодов с минимальным расстоянием, превосхо-
дящим конструктивное, подходят только норменные и полиномиально-норменные методы. При этом 
применима теория норм синдромов в упрощенном виде, что вовсе не является недостатком, так как 
облегчает вычисления и использование для них перестановочных методов.

Таким образом, в помехоустойчивом кодировании найдены новые линейные коды с эффективными 
декодирующими алгоритмами, перспективные для приложений.
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