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Случай 2 (см. рис. 3, б ). Если в ломаной (3) проведено изолированное ребро A A n1 2[ ], рассмотрим 
замкнутую ломаную
 BA A A A A A Bj n n i n1 2 2 2 1 2 + + … ,  (4)

где B – точка пересечения касательных к окружности ω в точках A1, A2n. Заметим, что отрезки BA1[ ],  
BA n2[ ],  A An n2 1 2 2+ +  являются изолированными. Поэтому графом самопересечений ломаной (4) вы-

ступает G ⊔ O n3 1+( ).

Таким образом, в круговой граф G на n вершинах возможно добавить 3n изолированных вершин, 
получив граф H ∈ CPC.

Теорема 11. Задачи о доминирующем множестве, раскраске в k ≥ 4 цветов, а также наибольшем 
цикле в классе CPC являются NP-полными.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Аналогичные задачи в классе круговых графов являются NP-полными, что до-
казано в статьях [10 –12].

Покажем, что задача о доминировании в классе круговых графов полиномиально сводится к та-
кой же задаче в CPC-графах. Действительно, для заданного кругового графа G по утверждению 5 за 
полиномиальное время можно построить граф H = G ⊔ O3n, который будет являться CPC-графом.

Числа доминирования графов G и H отличаются на 3n. Значит, в исходном графе есть доминирую-
щее множество размером не более k тогда и только тогда, когда в полученном графе H существует доми-
нирующее множество размером не более k + 3n. Таким образом, имеет место полиномиальная своди-
мость, и задача о доминирующем множестве NP-трудна в классе CPC-графов.

Аналогично, задачи о раскраске и наибольшем цикле в круговых графах, а следовательно, и в CPC-
графах принадлежат к классу NP-полных задач. 

Задача о независимости. Под задачей о независимости будем понимать вопрос о существовании 
независимого множества мощности не менее k в графе G. Данная задача является NP-полной даже 
в классе связных кубических планарных графов [13].

Далее по аналогии с [14] степенью графа будем называть максимальную степень его вершин.
Утверждение 6. Задача о независимости в классе эйлеровых планарных графов степени не более 4 

является NP-полной.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Построим полиномиальное сведение задачи о независимости в классе связных 

кубических планарных графов к задаче, NP-полноту которой необходимо доказать.
Пусть G V E,( ) – связный кубический планарный граф. Нетрудно видеть, что порядок такого графа 

является четным числом. Разобьем множество вершин G на неупорядоченные пары произвольным об-
разом и далее для каждой пары u, v{ } применим операцию, представленную на рис. 4.

Полученный граф обозначим H. Заметим, что граф H является связным планарным, степени его 
вершин равны 2 или 4, т. е. он эйлеров. Также нетрудно видеть, что α αH G V( ) = ( ) + . Значит, в G 
существует независимое множество мощности не менее k тогда и только тогда, когда в H существует 
независимое множество порядка не менее k V+ , из чего и следует необходимое утверждение.

Как известно, любой планарный граф степени не более 4 может быть уложен на решетку 2 так, что 
его вершинам будут соответствовать узлы решетки, а ребрам – пути, проходящие по звеньям 2 [14], 
причем такая укладка может быть получена за полиномиальное время.

Рис. 3. Переход индукции
Fig. 3. Induction step


