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УДК 519.2

СТАТИСТИЧЕСКОЕ ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ  
ЭПИДЕМИОЛОГИЧЕСКИХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ  

ЗАБОЛЕВАЕМОСТИ COVID -19 В РЕСПУБЛИКЕ БЕЛАРУСЬ

Ю. С. ХАРИН 1), 2), В. А. ВОЛОШКО1), 2),  
О. В. ДЕРНАКОВА1), В. И. МАЛЮГИН 2), А. Ю. ХАРИН 1), 2)

1)Научно-исследовательский институт прикладных проблем математики и информатики БГУ,  
пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь 

2)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Рассматривается актуальная задача статистического прогнозирования динамики основных эпидемиологических 
показателей пандемии COVID-19 в Республике Беларусь на базе наблюдаемых временных рядов. Для решения этой 
задачи предлагаются пять методов: метод прогнозирования на основе «скользящих трендов»; локально-медианный 
метод прогнозирования; метод прогнозирования на основе дискретных временных рядов; метод прогнозирования 
на основе векторной эконометрической модели коррекции ошибок; метод последовательного статистического 
анализа. Разработаны алгоритмы вычисления точечных и интервальных прогнозов для ключевых эпидемиологи-
ческих показателей. Представлены численные результаты компьютерного прогнозирования на примере Респу-
блики Беларусь.

Ключевые слова: прогнозирование; вероятностная модель; временной ряд; точечный прогноз; интервальный 
прогноз; COVID-19.
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The paper is devoted to the urgent problem of statistical forecasting for the dynamics of the main epidemiological in-
dicators for the COVID-19 pandemic in the Republic of Belarus based on the observed time series. To solve this problem, 
five methods are proposed: forecasting method based on «moving trends»; local-median forecasting method; forecasting 
method based on discrete time series; forecasting method based on the vector econometric error correction model; method 
of sequential statistical analysis. Algorithms for computation of point and interval forecasts for the main epidemiological 
indicators have been developed. The numerical results of computer forecasting are presented on the example of the Re-
public of Belarus.

Keywords: forecasting; probability model; time series; point forecast; interval forecast; COVID-19.
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Введение
На данный момент имеется обширный класс математических моделей, разработанных для прогно-

зирования распространения заболеваний, смертности и выздоровления. Их можно классифицировать 
следующим образом: искусственные нейронные сети и машинное обучение; пространственно-времен-
ные авторегрессионные эпидемиологические модели; аналитические и смешанные пространственно-
временные модели (SIR-модели и их аналоги); дискретные условно авторегрессионные временные 
ряды с длинной памятью; марковские процессы; прогнозирование на основе имитационного моделиро-
вания. Обзор существующих подходов представлен в работе [1]. Актуальной проблемой человечества 
является преодоление пандемий, включая COVID-19 в настоящее время [2; 3]. 

Прогнозирование эпидемиологических показателей в условиях пандемии характеризуется следую-
щими особенностями: 1) стохастичностью процессов; 2) нестационарностью процессов; 3) сущест-
венной зависимостью от состояния системы здравоохранения и применяемых стратегий лечения; 
4) оператив ностью получения и представления прогнозов. С учетом этих особенностей в данной статье 
используются вероятностно-статистические модели динамики эпидемиологических процессов и мето-
ды робастного статистического прогнозирования [4 – 9].

Регистрируемые статистические данные  
и постановка задач прогнозирования динамики  

эпидемиологических показателей
Введем следующие обозначения: t – дискретное время (номер дня (точнее – суток), считая от неко-

торого начального дня); T – длительность наблюдения до начала прогнозирования; τ – длина интервала 
(горизонта) прогнозирования; TT T T T= + + +{ }1 2, , , τ  – временной промежуток (горизонт прогно-
зирования на основе T единиц наблюдения); ξt – зарегистрированное к моменту t число человек (с на-
чала вспышки) с положительным анализом тестов на COVID-19 (количество выявленных зараженных 
COVID-19), ξt ∈ N; ηt – зарегистрированное к моменту t число пациентов (с начала вспышки), выпи-
санных с отрицательным анализом тестов, у которых ранее был подтвержден диагноз «COVID-19», 
ηt ∈ N; ζt – зарегистрированное с начала вспышки количество умерших пациентов с выявленной ин-
фекцией COVID-19, ζt ∈ N; m ξ η ζt t t t= - +( )  – зарегистрированное число зараженных на момент t; 
nt = ξt – ξt – 1 – зарегистрированное число новых зараженных в день t ξ0 0:: ,=( )  nt N N∈ = ∪ { }0 0 ; 

α
n

η ηt
t

t t
=

- - 1
 – отношение числа вновь инфицированных к числу выписанных в день t (показатель 
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нагрузки лечебных учреждений); β
m
ηt

t

t
=  – отношение числа зараженных на момент t к числу всех вы-

здоровевших.
Зарегистрированные к моменту прогнозирования T статистические данные представляют собой вре-

менные ряды:

 Ξ Ζ Η Ν1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1

T
T

T
T

T
T

T= …{ } = …{ } = …{ } =ξ ξ ξ ζ ζ ζ η η η n, , , , , , , , , , , , , nn n2, , .…{ }T  (1)

По построению среди всех указанных временных рядов функционально независимы только три 
ряда: Ξ1

T
, Η1

T
, Ζ1

T
, а временные ряды Ν1

T
, mt{ }, αt{ }, βt{ } функционально выражаются через них. Отме-

тим, что ξt, ηt, ζt представляют собой накопленные с начального момента времени величины, поэтому 
временные ряды Ξ1

T
, Η1

T
, Ζ1

T  являются неубывающими относительно времени1.
Задача заключается в построении точечных и интервальных прогнозов для временных рядов (1) 

и связанных с ними на 1, 2, …, τ шагов вперед следующего вида.
1. Точечные прогнозы:

Ξ ΖT
T

T T T
T

T T+
+

+ + +
+

+ += …{ } = …{ }1 1 1 1

τ
τ

τ
τξ ξ ζ ζ^ ^ ^ ^

, , , , , ,Ξ ΖT
T

T T T
T

T T+
+

+ + +
+

+ += …{ } = …{ }1 1 1 1

τ
τ

τ
τξ ξ ζ ζ^ ^ ^ ^

, , , , , ,Ξ ΖT
T

T T T
T

T T+
+

+ + +
+

+ += …{ } = …{ }1 1 1 1

τ
τ

τ
τξ ξ ζ ζ^ ^ ^ ^

, , , , , ,

Η ΝT
T

T T T
T

T T+
+

+ + +
+

+ += …{ } = …{ }1 1 1 1

τ
τ

τ
τη η n n^ ^ ^ ^, , , , , .Η ΝT

T
T T T

T
T T+

+
+ + +

+
+ += …{ } = …{ }1 1 1 1

τ
τ

τ
τη η n n^ ^ ^ ^, , , , , .Η ΝT

T
T T T

T
T T+

+
+ + +

+
+ += …{ } = …{ }1 1 1 1

τ
τ

τ
τη η n n^ ^ ^ ^, , , , , .

2. Интервальные прогнозы:

ξ ξ ξ ξ ξ ξ η η ητ τ τT T T T T T T T T+ +
-

+
+

+ +
-

+
+

+ +
-

+
+∈( ) … ∈( ) ∈( )1 1 1 1 1 1, , , , , , ,, , , ,… ∈( )+ +

-
+

+η η ητ τ τT T T

ζ ζ ζ ζ ζ ζ n n nτ τ τT T T T T T T T T+ +
-

+
+

+ +
-

+
+

+ +
-

+
+∈( ) … ∈( ) ∈( )1 1 1 1 1 1, , , , , , ,, , , ,… ∈( )+ +

-
+

+n n nτ τ τT T T

где знаками – /+ в верхнем индексе помечены нижняя и верхняя границы прогнозного интервала 
соответственно.

Метод прогнозирования  
на основе «скользящих трендов»

Известно [1], что распространение инфекций описывается экспоненциальным ростом числа зара-
женных O tρ( ), где ρ ≥ 0 – среднее число человек, заражаемых больным в течение суток (при ρ > 1 
инфекция экспоненциально растет). В связи с этим процессы ξt, ηt, ζt на начальном этапе эпидемии 
целесообразно рассматривать в логарифмической шкале.

Опишем предлагаемый метод прогнозирования на примере задачи прогнозирования временного 
ряда ξt{ } на начальном этапе эпидемии. Введем в рассмотрение этот ряд в логарифмической шкале:

x R t Nt t= ∈ ∈ln , .ξ
В связи с тем что инфекция происходит в управляемом обществе, где правительство предпринимает 

шаги по подавлению эпидемии, параметр ρ оказывается зависящим от времени: ρ ρ= ( )t  (данная функ-
ция, к сожалению, неизвестна и, по-видимому, сложно поддается статистической оценке). По этой при-
чине модель стохастической зависимости xt от t меняется с течением времени. Учитывая отмеченные 
особенности, будем строить математическую модель xt для «скользящего фрагмента» временного ряда 
X x x RT

t
T

1 1= …( ) ∈, , .

Введем обозначения: 2 < s < T – длина «скользящего фрагмента»; X x x x Rt s
t

t s t s t
s

- + - + - += …( ) ∈1 1 2, , ,  – 
«скользящий фрагмент» к моменту времени t, t = s + 1, …, T. Будем предполагать, что длина s «сколь-
зящего фрагмента» достаточно мала и на этом фрагменте справедлива трендовая модель
 x i u t s i ti i= + + - + ≤ ≤θ θ0 1 1, ,  (2)
являющаяся простой линейной регрессией, где θ0, θ1 ∈ R – параметры регрессии, θ1 – угол наклона 
тренда к оси времени, характеризующий скорость экспоненциального (если xt = ln ξt) или линейного 

1 В настоящем исследовании статистические данные по указанным переменным получены с сайтов Министерства 
здравоохранения Республики Беларусь (http://minzdrav.gov.by), Университета Джонса Хопкинса (https://www.jhu.edu), Worldo-
meter (https://www.worldometers.info/coronavirus/#countries). В виде таблиц эти данные можно скачать по ссылке: https://
github.com/CSSEGISandData/COVID-19.
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(если xt = ξt ) роста; ut ∈ R – случайная погрешность с нулевым математическим ожиданием E ut{ } = 0  
и конечной дисперсией σ2 = { }D ut .

По выборке Xt s
t
- + 1,  используя стандартное статистическое программное обеспечение (например, 

язык R и его библиотеки), вычислим следующие статистики: x t
x
s
i

i s

t

( ) =
= +
∑

1
 – выборочное среднее; 

^ ^θ θ0 1

t t( ) ( )
,  – МНК-оценки параметров θ0 и θ1 соответственно; r t x ii

t t

i t s

t

min

2

0 1

2

1

( ) = - -( )( ) ( )

= - +
∑ ^ ^θ θr t x ii

t t

i t s

t

min

2

0 1

2

1

( ) = - -( )( ) ( )

= - +
∑ ^ ^θ θ  – остаточ-

ная сумма квадратов;

 σ̂2
2

2
t

r t
s

( ) = ( )
-

min  (3)

– несмещенная оценка дисперсии; R t
i x t

x x t

t t

i s

t

i
i s

t
2

0 1

2

1

2

1

( ) =
-( - ( ))

- ( )( )

( ) ( )

= +

= +

∑

∑

^ ^θ θ
 – коэффициент детерминации мо-

дели. Чем ближе R t2( ) к единице, тем адекватнее модель (2). Это позволяет выбрать длину фрагмента s из 
условия заданной адекватности модели:

R t2 0 9( ) ≥ , .

Точечные оценки для будущих значений xT + 1, …, xT + τ с учетом (2) имеют вид

 ^ ^ ^x T j jT j
T T

+
( ) ( )= + +( ) = …θ θ τ0 1 1 2, , , , , (4)

и основываются на оценках параметров θ θ0 1,( ) по «скользящему фрагменту» XT s
T

- + 1.

Построим теперь интервальные прогнозы для будущих неизвестных значений xT + 1, …, xT + τ. 
Примем следующие обозначения: 1 – ε – доверительная вероятность интервальных прогнозов, где 
ε ∈( )0 1;  – задаваемый доверительный уровень (обычно ε ∈{ }0 05 0 10, ; , ); ts - -( ) >

2
1 0ε  – квантиль 

уровня 1 – ε стандартного t-распределения Стьюдента с s – 2 степенями свободы [10]; A
a a
a a

i

i i

i T s

T

i T s

T

i T s

T

i T

=






=
= - + = - +

= - + =

∑ ∑

∑
11 12

21 22

1 1

1

2

1

::

-- +
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s

T

1
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a a
a a

i

i i

i T s
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i T
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s

T

1

 – заданная квадратная (2 × 2)-матрица, которая имеет следую щий явный вид:

 A
s

s T s

s T s T T T T s T s T s
=

- +( )

- +( ) +( ) +( ) - -( ) - +( ) - +( )

2 1

2

2 1

2

1 2 1 1 2 2 1

6



















.  (5)

С помощью (5) можно получить явный вид обратной матрицы A aij
- = ( )1

, который здесь не приво-
дится из-за громоздкости. 

Теорема 1. Если имеет место локальная трендовая модель (2) для фрагмента X RT s
T

- + ∈1  с неза-
висимыми случайными погрешностями uT – s + 1, …, uT + τ , одинаково распределенными по нормальному 
закону
 L ut{ } = ( )1

2
0, σ  (6)

с неизвестной дисперсией σ2, то 1 100-( ) ⋅ε %-интервальные прогнозы для xT + 1, …, xT + τ имеют сле-
дующий вид: с вероятностью 1 – ε

 x x x jT j T j T j+ +
-

+
+∈( ) = …, , ,, ,1 τ  (7)

где доверительные границы вычисляются по формулам
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 x x t T a a T j a T jT j T j s+
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+ -= ± -



 ( ) + + +( ) + +( )^ ^

2 11 12 22
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1
2

1 2
ε σ , (8)

x̂T j+  определяется выражением (4), а σ̂ T( )  – формулой (3).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для построения 1 100-( ) ⋅ε %-доверительного интервала для xT + j при неиз-

вестной дисперсии σ2 применим метод стьюдентизации [11]. Для этого введем вспомогательные слу-
чайные величины
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Согласно [11] λ λ1 2j j( ) ( ),  независимы, причем λ2 j( ) имеет стандартное χ2-распределение с s – 2 
степенями свободы:
 L λ χ

2 2

2j s( ){ } = - .  (10)

В силу (2), (4), (6) и теоремы о линейности МНК-оценок ^ ^θ θ0 1

T T( ) ( )
,  [11] получаем

L x̂ x b jT j T j+ +-{ } = ( )( ) 0
2

, ,L x̂ x b jT j T j+ +-{ } = ( )( ) 0
2

, ,

b j D x x D T j D xT j T j
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0 1( ) = -{ } = + +( ){ } + { } =+ +
( ) ( )

+
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2
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2 , .= { } + +( ) { } + +( ) { } +( ) ( ) ( ) ( )D T j Cov T j DT T T T^ ^ ^ ^θ θ θ θ σ0 0 1

2

1

2
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2
2 , .  (11)

Согласно работе [11] и матрице (5) ковариационная матрица оценок ^ ^θ θ0 1
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Подставляя это выражение в (11), получаем

 b j a a T j a T j2 2

11 12 22

2
1 2( ) = + + +( ) + +( )( )σ .  (12)

Из (11), (12) заключаем, что
L λ1 1 0 1j( ){ } = ( ) , .

Тогда из (9), (10) и (12) следует, что случайная величина λ j( ) имеет стандартное t-распределение 
Стьюдента с s – 2 степенями свободы. Поэтому

 P t j ts s- -





< ( ) < + -













= -- -2 2
1

2
1

2
1

ε λ ε ε.  (13)

Подставляя в (13) вместо члена λ j( ) его выражение из (9) и разрешая двустороннее неравенство от-
носительно прогнозируемой случайной величины xT +  j, приходим к (7), (8).

Для иллюстрации на рис. 1 представлены результаты прогнозирования показателя nt для s = 12.

Локально-медианный метод прогнозирования
Локально-медианный метод прогнозирования разработан в монографии [12] как робастный метод 

прогнозирования временных рядов [13–15].
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Выберем ближайший к моменту прогнозирования T фрагмент X x x x RT s
T

T s T s T
s

- + - + - += …( ) ∈1 1 2, , ,  
длины s, где 2 < s ≤ T (если s = T, то рассматривается весь наблюдаемый временной ряд X T1 ), и будем 
считать, что для него адекватна линейная трендовая модель (2). Предположение (6) о гауссовском рас-
пределении случайных погрешностей ut{ } здесь использовать не будем. Примем следующие обозначе-
ния: N T s Ts = - + …{ }1, ,  – множество s используемых моментов времени; Γ l l l

m
l

st t t N( ) ( ) ( ) ( )= …{ } ⊂1 2, , ,  –  

подмножество m (2 ≤ m < s) упорядоченных по возрастанию моментов времени T s t t t T l Ll l
m
l- + ≤ < < … < ≤ = …( ) ( ) ( )

1 1 21 2 , , , , ;

T s t t t T l Ll l
m
l- + ≤ < < … < ≤ = …( ) ( ) ( )

1 1 21 2 , , , , ; L Cs
m=  – число всех различных подмножеств Γ l( ); X x x xl

t t tl l
m
l

( ) = …{ }′
( ) ( ) ( )
1 2

, , ,  – 

l-й m-вектор-столбец наблюдений для моментов времени Γ l( ); Ψ l
l l

m
lt t t

( )
( ) ( ) ( )=










′1 1 1

1 2





 – транспони-

рованная (m × 2)-матрица.
Для построения точечных и интервальных прогнозов для xT + 1, …, xT + τ применим локально-медиан-

ный метод [12]. Используя принятые выше обозначения, введем вначале семейство L локальных оценок 
параметров θ θ θ= ( )′0 1,  модели (2):

 ^
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^
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l
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1

1

1Ψ Ψ Ψ , , , .  (14)

По локальным оценкам (14) с учетом модели (2) построим далее семейство L локальных прогнозов 
будущего состояния: 
 ^ ^ ^x T j l LT j

l l l
+

( ) ( ) ( )= + +( ) = …θ θ0 1 1, , , .  (15)
Локально-медианный прогноз определяется как выборочная медиана локальных прогнозов (15):

 ^ ^ ^x S X med x xT j T s
T

T j T j
L

+ - + +
( )

+
( )= ( ) = …{ }1

1
:: , , .^ ^ ^x S X med x xT j T s

T
T j T j

L
+ - + +

( )
+

( )= ( ) = …{ }1

1
:: , , .  (16)

Рис. 1. Результаты прогнозирования для зарегистрированного  
числа nt новых зараженных в день t с помощью метода «скользящих трендов»

Fig. 1. Forecasting results for the registered number nt  
of new infections on day t using the «moving trends» method
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Заметим, что обращение матриц в (14) корректно, так как по построению матрица Ψ l( ) имеет ранг 2. 
Параметр алгоритма m определяет мощность подмножеств Γ l( ). От него зависят точность и вычисли-
тельная сложность алгоритма (14) – (16).

Для построения 1 100-( ) ⋅ε %-интервальных прогнозов для xT + 1, …, xT + τ упорядочим полученную 
согласно (16) выборку L локальных прогнозов в порядке возрастания их величин и сформируем вариа-
ционный ряд

^ ^ ^x x xT j T j T j L+ ( ) + ( ) + ( )≤ ≤ … ≤
1 2

.

Медиана (16) является «средним» членом в этом вариационном ряду:

^

^

^ ^x
x L k

x x
L k

T j

T j k

T j k T j k+

+ +( )

+ ( ) + +( )
=

= +

+
=









1

1

2 1

2
2

,

, (четное).

Для нахождения границ 1 100-( ) ⋅ε % -доверительного интервала для xT +  j отбросим

K L= +





ε
2

1

наименьших и K наибольших членов вариационного ряда. Оставшиеся в вариационном ряду крайние 
члены и определяют границы 1 100-( ) ⋅ε %-доверительного интервала для xT +  j ( j = 1, …, τ): с вероят-
ностью 1 – ε

x x x x x x xT j T j T j T j T j K T j T j L K+ +
-

+
+

+
-

+ +( ) +
+

+ -( )∈( ) = =, , , .^ ^
1

Отметим, что по выборке локальных прогнозов ^ ^x xT j T j
L

+
( )

+
( )…1

, ,  можно построить гистограмму рас-
пределения прогнозов и с ее помощью определять «шансы» каждого прогноза x, т. е. построить вероят-
ностный прогноз.

Для иллюстрации локально-медианного метода на рис. 2 представлены результаты прогнозирования 
показателя nt для s = 7, m = 5.

(нечетное),

Рис. 2. Результаты прогнозирования для зарегистрированного числа nt  
новых зараженных в день t с помощью локально-медианного метода 

Fig. 2. Forecasting results for the registered number nt  
of new infections on day t using the local median method
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Прогнозирование на основе  
моделей дискретных временных рядов

Введем в рассмотрение вероятностную версию известной SIR-модели [16]. Будем использовать обо-
значения: t ∈ Z – дискретное время (номер суток); N ∈ Ν – численность населения страны (считаем ее 
постоянной, витальная динамика (смертность, рождаемость) не учитывается, что согласуется с низкой 
смертностью от COVID-19 в Республике Беларусь); xt ∈ Ν – общее число инфицированных к момен-
ту t (xt ≤ N ); yt – общее число выздоровевших к моменту t ( yt ≤ xt). Соответственно, разность xt – yt 
равна числу активных инфицированных в момент t. В обозначениях SIR-модели St = N – xt , It = xt – yt , 
Rt = yt. Будем также использовать оператор левого дискретного дифференцирования (соседних разно-
стей) D xt = xt – xt – 1. Тогда D xt – число инфицированных за сутки, D yt – число выздоровевших за сутки. 
Определим следующую вероятностную версию SIR-модели:

 D Πx F Bi N x
x y
N

N x x y
Nt t t

t t t t t
+ -

-





≈
-( ) -( )




1 ~ , ,β β  (17)

 D Πy F Bi x y x yt t t t t t+ -( ) ≈ -( )( )1 ~ , ,γ γ  (18)

 D Dx y Ft t t+ +^1 1 ,  (19)

где A ∼ B означает «случайная величина A распределена по закону B»; Ft – сигма-алгебра, порожденная 
случайными величинами x y tτ τ τ,( ) ≤  (предыстория в момент t); A Ft  – условное распределение вероят-
ностей случайной величины A при фиксированной предыстории в момент t; A B Ft^  означает «слу-
чайные величины A и B условно независимы при фиксированной предыстории в момент t»; Bi n p,( ) – 
бино миальное распределение с параметрами p ∈[ ]0 1,  и n ∈ Ν; Π λ( ) – пуассоновское распределение 
с параметром λ > 0. Приближенные равенства вида Bi n p np,( ) ≈ ( )Π  между биномиальным и пуассо-
новским распределениями в уравнениях (17), (18) применимы в случае выполнения соответствующей 
асимптотики: n достаточно велико, p достаточно мало. Модель (17) – (19), в которой используются только 
биномиальные распределения, будем для краткости называть моделью BBSIR, где первая буква B отно-
сится к уравнению (17), вторая – к уравнению (18). Если в одном из уравнений вместо бино миального 
распределения используется его пуассоновская аппроксимация, соответствующую букву в названии 
модели будем заменять на P. Если в обоих уравнениях (17), (18) применяется пуассоновское прибли-
жение, получаем, соответственно, модель PPSIR. Параметр β характеризует интенсивность заражений, 
параметр γ  – интенсивность выздоровлений. Величину 1γ  принято интерпретировать как среднюю про-
должительность заболевания человека – от заражения до выздоровления.

Пусть теперь наблюдается эпидемиологический процесс x yt t t t
t

,( ) = 1

2  длительностью T = t2 – t1 + 1 
дней. Построим логарифмическую функцию правдоподобия модели BBSIR на основе марковских 
свойств (17), (18): 
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(20)

Из (20) следует, что функция двух переменных LBBSIR β γ,( ) распадается на сумму функций, завися-
щих от каждой переменной в отдельности, и задача максимизации LBBSIR β γ,( ) разбивается на две под-
задачи максимизации однопараметрических функций. Максимизация по γ дает оценку максимального 
правдоподобия (ОМП):

 γ̂ = -
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∑ ∑
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2
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21

1

.  (21)

Зависящее от β слагаемое в (20) может быть приближенно максимизировано, например, полным 
перебором по дискретной сетке на отрезке допустимых значений:
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В случае модели PBSIR логарифмическая функция правдоподобия примет вид

 

L
x y
y x y x yt t

t
t t t tPBSIR β γ γ, ln ln ! ln( ) =

-





- ( ) + + -
+

+ + +D
D D

1
1 1 1(( ) -( ) +






+
-( ) -( )





-

-

=

-

+

∑ ln

ln

1

1

2 1

1

γ

β β

t t

t

t
t t t tx

N x x y
N

N x
D

(( ) -( )




x y
N

t t
.

 

(22)

ОМП параметра γ для модели PBSIR вычисляется так же, как и для модели BBSIR, по формуле (21). 
ОМП параметра β для модели PBSIR получается приравниванием к нулю производной по β функции (22):
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По аналогии с рассмотренными моделями BBSIR и PBSIR могут быть построены ОМП параметров 
моделей BPSIR и PPSIR.

Рассмотрим теперь модификацию модели PBSIR, в которой параметры β и γ (интенсивности зараже-
ний и выздоровлений соответственно) зависят от времени детерминированным образом:
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где bt и ct – канонические параметры условных пуассоновского и биномиального распределений (17), (18), 
двойственные параметрам βt и γt соответственно; Λ ⋅( ) – логистическая функция распределения; 
u ui i

i
, n n= ∑  – скалярное произведение действительнозначных векторов u ui= ( )  и n n= ( )i ; ψβ β

i i

m{ } = 1
 – 

базис из mβ ∈ Ν линейно независимых на исследуемом отрезке t1 ≤ t ≤ t2 функций ψβ
i R:Ζ →  для за-

дания интенсивности заражений βt (интенсивность заражений γt задается аналогично базисом ψγ γ

i i

m{ } = 1
); 

ψ ψβ β βt ti i

m( ) = ( )( ) = 1
 – mβ-вектор одновременных значений базисных функций ψβ β

i i

m{ } = 1
 в момент t (анало-

гично ψ ψγ γ γt ti i

m( ) = ( )( ) = 1
); векторы коэффициентов a ai i

mβ β β= ( ) = 1
, a ai i

mγ γ γ= ( ) = 1
 – параметры модифициро-

ванной модели PBSIR (19), (23), которую далее будем называть моделью TPBSIR (приставка T означает 
зависимость параметров β и γ от времени).

Логарифмическая функция правдоподобия для модели TPBSIR аналогично (22) распадается на сумму 
трех слагаемых:
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Согласно свойствам канонических параметров экспоненциальных распределений каждое слагаемое 
в (24) есть выпуклая функция от соответствующего канонического параметра bt + 1, а следовательно, 
и от aβ, поскольку bt + 1 линейно зависит от aβ. Поэтому функция L a

TPBSIR

β β( ) выпукла, более того, она 

строго выпукла в силу линейной независимости базисных функций ψβ β

i i

m{ } = 1
, и, значит, L a

TPBSIR

β β( ) имеет 
единственный локальный и глобальный максимум, который может быть найден методом градиентного 
подъема. Аналогично выводится строгая выпуклость и единственность локального и глобального макси-
мума функции L a

TPBSIR

γ γ( ).
Модель TPBSIR применима для разбиения наблюдаемого эпидемиологического процесса на фазы, 

такие как рост, плато, спад. Для этого могут использоваться кусочно-заданные базисные функции ψβ
i{ }, 

ψγ
i{ }, равные нулю за пределами своей фазы. Границы фаз при этом становятся дискретными парамет-

рами модели, для которых методом перебора строятся оценки максимального правдоподобия. Для со-
кращения перебора налагаются дополнительные ограничения, например запрет слишком коротких фаз.

Прогнозирование на основе описанной модели TPBSIR производится с использованием имитацион-
ного моделирования. Для построения прогноза на τ дней вперед необходимо, чтобы базисные функции 
ψβ

i{ }, ψγ
i{ } были определены при t = t2 + 1, …, t2 + τ. Тогда согласно модели (23) строятся K траекторий 
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Теорема 2. При фиксированной предыстории условный среднеквадратический риск прогнозирова-
ния на 1 день вперед на основе модели TPBSIR имеет вид
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно воспользоваться (17) – (19) и свойствами биномиального и пуассо-
новского распределений.

Опыт применения модели TPBSIR для прогнозирования параметров распространения COVID-19 
в Республике Беларусь на разных этапах эпидемии, начиная с апреля 2020 г., показал, что при про-
гнозировании на неделю (τ = 7 дней) среднеквадратическая ошибка, как правило, не превышала 
50 человек. На рис. 3 представлены прогнозы параметров распространения COVID-19 в Республи-
ке Беларусь на основе модели TPBSIR с базисом аффинных функций ψβ

i t{ } = { }1, , mβ = 2, для ин-
тенсивности заражений и базисом аффинных функций с недельной периодической компонентой 

ψ π πγ
i t t t{ } = 



















1
2

7

2

7
, , sin , cos , mγ = 4, для интенсивности выздоровлений. Добавление периоди-

ческой компоненты обусловлено обнаруженной недельной периодичностью в наблюдаемой интен-
сивности выздоровлений от COVID-19 в Республике Беларусь. Долгосрочный прогноз, изображенный 
на рис. 3, был построен 29 августа 2020 г. на даты до конца сентября 2020 г.
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Прогнозирование на основе  
эконометрической модели коррекции ошибок

Для моделирования эпидемиологического процесса COVID-19 в Беларуси разработана эконометри-
ческая векторная модель коррекции ошибок (vector error correction model ) VECM COVID-19 RB. Она 
базируется на теории коинтеграции нестационарных интегрированных временных рядов, предполагаю-
щей существование между ними при определенных условиях долгосрочной равновесной зависимости, 
которая учитывается при построении краткосрочных прогнозов [17]. 

Модель VECM COVID-19 RB основана на близких с известной моделью эпидемиологического про-
цесса SIR (susceptible – infectious – recovered ) [18] предположениях, главным из которых является пред-
положение о существовании долгосрочной равновесной зависимости для устойчивого состояния эпи-
демиологического процесса вида
 I t R t S t N( ) + ( ) + ( ) = ,  (25)

где (для момента времени t) I t( ) – численность инфицированных индивидов; R t( ) – численность пере-
болевших индивидов; S t( ) – численность восприимчивых к инфекции индивидов; N – численность 
всей популяции. 

Модель VECM COVID-19 RB отличается от SIR-модели следующими основными особенностями: 
1) она является не детерминированной, а стохастической и не предполагает наличие управляемых 

параметров; 
2) в силу незначительной доли умерших (менее 1 % от общего числа заражений за весь период на-

блюдения) переменная R t( ) соответствует числу всех закрытых случаев заражения, т. е. включает вы-
здоровевших и умерших. С учетом этого тождество (25) допускает интерпретацию

I t R t N S t T t( ) + ( ) = - ( ) = ( ),
где T t( ) – общее число случаев заражения (total infected ) в момент t;

3) условие долгосрочной коинтеграционной зависимости, связывающее переменные I t( ), R t( ), оце-
нивается и тестируется в процессе построения модели;

Рис. 3. Долгосрочный прогноз параметров  
распространения COVID-19 в Республике Беларусь  

на основе модели TPBSIR до 30 сентября 2020 г. включительно  
(дата прогнозирования – 29 августа 2020 г.)

Fig. 3. Long-term forecast of the dynamics for COVID-19 dissemination  
in Republic of Belarus based on the TPBSIR model for the dates  
up to 30 September 2020 (forecast is made on 29 August 2020)
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4) моделированию и прогнозированию подлежат ежедневные изменения переменных I t( ), R t( ), 
т. е. их первые разности D ( ) D ( )I t R t, , а соответствующие им уравнения используются для построения 
кратко срочных прогнозов;

5) все параметры модели неизвестны и оцениваются в процессе построения модели по ежедневным 
значениям переменных I t( ), R t( ).

Помимо краткосрочных прогнозов, с помощью модели VECM COVID-19 RB проводился долгосроч-
ный анализ динамики эпидемиологического процесса в целях оценивания «поворотной точки» (когда 
текущее число зараженных равно числу закрытых случаев заражения), а также возможных сроков за-
вершения острой стадии процесса (когда число закрытых случаев близко к общему числу заражений). 
Оба эти события были предсказаны на основе разработанной модели примерно за месяц до их наступ-
ления. В данной статье для иллюстрации представлена модель для первой волны COVID-19 в Беларуси.

Модель коррекции ошибок при сделанных предположениях включает три уравнения: коинтегра-
ционное уравнение (cointegration equation), описывающее долгосрочную зависимость (long run rela-
tion) между временными рядами I t( ), R t( ), и два уравнения краткосрочных зависимостей (short run 
relations) для их первых разностей, которые соответствуют ежедневным изменениям и используются для 
построения краткосрочных прогнозов временных рядов I t( ), R t( ). Прогнозы для общего числа случаев 
заражения T вычисляются суммированием прогнозных значений для I t( ),  R t( ).

Для построения векторной модели коррекции ошибок применяется подход Йохансена [19]. Для 
временных рядов x R tt1, ,≡ ( )  x I tt2, ≡ ( ) c помощью расширенного теста Дики – Фуллера (augmented 
Dickey – Fuller (ADF) unit root test) установлена интегрированность второго порядка, т. е. наличие как 
стохастических трендов, так и детерминированного квадратичного тренда. По этой причине для тести-
рования коинтегрированности R t( ) и I t( ) используется спецификация модели VECM, предполагающая 
наличие квадратичных трендов во временных рядах R t( ), I t( ) [20]. При тестировании коинтеграции 
временных рядов и оценивании модели это учитывается добавлением линейного тренда t и констан-
ты с в уравнения для долгосрочной и краткосрочных зависимостей. Поскольку временные ряды еже-
дневных изменений (первые разности) D ≡ D ( )x R tt1, , D ≡ D ( )x I tt2,  имеют семидневные циклические 
колебания, то в уравнения для Dx t1, , Dx t2,  включены лаговые переменные с лагом 7. При построении 
и применении модели используются следующие временные интервалы: максимальный период оцени-
вания – с 18 мая по 20 августа; прогнозный период (краткосрочные прогнозы) – с 21 по 31 августа; ана-
лиз долгосрочной динамики – с 21 августа по 21 сентября. Оцененные уравнения модели для моментов 
времени t (t = 1, 2, …) имеют следующий вид.

1. Отклонения от долгосрочной зависимости (disequilibrium errors) для лага t – 1


ξt t tx x t- - -= - - +1 1 1 2 10 3113 679 10 21 857 73, ,, , , .

2. Краткосрочные зависимости
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ξ

-- - - -+ - + + +1 2 2 1 7 2 70 637 4 32840 4513, , ,, , ,D D Dx x x tt t t0,068 1 23,96 557.

Значения скорректированного коэффициента детерминации Radj
2  для уравнений D x1, t, D x2, t равны 

0,701 471 и 0,695 933 соответственно. На основании модифицированного теста Льюнга – Бокса (residual 
portmanteau test  for autocorrelations) остатки не коррелированы вплоть до лага 6 (для обоих уравнений) 
и имеют нормальный закон (для первого уравнения). Жирным шрифтом в уравнениях выделены оценки 
параметров, статистически не значимые на уровне 0,05.

Долгосрочная динамика эпидемиологического процесса COVID-19 исследуется с помощью модели, 
оцененной на расширенном временном интервале с 18 мая по 20 августа, учитывающей взаимосвязь 
переменных за более долгий период, чем в случае краткосрочного прогнозирования. Представленная 
на рис. 4 прогнозная динамика моделируемого процесса с 21 августа по 21 сентября свидетельствует 
о том, что в момент построения прогноза (20 августа) ожидалось затухание эпидемии с относительно 
невысоким уровнем новых заражений до начала сентября. Со второй декады сентября прогнозировался 
незначительный рост числа новых заражений. При этом предполагалось, что в рассматриваемый период 
времени будут отсутствовать новые факторы роста эпидемиологического процесса.
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Применение последовательного статистического анализа  
для исследования текущих тенденций заболеваемости

Последовательный статистический анализ, предложенный американским математиком А. Вальдом, 
позволяет строить статистические выводы, основываясь лишь на минимально необходимом количест-
ве наблюдений, которое не фиксируется заранее, а определяется в зависимости от поступающих слу-
чайных наблюдений так, чтобы обеспечивать требуемую точность метода (например, малые значения 
вероятностей ошибочных решений), и, как следствие, само является случайной величиной [21]. Это 
обстоятельство затрудняет теоретический анализ эффективности последовательных статистических 
процедур, однако позволяет «экономно» использовать наблюдения и останавливать процесс принятия 
решений сразу, как только обеспечивается заданная точность по тем данным, которые наблюдаются 
в конкретной исследуемой ситуации.

Рассмотрим применение последовательного статистического анализа для решения задач исследова-
ния динамики заболеваемости COVID-19.

Для мониторинга текущих тенденций заболеваемости будем полагать, что случайные наблюдения 
n1, n2, … зарегистрированных чисел новых зараженных в дни 1, 2, … описываются следующей прос-
тейшей вероятностной моделью:
  nt = n + θt + λt , t = 1, 2, …, (26)
где n – заданный уровень для «стационарной» ситуации; θ ≥ 0 – параметр (его значение неизвестно), 
отвечающий за тренд – тенденцию развития эпидемиологической ситуации на рассматриваемом корот-
ком промежутке времени; t = 1 – момент начала мониторинга; λt, t ∈ N, представляют собой независи-
мые одинаково распределенные случайные величины, описывающие случайные колебания заболевае-
мости с нулевым математическим ожиданием E tλ{ } = 0. Относительно значения параметра θ имеются 
две гипотезы: H0 : θ = 0 (эпидемиологическая ситуация находится в «стационарной» стадии плато), 
H1 : θ = θ1 > 0 (уровень заболеваемости начал расти, где θ1 определяется, например, из условия дости-
жения трендом ко дню τ некоторого критического уровня заболеваемости). Пусть заданы максималь-
но допустимые значения вероятностей ошибок 1-го рода (принята H1 при справедливой гипотезе H0 ) 
и 2-го рода (принимается H0, когда верна H1). Соответствующий последовательный статистический 
тест проверки гипотез H0, H1 в этом случае построен и исследован в работе [22]. Кроме того, теория, 
представленная в статье [22], позволяет рассмотреть в (26) зависимости, отличные от линейных. Ана-
лиз эффективности указанного теста дает возможность использовать описанный подход для отслежи-
вания наметившихся отклонений от «стационарной» ситуации и быстрого реагирования на них.

Рис. 4. Долгосрочная динамика эпидемиологического  
процесса COVID-19 с 21 августа по 21 сентября 2020 г.
Fig. 4. Long-term dynamics of the epidemiologic process  

for COVID-19 from 21 August to 21 September 2020
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В общем случае, когда необходим более детальный анализ, может потребоваться формулировка ги-
потез в следующем виде: 

H H0 0 1 1 0 10: , , : ( ).θ θ θ θ θ θ∈[ ] ≥ <

В такой постановке методология построения соответствующего последовательного теста и анализа 
его эффективности представлена в работе [23]. Вместо трендовой модели (26), предполагающей лишь 
абстрагированный от причин анализ числа случаев заболеваемости, можно применить построенные 
в монографии [21] последовательные тесты для модели марковской зависимости nt{ }  порядка p.
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