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Введение
Дискретно-элементное  (ДЭ) моделирование является перспективным подходом для исследования 

процессов трещинообразования в задачах геомеханики [1; 2]. Существует множество модификаций 
ДЭ-моделей, в которых деформируемое твердое тело представляется набором частиц и соединяющих 
их связей (пружин), отличающихся способом построения сетки и методом расчета сил, прикладывае-
мых к частицам (см., например, [3; 4]). В модели RMIB (real multidimensional internal bonds) [5] генери-
руется упаковка частиц, заполняющих пространство моделируемого объекта. Связи устанавливаются 
между центрами касающихся частиц. Связь включает нормальную и касательную пружины, которые 
учитываются в расчете силы, возникающей при их деформации. На рис. 1 показано, что невозможно 
полноценно определить деформацию связи через перемещение двух соседних частиц без потери инва-
риантности схемы к поворотам. Чтобы преодолеть это ограничение, для вычисления локальной дефор-
мации в окрестности каждой частицы в RMIB используется процедура, анализирующая перемещения 
самой частицы и соседних с ней частиц.

В работе [6] получена модель деформируемой диаграммы Вороного (deformable Voronoi, DV), инва
риантная к поворотам. Помимо этого, в ней нет дополнительного вычисления матрицы локальных де-
формаций. Для генерации решетки пружин и расчета сил используется тетраэдризация Делоне и двойст
венная диаграмма Вороного. Также авторами работы [6] получено приемлемое упругое поведение модели 
для материалов с коэффициентом Пуассона ν в диапазоне от 0,1 до 0,3 и отмечена возможность моде-
лирования ауксетиков с коэффициентом ν в пределах от – 0,1 до – 0,5. Соотношения микроструктурных 
параметров DV-модели kn и νm и свойств упругой сплошной среды E и ν подобраны экспериментально. 
В предлагаемой статье рассматриваются модификации модели DV для решения задач исследования на-
пряженно-деформированного состояния твердых тел в двумерном случае, а также определяется соот
ношение микроструктурных параметров kn и νm и свойств сплошной среды E и ν.

Материалы и методы исследования
Модель деформируемой диаграммы Вороного. В пространстве моделируемого тела генерируется 

триангуляция Делоне. Ребра триангуляции соответствуют связям, узлы – частицам. На рис. 2 показана 
схема деформирования сетки в окрестности связи между частицами O и A (конфигурация связь – сторо-
на ячейки Вороного). При этом сторона ячейки Вороного не перестраивается, а деформируется тем же 
способом, что и треугольники в окрестности конфигурации. 

Введем обозначения:
	• ui и uj – перемещение частиц;
	• uij = ui – uj – перемещение связи OA;
	• l – исходная длина связи OA;
	• n = ( ) = ( )sin , cos ,ϕ ϕ x x1 2  – направление связи OA;

Рис. 1. Неинвариантность деформации связи к поворотам 
при ее тривиальном вычислении: 

а – поворот сетки; б – сжатие и поворот сетки
Fig. 1. Non-invariance of bond deformation to rotations at trivial calculation:  

a – mesh rotate; b – mesh compression and rotate


