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УДК 515.12

О СЧЕТНОКОМПАКТИФИЦИРУЕМОСТИ В СМЫСЛЕ МОРИТА

Г. О. КУКРАК1), В. Л. ТИМОХОВИЧ1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Рассматривается расширение Y топологического пространства Х, которое канонически вкладывается в волмэ
новское расширение w X, при этом в нем замкнуто любое счетнокомпактное замкнутое в Х множество и имеет 
предельную точку любое лежащее в Х бесконечное множество. Такое расширение названо насыщением прост
ранства Х. Находится необходимое и достаточное условие счетнокомпактности пространства Y. Тем самым решается 
проблема существования счетнокомпактификации в смысле Морита определенного типа.

Ключевые слова: счетнокомпактификация в смысле Морита; компактификация Волмэна; насыщение тополо
гического пространства.
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We consider an extension Y of a topological space X that is canonically embedded in the Wallman extension w X, in 
which any countably compact set closed in X is closed and such that any infinite set contained in X has a limit point in it. 
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This extension is called saturation of the space X. We find a necessary and sufficient condition for the countable compact
ness of the space  Y. Thus the problem of existence of countablycompactification in the sense of Morita of certain type is 
solved.

Keywords: countablycompactification in the sense of Morita; Wallman compactification; saturation of topological space.

Введение
Понятия перистого паракомпакта (А. В. Архангельский [1]) и Мпространства (К. Морита [2]) появи

лись почти одновременно. Сразу же обращает на себя внимание схожесть их внешних характеристик. 
В классе хаусдорфовых пространств перистые паракомпакты и  только они допускают метризуемый 
образ при совершенном отображении. И аналогично, Мпространства и только они допускают метри
зуемый образ при квазисовершенном отображении. Когда перистые паракомпакты были охарактеризо
ваны как замкнутые подпространства произведений метризуемых пространств на компакты (Дж. На
гата [3]), возник вопрос о возможности аналогичной характеристики Мпространств. Вскоре было 
до казано (К. Морита [4]), что представимость Мпространства Х в виде замкнутого подпространства 
произведения метризуемого пространства на вполне регулярное счетнокомпактное (аналог получен
ной в [3] характеристики перистого паракомпакта) равносильна его счетнокомпактифицируемости, т. е. 
существованию для Х вполне регулярного счетнокомпактного расширения, в котором замкнуто любое 
замкнутое в Х счетнокомпактное множество. Как оказалось, даже не все нормальные локально ком
пактные Мпространства счетнокомпактифицируемы [5]. Но и при наличии полученных контрприме
ров задача нахождения необходимых и достаточных условий счетнокомпактифицируемости (не обяза
тельно Мпространства) представляет определенный интерес (см., например, [6 – 8]).

В предлагаемой работе для произвольного Т1пространства Х  строится расширение,  в  котором Х 
относительно счетнокомпактно (т. е. любое лежащее в Х бесконечное множество имеет в этом рас
ширении предельную точку) и в котором замкнуто любое счетнокомпактное замкнутое в Х множество 
(в  [7]  такое  расширение  названо  насыщением). Для  этого  расширения  (в  случае  регулярности  про
странства Х ) находится необходимое и достаточное условие его счетнокомпактности (см. теорему 5). 
В классе вполне регулярных dхаусдорфовых пространств (см. определение 5) это позволяет решить воп
рос о существовании счетнокомпактификации определенного типа (см. теорему 7), что отчасти допол
няет работу [6]. В плане использования в качестве отправной точки некоторых построений волмэнов
ского расширения w X настоящая статья примыкает к работам [7; 8].

Кратко об обозначениях. Под пространством понимаем произвольное топологическое Т1пространство 
(если иное не оговорено). Пусть Х – пространство, A ⊂ X, a – семейство некоторых множеств в Х. Обо
значим  A X[ ]  и  A  замыкание и мощность множества А соответственно; St A U U Aa a( ) = ∪ ∈ ∩ ≠ ∅{ }; 
ST A U U Aa a( ) = ∈ ∩ ≠ ∅{ }; Cov X( ) – семейство всех открытых покрытий пространства Х; C X I,( ) – 
множество всех непрерывных отображений пространства Х в отрезок I = [ ]0 1; ; N – натуральный ряд. Бу
дем использовать запись вида A X

op
⊂  ( ),A X

cl
⊂  если А открыто (замкнуто соответственно) в Х; A X

dense
⊂ ,  

если  A XX[ ] = ;  A X
dense
⊂

−w
, если для любой точки x ∈ X найдется не более чем счетное множество B ⊂ A 

такое, что x B X∈[ ] . Наконец, множество А назовем дискретом в Х, если А счетно, дискретно (как под
пространство) и замкнуто в Х.

Предварительные рассмотрения
Пусть Х и Y – произвольные пространства и X ⊂ Y (т. е. Х – подпространство в Y).
Определение 1 [9]. Пространство Y называют звезднокомпактным (Хзвезднокомпактным), если 

для любого покрытия a ∈ ( )Cov Y  найдется конечное множество A ⊂ Y (A ⊂ X соответственно) такое, 
что ST A Ya ( ) ∈ ( )Cov  (т. е. St A Ya ( ) = ).

Понятия звезднокомпактности и счетнокомпактности тесно связаны.
Теорема 1 [9]. Если пространство Y счетно-компактно, то оно и звезднокомпактно.
Теорема 2 [10]. Если пространство Y является хаусдорфовым и звезднокомпактным, то оно и счетно- 

компактно.
Теорему 1 можно дополнить следующим образом.
Теорема 3. Пусть X Y

dense
⊂

−w
. Тогда если Y счетно-компактно, то оно и Х-звезднокомпактно.
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До к а з а т е л ь с т в о. Допустим от противного,  что  существует покрытие a ∈ ( )Cov Y   такое,  что  
St A Ya ( ) ≠   для  любого  конечного  A ⊂ X.  Покажем,  что  тогда  St A Ya ( ) ≠   и  для  любого  счетного 
A a n Xn= ∈{ } ⊂¥ .  Действительно,  так  как  St A St a an

n
a a( ) = …{ }( )

=

∞

1

1

, , ,


  то  из  равенства  St A Ya ( ) =  

и счетнокомпактности пространства Y следовало бы, что St a a Yna 1, ,…{ }( ) =  для некоторого n ∈ ¥, 
что противоречит допущению. Выберем далее множество B y y Yn= …{ } ⊂1, ,  так, чтобы  St B Ya ( ) =  
(см.  тео рему  1). Согласно  условию для  каждой  точки  yi  подберем не  более  чем  счетное множество 

Ki ⊂ X такое, что  y Ki i Y∈[ ] , и обозначим  A Ki
i

n
=

= 1


. Поскольку St A St A Ya a( ) = [ ]( ) и St A St BYa a[ ]( ) ⊃ ( ),  
то St A Ya ( ) = . Но A ⊂ X и А не более чем счетно. Получили противоречие. Теорема доказана.

Следующая теорема, в некотором смысле обратная к теореме 3, вытекает очевидным образом из 
теоремы 2.

Теорема 4. Пусть пространство Y хаусдорфово. Если Y Х-звезднокомпактно, то оно и счетно- 
компактно.

Введем некоторые дополнительные обозначения. Для произвольных U X
op
⊂  и a ∈ ( )Cov X  обозначим 

^U G Y G X U
op

= ∪ ⊂ ∩ ={ }  (т. е.  ^U  – максимальное открытое раздутие U в Y, или, другими словами, 

^U Y X U Y= [ ]\ \ ), ^ ^a a= ∈{ }U U^ ^a a= ∈{ }U U  и далее COV Cov CovY X X Y( ) = ∈ ( ) ∈ ( ){ }a â .COV Cov CovY X X Y( ) = ∈ ( ) ∈ ( ){ }a â .

Следующие предложения 1 и 2 очевидны.
Предложение 1. Если пространство Y  X-звезднокомпактно, то для любого покрытия a ∈ ( )COVY X  

можно выбрать конечное множество A ⊂ X, для которого ST A XYa ( ) ∈ ( )COV .

Предложение 2. Пусть X Y
dense
⊂ , множества вида ^U, где U X

op
⊂ , составляют базу топологии в про-

странстве Y, а для любого покрытия a ∈ ( )COVY X  можно выбрать конечное множество A ⊂ X так, 
что ST A XYa ( ) ∈ ( )COV . Тогда пространство Y X-звезднокомпактно.

Непосредственно из теорем 3, 4 и предложений 1, 2 вытекает приведенное ниже следствие.
Следствие 1. Пусть X Y

dense
⊂

−w
, Y хаусдорфово и множества вида ^U, где U X

op
⊂ , составляют базу 

топологии в Y. Пространство Y тогда и только тогда счетно-компактно, когда для любого покрытия 
a ∈ ( )COVY X  можно выбрать конечное множество A ⊂ X таким образом, что ST A XYa ( ) ∈ ( )COV .

Насыщение и его счетнокомпактность
Рассматриваем те же пространства Х и Y, X ⊂ Y.
Определение 2 [11]. Скажем, что пространство Х относительно счетнокомпактно в Y, если любое 

бесконечное множество A ⊂ X имеет в Y предельную точку.
Определение 3 [7]. Пространство Y назовем насыщением пространства Х, если X Y

dense
⊂ , Х относи

тельно счетнокомпактно в Y и любое счетнокомпактное замкнутое в Х множество замкнуто и в Y.
Отметим, что если Y – насыщение для Х и A X

cl
⊂ , то  A Y[ ]  – насыщение для А.

Рассмотрим  далее  волмэновское  компактное  расширение  w X  пространства  Х.  Напомним,  что 
нарост  X X X∗= w \  составляют замкнутые (т. е. состоящие из замкнутых в Х множеств) свободные 
(т. е.  имеющие пустое пересечение)  ультрафильтры и базу  топологии в w X  образуют множества 
вида W U U X U F F( ) = ∪ ∈ ⊃ ∈{ }x x* ,4; O=5: >B>@>3> для некоторого W U U X U F F( ) = ∪ ∈ ⊃ ∈{ }x x* ,4; O=5: >B>@>3>  где U X

op
⊂   (подробнее см. [12, c. 272]). От

метим, что W U G X G X U
op

( ) = ∪ ⊂ ∩ ={ }w ,  и  если F X
cl
⊂   и F U X

op
⊂ ⊂ ,  то  F F X FX[ ] = ∪ ∈ ∈{ }w x x*   

и  F W UX[ ] ⊂ ( )w . Также отметим выполнение  соотношений W U U W U W Un n1 1∪ … ∪( ) = ( ) ∪ … ∪ ( )   
и  F F F Fn X X n X1 1∩ … ∩[ ] = [ ] ∩ … ∩ [ ]w w w ,  где U Xi op

⊂ ,  F Xi cl
⊂ ,  1 ≤  i ≤ n  (см.  там же). И наконец, для 

F X
cl
⊂  обозначим F F F X FX

* *
.= [ ] = ∈ ∈{ }w x x\

Далее через D обозначим семейство всех дискретов в Х, т. е. счетных дискретных (как подпростран
ство) замкнутых в Х множеств. Подсемейство b ⊂ D назовем Dбазой (семейства D), если для любого 
A ∈ D можно выбрать B ∈ b такое, что B ⊂ A. Зафиксируем некоторую Dбазу b и положим  Y X Xb x x b= ∪ ∈ ∩ ≠ ∅{ }*

.
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Y X Xb x x b= ∪ ∈ ∩ ≠ ∅{ }*
. Ясно, что X ⊂ Yb ⊂ w X, Y X A Ab b= ∪ ∪ ∈{ }( )∗  и W U Y U( ) ∩ =b

^ для любого U X
op
⊂  

(здесь, как и выше, ^U G Y G X U
op

= ∪ ⊂ ∩ ={ }b ). Отметим также, что если b1 и b2 – Dбазы и b1 ⊂ b2, то 
Y Y Yb b1 2

⊂ ⊂ D.

Предложение 3. Пространство Yb – насыщение для пространства Х, причем выполняются условия: 
1) X Y

dense
⊂

−w b; 
2) множества ^U, где U X

op
⊂ , образуют базу топологии в Yb ; 

3) если A ∈ b, то A AY X[ ] = [ ]
b w  и A Y[ ]

b
 компактно; 

4) если F X
cl
⊂  и F U X

op
⊂ ⊂ , то F UY[ ] ⊂

b

^;  

5) если U U Un= ∪ … ∪1 , то ^ ^ ^U U Un= ∪ … ∪1 , если F F Fn= ∩ … ∩1 , то F F FY Y n Y[ ] = [ ] ∩ … ∩ [ ]
b b b

1 , 
где U Xi op

⊂ , F Xi cl
⊂ , 1 ≤ i ≤ n;

6) если Х регулярно, то Yb хаусдорфово.
Доказательство следует непосредственно из построения. Остановимся кратко лишь на п. 6. Доста

точно рассмотреть ультрафильтры x, y ∈ Yb \  X, x ≠ y. Свойства ультрафильтров (см. [12, c. 271]) по
зволяют выбрать дизъюнктные множества F1 ∈ x и F2 ∈ y. Пусть A ∈ x ∩ b и B ∈ y ∩ b. Обозначим 

′ = ∩A A F1,  ′ = ∩B B F
2
. Очевидно, что  ′A  и  ′B  дизъюнктны,  ′∈A x,  ′∈B y  и  ′ ∪ ′∈A B D. Если прост

ранство Х регулярно, то любой дискрет из D  (в частности,  ′ ∪ ′A B ) можно раздуть до дизъюнктного 
семейства окрестностей его точек. Таким образом, для  ′A  и  ′B  найдутся дизъюнктные окрестности U 
и V,  ′⊂ ⊂A U X

op
 и  ′⊂ ⊂B V X

op
. Имеем далее x

b
∈ ′[ ] ⊂A UY

^, y
b

∈ ′[ ] ⊂B VY
^ (см. п. 4) и  ^ ^U V∩ = ∅. Предло

жение доказано.
Перейдем к вопросу о счетнокомпактности насыщения Yb.
Определение 4. Покрытие a ∈ ( )Cov X  назовем bкрупным, если любой дискрет A ∈ b покрывается 

конечным числом элементов a. Семейство всех bкрупных покрытий обозначим B XCovb ( ).
Лемма. Покрытие a ∈ ( )Cov X  является b-крупным тогда и только тогда, когда a

b
∈ ( )COVY X  

(т. е. B X XYCov COVb b
( ) = ( ) ).

До к а з а т е л ь с т в о. Сначала докажем необходимость. Пусть a b∈ ( )B XCov  и x ∈ Yb\  X. Выберем 
дискрет A ∈ x ∩ b, затем множества U1, …, Un ∈ a, покрывающие А. Имеем A ⊂ U, где U U Un= ∪ … ∪1 ,  
откуда  x

b
∈[ ] ⊂A UY

^  (см. предложение 3, п. 4). Но ^ ^ ^U U Un= ∪ … ∪1  (см. предложение 3, п. 5), а следо

вательно, x ∈ ^Ui  для некоторого i, 1 ≤ i ≤ n. Итак, a b
∈ ( )COVY X .

Докажем достаточность. Пусть a
b

∈ ( )COVY X  и  A ∈ b. Поскольку множество  A Y[ ]
b
 компактно (см. пред

ложение 3, п. 3), то можно выбрать множества U1, …, Un ∈ a такие, что 
^ ^U U An Y1

∪ … ∪ ⊃ [ ]
b
. Но тогда 

U U An1
∪ … ∪ ⊃ . Таким образом, a b∈ ( )B XCov . Лемма доказана.
Из следствия 1, предложения 3 и леммы вытекает приведенная ниже теорема.
Теорема 5. Пусть пространство Х регулярно. Насыщение Yb счетно-компактно тогда и только 

тогда, когда для любого покрытия a b∈ ( )B XCov  можно выбрать конечное множество A ⊂ X так, 
что ST A B Xa b( ) ∈ ( )Cov .

Остановимся более подробно на отделимости пространства Yb.
Определение 5 [13]. Пространство Х называют dхаусдорфовым, если оно хаусдорфово и из любого 

множества A ∈ D можно выделить бесконечное подмножество B ⊂ A, допускающее раздутие до дис
кретного семейства  U b Bb ∈{ }, где b U Xb op

∈ ⊂ , b ∈ B.
Напомним некоторые схожие определения. В [14] пространство Х названо хорошо отделимым 

(well sepa rated ),  если любое множество A ∈ D допускает раздутие до локально конечного семейства 
U a Aa ∈{ }, где a U Xa op

∈ ⊂ , a ∈ A. Чуть позже в [6] появилось определение свойства ssдискретности (ss-dis-
crete property), а именно: пространство Х имеет это свойство, если из любого множества A ∈ D можно 
выбрать бесконечное подмножество B ⊂ A, допускающее раздутие до локально конечного семейства 
U b Bb ∈{ }, где b U Xb op

∈ ⊂ , b ∈ B. Очевидно, что все хорошо отделимые, а также все dхаусдорфовы про
странства обладают свойством ssдискретности. В [6] приведен пример вполне регулярного пространства  
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со свойством ssдискретности, которое не является хорошо отделимым. Несложно проверить, что в клас
се регулярных пространств свойства ssдискретности и dхаусдорфовости равносильны.

Через d обозначим семейство всех дискретов A ∈ D, допускающих раздутие до дискретного семейст
ва окрестностей своих точек, Dбазу b назовем dбазой, если b ⊂ d. Отметим, что если пространство Х 
dхаусдорфово, то из любой Dбазы можно выбрать dбазу и само семейство d является одной из Dбаз. 
И обратно, если Х хаусдорфово и хотя бы одна Dбаза является dбазой, то Х dхаусдорфово.

Следующее предложение дополняет п. 6 из предложения 3.
Предложение 4. Если насыщение Yb регулярно (для некоторой D-базы b), то Х d-хаусдорфово и b ⊂ d 

(т. е. b является d-базой). Обратно, если Х регулярно и d-хаусдорфово, то Yb регулярно для любой 
d-базы b.

Доказательство фактически содержится в [15, лемма 2, теорема 5].
Предложение 5. Пусть Х вполне регулярно и d-хаусдорфово. Тогда и Yb вполне регулярно для любой 

d-базы b.
До к а з а т е л ь с т в о. Ограничимся рассмотрением точки x ∈ Yb\  X. Пусть  x ∈ ^U, где U X

op
⊂ .  Пока

жем, что существует функция ϕ b∈ ( )C Y I,  такая, что ϕ x( ) =1 и ϕ y( ) = 0 при  y Y U∈ b\
^
. В силу устройства 

Yb можно выбрать дискрет A ∈ x ∩ d такой, что A ⊂ U. Раздуем А до дискретного семейства окрестнос
тей Ua, a U Xa op

∈ ⊂ ,  a ∈ A. Можно считать, что Ua ⊂ U для всех a ∈ A. Далее для каждой точки a ∈ A за
фиксируем функцию  f C X Ia ∈ ( ), ,  f aa ( ) =1,  f xa ( ) = 0 при x ∈ X   \Ua, и положим  f x f x a Aa( ) = ( ) ∈{ }max . 
Легко проверить, что  f C X I∈ ( ), ,   f A( ) = { }1  и  f x( ) = 0 при x ∈ X  \U. Функция f однозначно продол
жается до функции F C X I∈ ( )w ,  (см. [12, c. 272]), для которой имеем  F F A Xx w( ) ∈ [ ]( ) = { }1 , F z( ) = 0 
при z X W U∈ ( )w \ . Осталось положить ϕ

b
= F Y .  Предложение доказано.

w w -Насыщение пространства Х
Возвращаемся к пространствам Х и Y, X Y⊂ .
Определение 6. Пусть b – Dбаза и выполняются условия: 
а) для любой точки z ∈ Y  \  X найдется дискрет A ∈ b такой, что z A Y∈[ ] ,  и обратно,  A Y XY[ ] ∩ ( ) ≠ ∅\  

для любого A ∈ b; 
б) если B ⊂ A ∈ b и B U X

op
⊂ ⊂ , то  B UY[ ] ⊂ ^ (или, другими словами, если A ∈ b и  F X

cl
⊂ ,  то  F A FY Y[ ] ∩ [ ] = ∅\ );

F A FY Y[ ] ∩ [ ] = ∅\ );  
в) множества вида ^U, где U X

op
⊂ , образуют базу топологии пространства Y. 

Тогда пространство Y назовем wнасыщением (или насыщением типа w) для пространства Х, а Dбазу b – 
wдопустимой для Y. Если Y  является wнасыщением и для некоторой wдопустимой Dбазы b  ком
пактны все множества  A Y[ ] , где A ∈ b, то Y назовем Wнасыщением (или насыщением типа W) для Х, 
а Dбазу b – Wдопустимой.

Замечание. Любое wнасыщение является насыщением. Действительно, в силу условия а простран
ство Х относительно счетнокомпактно в Y, а в силу условия б любое замкнутое в Х счетнокомпактное 
множество замкнуто и в Y. Отметим также, что при регулярности пространства Y условие в выполняется 
автоматически.

Очевидно, что все рассмотренные в предыдущем разделе насыщения вида Yb являются Wнасыще
ниями и любая Dбаза b Wдопустима для Yb. Докажем, что в определенном смысле верно и обрат
ное. Для этого  зафиксируем произвольное wнасыщение Y  (для Х), wдопустимую (для Y ) Dбазу b 
и определим каноническое (т. е. тождественное на Х ) вложение  j Y X: → w  (т. е. Y j Y→ ( ) – гомео
морфизм) следующим образом. Положим  j x x( ) =  при x ∈ X. Для z ∈ Y  \  X  зафиксируем A ∈ b такое, 

что  z A Y∈[ ] , и рассмотрим множество κ wz A A O z O YX op
, .( ) = ∩ ∩[ ] ∈ ⊂{ }  Ясно, что  ∅ ≠ ( ) ⊂ ∗κ z A X, . 

Пусть x κ∈ ( )z A, . Допустим, что  ′ ∈ ( )x κ z A,  и  ′ ≠x x.  Выберем F ∈ x и  ′∈ ′F x  так, чтобы F F∩ ′ = ∅  
(свойства ультрафильтров см. в [12, c. 271]). Поскольку  F A O∩ ∩ ≠ ∅  и  ′∩ ∩ ≠ ∅F A O′∩ ∩ ≠ ∅F A O  для любой 
окрестности О точки z, то z F A Y∈ ∩[ ]  и z F A Y∈ ′∩[ ] , что невозможно (см. условие б в определении 6). 
Таким  образом,  κ xz A, .( ) = { }   Если  z B Y∈[ ] ,  где B ∈ b,  и κ xz B, ,( ) = ′{ }   то,  рассуждая  аналогичным 
образом, получаем  x x= ′. Итак, множество κ z A,( ) одноточечно и не зависит от выбора А. Полагаем  
j z( ) = x.  Отображение  j Y X: → w   определено.  Проверим  инъективность.  Пусть  z z Y X, ,′ ∈ \   z z≠ ′, 
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z A Y∈[ ] ,  ′∈[ ]z B Y ,  где A, B ∈ b,  j z( ) = x,   j z′( ) = ′x ,  и допустим, что x x= ′.  Но тогда, как несложно заме
тить,  z A B O O Y∈ ∩ ∩ ∩ ′[ ]  и  ′∈ ∩ ∩ ∩ ′[ ]z A B O O Y  для любых окрестностей О точки z и  ′O  точки  ′z . 
Выберем окрестность  ^U  точки z, где U X

op
⊂ ,  так, чтобы  ′ ∉z U^ (см. условие в в определении 6), и обо

значим C = A ∩ U. Имеем  ′∈[ ]z C Y  (см. выше). С другой стороны, C ⊂ U, а следовательно,  C UY[ ] ⊂ ^ 
(см. условие б в определении 6), что противоречит соотношению  ′∉z U^. Инъективность проверена. Для 
доказательства непрерывности j и  j j Y Y− ( ) →1

:  достаточно показать, что если z ∈ Y  \  X и  j z( ) = x,  то 
соотношения  z U∈ ^ и  x ∈ ( )W U  равносильны для произвольного U X

op
⊂ .  Зафиксируем дискрет A ∈ b, 

для  которого  z A Y∈[ ] . Пусть  x ∈ ( )W U .  Тогда  F A O U∩ ∩ ⊂   для некоторых F ∈ x  и  окрестности О 
точки z, а следовательно,  z F A O UY∈ ∩ ∩[ ] ⊂ ^. И обратно, пусть  z U∈ ^. Тогда  ^U A U A∩ = ∩ ∈x, от
куда x ∈ ( )W U . Итак, отображение  j Y j Y: → ( ) – гомеоморфизм, причем, как легко заметить,  j Y Y( ) ⊂ b. 
Если же Y – Wнасыщение и Dбаза b Wдопустима, то  j Y Y( ) = b, поскольку  j A AY X[ ]( ) = [ ]w  при A ∈ b, 
что вытекает из непрерывности j и того факта, что  F X[ ]w  и wF канонически гомеоморфны для любого 
F X
cl
⊂  [11, c. 70]. Таким образом, доказана следующая теорема.
Теорема 6. Для любого w-насыщения Y пространства Х с w-допустимой D-базой b существует 

каноническое вложение пространства Y в Yb, причем если Y – W-насыщение, а D-база b W-допустима, 
то Y и Yb канонически гомеоморфны.

Учитывая предложение 4, получаем приведенное ниже следствие.
Следствие 2. Любое пространство, допускающее регулярное насыщение типа W, является d-хаус-

дорфовым.

Счетнокомпактификация типа ΩΩ
Попрежнему рассматриваем пространства Х и Y, X ⊂ Y. Напомним следующее определение.
Определение 7 [4]. Пространство Y называют счетнокомпактификацией пространства Х, если  X Y

dense
⊂ ,

X Y
dense
⊂ ,  Y вполне регулярно и счетнокомпактно и любое счетнокомпактное замкнутое в Х множество 
замкнуто в Y.

Проведенные нами рассмотрения служат достаточной мотивацией выделения в отдельный тип счетно
компактификаций, являющихся Wнасыщениями.

Определение 8. Пространство Y назовем счетнокомпактификацией типа W для пространства Х, если 
Y – вполне регулярное счетнокомпактное Wнасыщение пространства Х. 

Отметим,  что  если описанное  в  определении 8 пространство Y  существует,  то  в  силу  теоремы 6 
и предложения 4 можно считать, что Y = Yb, где b – некоторая Dбаза, пространство Х dхаусдорфово 
и b является dбазой. С другой стороны, если Х вполне регулярно и dхаусдорфово, а b – dбаза, то Yb 
вполне регулярно (см. предложение 5).

Итак, вопрос о существовании счетнокомпактификации типа W свелся к вопросу о счетнокомпакт
ности Yb, где b – некоторая dбаза, а пространство Х вполне регулярно и dхаусдорфово. Теорема 5 по
зволяет сформулировать следующий результат.

Теорема 7. Пусть пространство Х вполне регулярно и d-хаусдорфово. Пространство Х допус кает 
счетнокомпактификацию типа W тогда и только тогда, когда для некоторой d-базы b выпол няется 
условие: для любого покрытия a b∈ ( )B XCov  существует конечное множество A ⊂ X такое, что 
ST A B Xa b( ) ∈ ( )Cov .

В завершение приведем сравнительно простой, но достаточно интересный пример, использующий 
стоунчеховскую (она же волмэновская) компактификацию натурального ряда ¥.

Пример. Положим X = ¥. Зафиксируем некоторый ультрафильтр x0 ∈ ¥
* и рассмотрим Dбазы b = D\ x0 

(здесь  x0  понимается  как  семейство  множеств  в ¥)  и D,  а  также  соответствующие Wнасыщения 
Yb w x= { }¥ \

0
 и YD = w¥. Имеем: YD компактно, в то время как Yb счетнокомпактно, но не компактно 

(см. [12, c. 309]). Далее зафиксируем счетные множества Si ⊂ ¥ такие, что  Si
i =

∞
=

1
∪ � и S Si j∩ = ∅ при 

i ≠ j, и обозначим  g 0 = ∈D ⊂ ∈{ }A A S ii 4; O=5: >B>@>3> ¥ , для некоторого g 0 = ∈D ⊂ ∈{ }A A S ii 4; O=5: >B>@>3> ¥ ,  g1 1= ∈D ∩ ≤ ∈{ }A A S ii 4; O; N1>3> ¥ , для любого g1 1= ∈D ∩ ≤ ∈{ }A A S ii 4; O; N1>3> ¥ , 

g g g= ∪0 1,   K0 0= ∈ ∩ ≠ ∅{ }∗x x g¥   и  K
1 1

= ∈ ∩ ≠ ∅{ }∗x x g¥ .  Простая  проверка  показывает,  что  
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g – Dбаза, K0 ∩ K1 = ∅ и Yg = ¥ ∪ K0 ∪ K1. Докажем, что Wнасыщение Yg не счетнокомпактно. Для каж
дого i ∈ ¥ зафиксируем ультрафильтр xi iS∈ ∗. Множество D ii= ∈{ }x ¥  замкнуто в ¥ ∪ K0 и дискретно. 
Пусть x ∈ K1 и A ∈ x ∩ g1. Рассмотрим окрестность W A( ) ультрафильтра x. Допустим, что  xi W A∈ ( ). 
Но тогда A ∈ xi и в то же время Si ∈ xi, откуда A ∩ Si ∈ xi, что невозможно, поскольку  A Si∩ ≤ 1.  Таким 
образом, D бесконечно и не имеет в Yg предельной точки, откуда следует, что Yg не счетнокомпактно. 
Итак, уже при X = ¥ для Wнасыщения реализуются три возможности: быть компактификацией, яв
ляться не компактной счетнокомпактификацией типа W, не быть счетнокомпактным. И наконец, по
строим для ¥  счетнокомпактное wнасыщение Y, которое не является Wнасыщением. Для каждого 
дискрета A ∈ D зафиксируем некоторый ультрафильтр xA ∈ A

* и обозначим  D AA= ∈{ }x D . Поскольку 

D ≤ =D c  (c – мощность континуума), а для любого дискрета A мощность  A A∗ = [ ] = =w w
¥

¥ 2c  
(см. [12, с. 268]), то ∅ ≠ A* \ D ≠ A*. Полагая Y = w¥ \ D, получаем wнасыщение (для ¥), для которого 
никакой Wдопустимой Dбазы не существует. В качестве wдопустимой Dбазы, очевидно, подходит 
само семейство D. Проверим счетнокомпактность пространства Y. Пусть M ⊂ Y и М счетно. Ясно, что 
M M DY[ ] = [ ]w¥ \ . А поскольку  M[ ] =w¥ 2c (см. [12, c. 269]), то  M MY[ ] ≠ , что показывает существова
ние в Y предельных точек для М.
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