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УДК 517.547.59

О СВОЙСТВАХ h-ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ

В. А. ПАВЛОВСКИЙ 1), И. Л. ВАСИЛЬЕВ1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Исследования в области теории функций h-комплексной переменной представляют интерес в связи с имею щи-
мися приложениями в неевклидовой геометрии, теоретической механике и т. д. Изучены свойства h-дифференци-
руемых функций. Найдены критерии h-дифференцируемости и h-голоморфности, сформулирована и доказана тео-
рема о конечных приращениях для h-голоморфной функции. Приведены достаточные условия h-аналитичности, 
сформулирована и доказана теорема единственности для h-аналитических функций.
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Research in the theory of functions of an h-complex variable is of interest in connection with existing applications 
in non-Euclidean geometry, theoretical mechanics, etc. This article is devoted to the study of the properties of h-dif-
ferentiable functions. Criteria for h-differentiability and h-holomorphy are found, formulated and proved a theorem on 
finite increments for an h-holomorphic function. Sufficient conditions for h-analyticity are given, formulated and proved 
a uniqueness theorem for h-analytic functions.
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Множество h-комплексных чисел
Пусть Ch – множество всех h-комплексных (двойных) чисел [1–7], т. е. множество упорядоченных пар 

вещественных чисел, на котором заданы операции сложения и умножения ∀ = ( ) = ( ) ∈z a b z c d h1 2; , ; £  
по правилам:

1) z z a c b d1 2+ = + +( ); ;

2) z z ac bd ad bc1 2⋅ = + +( ); .
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Вещественную единицу отождествим с h-комплексным числом 1 0; .( )  Гиперболической единицей 
назовем h-комплексное число j = ( )0 1; . Тогда любое число из Ch может быть представлено в алгебраи-
ческой форме:

z a b a b a b a jb z j z= ( ) = ( ) + ( ) = ⋅ ( ) + ⋅ ( ) = + = +; ; ; ; ; Re ,0 0 1 0 0 1 Hyp

где a = Re z – вещественная часть числа z, а b = Hyp z – гиперболическая часть числа z.
Как показано в работе [6], множество h-комплексных чисел Ch есть кольцо с делителями нуля, ка-

ковыми являются числа вида a ± aj. Особо стоит отметить случай, когда a = 1

2
. Тогда делители нуля 

обладают следующими свойствами:

 • 1

2

1

2

±





= ±j jn

 ∀ ∈n ;

 • числа 1
2

± j  образуют базис в Ch, т. е. любое h-комплексное число a + jb можно однозначно пред-
ставить в виде

a jb a b j a b j+ = +( ) + + -( ) -1

2

1

2
.

Норму элемента z = a + jb в кольце Ch определим следующим образом: z a b= + ,  а модулем 
h-комплексного числа назовем, как обычно, z a b= +2 2

.

Приведем свойства нормы:
1) z z= ⇔ =0 0;

2) z a b a b z a b z= + ≤ + = ≤ + =2 2 2 2
2 2 ;

3) a a az z= ⋅ ∀ ∈R;
4) z z z z z z h1 2 1 2 1 2⋅ ≤ ⋅ ∀ ∈, ;C

5) z z nn n= ∀ ∈¥;

6) 1 1

z z≤ .

На множестве Ch топология вводится с помощью вышеуказанной нормы.

h-Дифференцируемость функций
Пусть D – область в Ch, а f D h: .→ C
Определение 1. Функция  f  называется hдифференцируемой в точке z ∈ D, если существует такое 

число k ∈ Ch, что
 f z h f z kh h h+( ) - ( ) = + ( )a ,  (1)

где h ∈ D не является делителем нуля, причем z + h ∈ D, а lim ,
h

h
→

( ) =
0

0a  k не зависит от h.
Определение 2. Производной функции  f hкомплексного аргумента z ∈ D называется выражение 

вида

 ′( ) =
+( ) - ( )

→
f z

f z h f z
hh

lim ,
0

 (2)

где h ∈ Ch не является делителем нуля. Предел берется по норме из Ch.
Производные суммы, разности, произведения, частного от деления и композиции функций вычис-

ляются по тем же формулам, что и в классическом анализе, при условии, что они определены. 
Теорема 1. Функция f z( ) hдифференцируема в точке z ∈ D тогда и только тогда, когда выпол

няется (2).
Доказательство проводится так же, как и в случае аналитической функции комплексного перемен-

ного, при этом ′( ) =f z k  из (1).
Любая h-комплексная функция f z f x jy( ) = +( ) представима в алгебраической форме: 

f z u x y jv x y( ) = ( ) + ( ), , .
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Теорема 2. Пусть функция f z u x y jv x y( ) = ( ) + ( ), ,  определена в окрестности точки z = x + jy, функ
ции u x y,( ) и v x y,( ) дифференцируемы в точке x y, .( )  Тогда следующие утверждения эквивалентны:

1) функция f z( ) hдифференцируема в точке z;
2) в точке x y,( ) верны равенства

 ∂
∂

= ∂
∂

∂
∂

= ∂
∂

u
x

v
y

u
y

v
x

, .  (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что из первого утверждения следует второе. Пусть h = s +	 jt,

′( ) =
+( ) - ( )

→
f z

f z h f z
hh

lim .
0

Положим t = 0. В этом случае

′( ) =
+( ) - ( ) +

+( ) - ( ) = ∂
∂

+
→ →

f z
u x s y u x y

s j
v x s y v x y

s
u
xs s

lim
, ,

lim
, ,

0 0
jj v
x

∂
∂

.

Пусть s = 0, тогда

′( ) =
+( ) - ( ) +

+( ) - ( ) = ∂
∂→ →

f z
u x y t u x y

jt
j

v x y t v x y
jt

v
t t
lim

, ,
lim

, ,

0 0 yy
j u
y

+ ∂
∂

.

Имеем
∂
∂

+ ∂
∂

= ∂
∂

+ ∂
∂

u
x

j v
x

v
y

j u
y

,

следовательно, верны равенства (3).
Теперь покажем, что из второго утверждения следует первое. Пусть верны равенства (3), тогда

f z h f z u x s y t u x y j v x s y t v x y+( ) - ( ) = + +( ) - ( )  + + +( ) - ( )  =

=

, , , ,

′′ + ′ + ( )( ) + ′ + ′ + ( )( ) = ′ +( ) +

+ ′ +(

u s u t h h j v s v t h h u s jt

jv s jt

x y x y x

x

a b

)) + ( ) + ( )( ) = ′ + ′( ) + ( )a b γh j h h u jv h h hx x ,�

где γ a bh h j h( ) = ( ) + ( ), lim
h

h
→

( ) =
0

0γ , следовательно, функция f z( ) h-дифференцируема,

′( ) = ′ + ′ = ′ + ′f z u jv v jux x y y.
Теорема доказана.
Замечание. Равенства (3) являются аналогом условий Коши – Римана.

h-Голоморфность функций
Определение 3. Функция f z u x y jv x y( ) = ( ) + ( ), ,  называется hголоморфной в точке z0 = x0 +	 jy0 ∈ D, 

если в некоторой окрестности этой точки функции u и v имеют непрерывные вторые частные производ-
ные и выполнены условия (3). 

Введем обозначение D x y Dz x jy* = ( ) ∈ ∈{ }= +, R2  и далее будем считать, что функции u и v дважды 
непрерывно дифференцируемы в D*.

Теорема 3. Функция  f  является hголоморфной в точке z ∈ D тогда и только тогда, когда 

 f z j f x y j f x y( ) = + +( ) + - -( )1

2

1

2
.  (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функцию f z u x y jv x y( ) = ( ) + ( ), , . Пусть выполнены условия (3), 
тогда функции u и v удовлетворяют уравнениям

 ∂
∂

- ∂
∂

= ∂
∂

- ∂
∂

=
2

2

2

2

2

2

2

2
0 0

u
x

u
y x y

v v
, .  (5)
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Положим ξ = +( )1

2
x y , η = -( )1

2
x y . В этом случае

∂
∂

= ∂
∂

′ + ∂
∂

′ = ′ + ′

∂
∂

= ∂
∂

′ + ∂
∂

′ = ′ - ′

u u
x
x u

y
y u u

u u
x
x u

y
y u u

x y

x y

ξ

η

ξ ξ

η η

,

.










Смешанные производные функций u и v равны нулю:

∂
∂ ∂

= ∂
∂ ∂

=
2 2

0 0
u u

ξ η η ξ
, .

Таким образом, уравнения (5) равносильны следующим уравнениям:

 ∂
∂ ∂

= ∂
∂ ∂

=
2 2

0
u u

ξ η η ξ
.  (5а)

Аналогично получаем уравнения для функции v:

 ∂
∂ ∂

= ∂
∂ ∂

=
2 2

0
v v

ξ η η ξ
.  (5б)

Найдем общее решение уравнений (5а) и (5б):

′ = ( )*uξ m ξ ,

u d

x y x y

ξ η m ξ ξ m ξ ψ η

m ψ m

,( ) = ( ) = ( ) + ( ) =

= +





+ -





=

*∫  

 

2 2

1

2
xx y x y+( ) + -( ){ }ψ ,

′ = ( )*vξ ϕ ξ ,

v d

x y x y

ξ η ϕ ξ ξ ϕ ξ n η

ϕ n ϕ

,( ) = ( ) = ( ) + ( ) =

= +





+ -





=

*∫  



2 2

1

2
xx y x y+( ) + -( ){ }n .

Из уравнений
′ = ′ ′ = ′u v v ux y x y,

вытекает
1

2

1

2

1

2

′ +( ) + ′ -( ){ } = ′ +( ) - ′ -( ){ }

′ +( ) - ′ -( ){

m ψ ϕ n

m ψ

x y x y x y x y

x y x y

,

}} = ′ +( ) + ′ -( ){ }










1

2
ϕ nx y x y ,

следовательно,

′ +( ) = ′ +( )
′ -( ) = ′ -( )







+( ) = +( ) +
-(

m ϕ
ψ n

m ϕ a
ψ

x y x y
x y x y

x y x y
x y

,
,

,
)) = -( ) +





 n bx y ,

u x y x y x y

v x y x y x y

, ,

, .

( ) = +( ) + -( ) +{ }

( ) = +( ) - -( ) +{ }






1

2

1

2

ϕ ψ a

ϕ ψ b




Имеем
f z f x jy u x y jv x y

f z f x jy u x y jv x y
( ) = +( ) = ( ) + ( )
( ) = +( ) = ( ) - ( )




, , ,

, , ,





( ) = ( ) + ( )
( ) = ( ) - ( )







f x u x jv x

f x u x jv x

, , ,

, , ,

0 0

0 0
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из этого следует, что

u x f x f x

v x f x f x

u x, ,

, ,

,0
1

2

0
1

2

0
1

2
( ) = ( ) + ( ){ }
( ) = ( ) - ( ){ }










( ) = ϕϕ ψ a

ϕ ψ b

x x

v x x x

( ) + ( ) +{ }

( ) = ( ) - ( ) +{ }










,

, ,0
1

2
а значит,

ϕ a b

ψ a b

x u x v x

x u x v x

( ) = ( ) + ( ) - +

( ) = ( ) - ( ) - -










, , ,

, , ,

0 0
2

0 0
2

тогда

ϕ a b

ψ

x f x f x j f x f x

x f x f x j

( ) = ( ) + ( )( ) + ( ) - ( )( ) - +

( ) = ( ) + ( )( ) -

1

2 2 2

1

2

,

22 2
f x f x( ) - ( )( ) - -










a b
,

ϕ a b

ψ a b

x j f x j f x

x j f x j f x

( ) = + ( ) + - ( ) - +

( ) = - ( ) + + ( ) - -





1

2

1

2 2

1

2

1

2 2

,

.







Отсюда находим, что

f z u x y jv x y x y x y j x y x y( ) = ( ) + ( ) = +( ) + -( ) +{ } + +( ) - -( ) +{, ,
1

2 2
ϕ ψ a ϕ ψ b}},

f z j f x y j f x y j f x y j f x y( ) = + +( ) + - +( ) - + + + + -( ) + - -( ) -1

2

1

2

1

2 2

1

2

1

2

a b a aa b-







+
2

+ + +( ) + - +( ) - + - + -( ) - - -( ) + - +j j f x y j f x y j f x y j f x y
2

1

2

1

2 2

1

2

1

2 2

a b a b b







=

= + +( ) + - +( ) + - -( ) + + -( ) + + +( ) -1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

j f x y j f x y j f x y j f x y j f x y

- - +( ) + - -( ) - + -( ) = + +( ) + - -( )1

4

1

4

1

4

1

2

1

2

j f x y j f x y j f x y j f x y j f x y .

Таким образом, справедливо равенство (4).
Обратно, пусть верно (4), тогда для функции f z u x y jv x y( ) = ( ) + ( ), ,  положим y = 0:

f x u x jv x( ) = ( ) + ( ), , ,0 0

тогда

f x y u x y jv x y
f x y u x y jv x y

+( ) = +( ) + +( )
-( ) = -( ) + -( )







, , ,

, , .

0 0

0 0

Используя равенство (4), представим функцию f z( ) в виде

f z j u x y jv x y j u x y jv x y( ) = + +( ) + +( )  + - -( ) + -( ) 
1

2
0 0

1

2
0 0, , , , ==

= +( ) + +( ) + -( ) - -( )  +1

2
0 0 0 0u x y v x y u x y v x y, , , ,

+ +( ) + +( ) - -( ) + -( )  = ( ) + ( )j u x y v x y u x y v x y u x y jv x y
2

0 0 0 0, , , , , , .
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В силу
∂
∂

= ∂
∂

∂
∂

= ∂
∂

u
x

v
y

u
y

v
x

,

получаем, что теорема доказана.
Теорема 4. Пусть функция  f  hголоморфна в области D ⊂ Ch с кусочногладким краем ∂D и непре

рывна в замыкании D D D= ∪ ∂ . Тогда
f z dz

D
( ) =

∂
∫ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о.
f z dz u x y jv x y dx jdy

u x y dx v x y dy
D D

( ) = ( ) + ( )  +( ) =

= ( ) + ( )
∂ ∂
∫ ∫ , ,

, ,
∂∂ ∂
∫ ∫+ ( ) + ( )
D D

j u x y dy v x y dx, , ,

используя формулу Грина, получаем

f z dz v
x

u
y
dxdy j u

x
v
y
dxdy

D D D
( ) = ∂

∂
- ∂

∂






+ ∂
∂

- ∂
∂







=
∂
∫ ∫∫ ∫∫ 0..

Теорема доказана.
Далее нам понадобится следующая теорема вещественного анализа, которая выводится из второй 

теоремы о конечных приращениях [8].
Теорема 5 (о конечных приращениях для отображений из R2 в R2 ). Пусть функция F D:  ⊂ →R R2 2  

hдифференцируема в точке a b D, .( ) ∈   Тогда

 F a s b t F a b F a s b t
s
t

+ +( ) - ( ) ≤ ′ + +( )







∈[ ]

, , , .
,

max
ξ

ξ ξ
0 1

 (6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем вспомогательную функцию 
g F a s b tτ τ τ τ( ) = + +( ) ∈[ ], , , .0 1

Имеем
g g F a b g F a s b t: , , , , , ,0 1 0 1

2[ ] → ( ) = ( ) ( ) = + +( )R

′ = ′ + +( )







g F a s b t
s
t

τ τ, .

Положим
G g t g gτ( ) = ( ) ( ) - ( )1 0 ,

G G g t g g: , , .0 1 1 0[ ] → ( ) = ′( ) ( ) - ( )′R τ
Отсюда по теореме Лагранжа следует, что

G G G1 0 1( ) - ( ) = ( ) ⋅′ ξ ,  где ξ ∈[ ]0 1, .

Используя неравенство Коши для скалярного произведения, получаем

G G g g g g g g g g g g1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0( ) - ( ) = ( ) ( ) - ( ) - ( ) ( ) - ( ) = ( ) - ( ) ( ) - ( ) =

= gg g g g g g g g1 0 1 0 1 0
2( ) - ( ) = ′( ) ( ) - ( ) ≤ ′( ) ( ) - ( )ξ ξ .

Следовательно,
g g g1 0

0 1
( ) - ( ) ≤ ′( )

∈[ ]
max

ξ
ξ

,
.

Это неравенство эквивалентно неравенству (6). Теорема доказана.

Представим функцию F x y,( ) в векторном виде: F x y
u x y
v x y

,
,
,

,( ) =
( )
( )









  тогда

′( ) =
′ ( ) ′ ( )
′( ) ′( )













F x y
u x y u x y

v x y v x y
x y

x y
,

, ,

, ,
.



35БГУ – столетняя история успеха

Вещественный, комплексный и функциональный анализ
Real,  Complex and Functional Analysis

Теперь из неравенства (6) и неравенства Коши – Буняковского получаем

 
F a s b t F a b

u a s b t u a b
v a s b t v a b

+ +( ) - ( ) =
+ +( ) - ( )
+ +( ) - ( )









, ,

, ,

, ,
==

D
D









 = D + D ≤

≤ ′ + ′( ) + ′ + ′( ) ≤
∈[ ]

u
v

u v

u s u t v s v tx y x y

2 2

0 1

2 2

max
ξ ,

mmax
ξ ∈[ ]

′ + ′ + ′ + ′( ) +( )
0 1

2 2 2 2 2 2

,
,u u v v s tx y x y

 

(7)

где все частные производные вычислены в точке a s b t+ +( )ξ ξ, .

Пусть f z u x y jv x y( ) = ( ) + ( ), ,  – h-голоморфная функция, тогда ′ = ′u vx y , ′ = ′u vy x , следовательно,

′( ) = ′ + ′ = ′ + ′ = ′ + ′ = ′ + ′f z u jv u ju v jv v jux x x y y x y y ,

′ ′( ) = ′ + ′ ≤ ′ + ′ = ( )f z u v u u f zx x x y
2 2

,

 f z h f z u j v u v u v+( ) - ( ) = D + D = D + D ≤ D + D2
2 2

,  (8)

где h s jt s t s t h= + = + ≤ + =2 2
.

Теорема 6 (о конечных приращениях для h-голоморфной функции). Пусть функция  f  hголоморфна 
в области D ⊂ Ch. Тогда 
 f z h f z f h

z z h
+( ) - ( ) ≤ ( )′ ⋅

∈ +[ ]
2 max .

,ζ
ζ  (9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу неравенств (7) и (8) имеем

f z h f z u v

s tu ux y

+( ) - ( ) ≤ D + D ≤

+{ } +{ } ≤≤ ′ ′
∈[ ] ∈

2

2 2

2 2

0 1

2 2 2 2
max max

,ξ ζ zz z h z z h
f h f h

, ,
max .

+[ ] ∈ +[ ]
′ ⋅ ′ ⋅( ) ≤ ( )ζ ζ

ζ
2

Теорема доказана.

h-Аналитичность функций
Определение 4. Функция  f  называется h-аналитической в точке z0 ∈ D, если существует некоторая 

окрестность этой точки, в которой  f  разлагается в сходящийся степенной ряд:

 f z c z z c
k

k
k

k h( ) = -( ) ∈
=

∞

∑
0

0 , .C  (10)

Из определения вытекает, что h-аналитическая функция  f  бесконечно h-дифференцируема в некото-

рой окрестности точки z0, а ряд (10) есть ряд Тейлора функции  f, т. е. c
f z
kk

k

=
( )( )

0

!
.

Областью сходимости ряда (10) является открытый h-круг
G z z r= - <{ }0 ,

где r
c

k k
k

=

→ ∞

1

lim
.

Теорема 7. Пусть функция  f : D → Ch является бесконечное число раз hдифференцируемой в об
ласти D ⊂ Ch ,
 f z Me n z z z R Dn ARm( ) ( ) ≤ ∀ ∈ ∀ ∈ - ≤ }{ ⊂, ,0  (11)

M, A, m – некоторые положительные константы. Тогда  f разлагается в ряд Тейлора:

f z
f z
k

z z z D
k

k
k( ) =

( )
-( ) ∈

=

∞ ( )
∑

0

0

0 0
!

, ,

равномерно сходящийся в круге z z R- ≤0 .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Представим f z( ) в виде
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f z T z z r zn n( ) = ( ) + ( ), ,0

где T z z
f z
k

z zn
k

k
k

n
,

!
;0

0

0

0( ) =
( )

-( )
=

( )
∑  r zn ( ) – остаточный член. Составим вспомогательную функцию

F t f z T z t f z
f t
k

z tn
k

n k
k( ) = ( ) - ( ) = ( ) - ( ) -( )

=

( )
∑,

!
,

0

для нее имеем F z( ) = 0, F z r zn0( ) = ( ). Продифференцируем F t( ) по переменной t:

′( ) = - ( ) -( )
+( )

F t
f t
n

z t
n

n
1

!
.

В силу неравенства (9) и условия (11) получаем

r z F z F z F z z
f

n z z h z z h

n

( ) = ( ) - ( ) ≤ ′( ) ⋅ - ≤
∈ +[ ] ∈ +[ ]

+

0 0

1

2 2max max
, ,ζ ζ

ζ
(( )

∈ +[ ]
+( )

( ) -( )

( ) -( )

⋅ - ≤

≤ ⋅ ⋅ -

t
n

z t z z

f z t
n

z z

n

z z h

n n

!

sup
!,

0

1

02
1

ζ
ζ ≤≤  →+

∞→
2

0
1

n
Me RAR n

n

m

!

при условии z t R- ≤  и z z R- ≤0 . Отсюда выводим

f z
f z
k

z z
k

k
k( ) =

( )
-( )

=

∞ ( )
∑

0

0

0
!

,

где ряд сходится равномерно в круге z z R- ≤0 . Теорема доказана.
Следствие. Остаточный член формулы Тейлора в форме Пеано имеет вид

r z o z z nn
n( ) = -( ) → ∞0 , .

Определение 5. Функция  f  hаналитична в области D ∈ Ch, если она hаналитична во всех точках 
этой области.

Пусть  f  hаналитична в точке z0, следовательно, в окрестности точки z0 имеем

 f z c z z c z zk
k

k
k( ) = -( ) + -( ) + …+

+
0 1 0

1
,  (12)

где ck ≠ 0, k ≥ 0.
Определение 6. Точка z0 называется нулем порядка k функции  f, если k ≥ 1 в (12).
Из (12) вытекает представление

f z z z zk( ) = -( ) ( )0 ϕ ,

где ϕ z c c z zk k( ) = + -( ) + …+ 1 0 , ϕ z( ) hаналитична в окрестности точки z z ck0 0 0, .ϕ( ) = ≠  В силу не-
прерывности функции ϕ z( ) существует окрестность U z z z U z0 00( ) ( ) ≠ ∀ ∈ ( ): .ϕ  Если ck не является 
делителем нуля, то существует окрестность V z0( ) такая, что в этой окрестности f z( ) не имеет других 
нулей, кроме точки z0. Отсюда вытекает следующая теорема.

Теорема 8 (теорема единственности для h-аналитических функций). Пусть  f1 и  f2 hаналитичны 
в области D ⊂ Ch , f z f zk k1 2( ) ≡ ( ), где zk ∈ D, lim

k kz z D
→ ∞

= ∈0 , 1 00±( )( ) ≠-j z zk , k = 1, 2, … . Тогда 
f z f z1 2( ) ≡ ( ) всюду в D.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f z f z f z( ) = ( ) - ( )1 2 . В некоторой окрестности U z0( )
f z c c z z c z z( ) = -( ) + -( ) + …+0 1 0 0

2

2 .

Имеем f zk( ) = 0, следовательно,
f z f z

k k0 0( ) = ( ) =
→ ∞

lim ,

тогда c0 = 0. Отсюда получаем
f z z z c c z z z z z( ) = -( ) + -( ) + …( ) = -( ) ( )0 1 2 0 0 1ϕ ,

где ϕ1 1 2 0z c c z z( ) = + -( ) + ….
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Теперь
f z z z zk k k( ) = -( ) ( ) =0 1 0ϕ ,

тогда ϕ1 0zk( ) =  и ϕ1 0 0z( ) = , значит, c1 = 0, следовательно,

ϕ ϕ1 2 0 3 0

2

0 2 3 0 0 2z c z z c z z z z c c z z z z z( ) = -( ) + -( ) + … = -( ) + -( ) + …( ) = -( ) (( ).
Поскольку 

ϕ ϕ1 0 2 0z z z zk( ) = -( ) ( ) = ,

то ϕ2 0zk( ) =  и ϕ2 0 0z( ) = , а значит, c2 = 0 и т. д., следовательно, c nn = ∀0 . Таким образом, f z( ) ≡ 0 
∀ ∈ ( )z U z0 . Пусть M ⊂ D – множество нулей функции  f, M



 – его внутренность, причем M


≠ ∅.  Если 
M D


= ,  то теорема доказана. В случае если M D


 , существует граничная точка d множества M


,  яв-
ляющаяся внутренней точкой множества D. Также существует последовательность d Mn ∈



 такая, что
lim ,
n nd d

→ ∞
=

причем 1 0±( ) -( ) ≠j d dn ,
f d d

n n( ) = =
→ ∞

lim ,0

следовательно, существует окрестность V d( ) такая, что f z z V d( ) ≡ ∀ ∈ ( )0 . Это противоречит тому, что 
d – граничная точка M



. Теорема доказана.
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