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УДК 517.58

О ЛОКАЛЬНОЙ ОБРАТИМОСТИ ФУНКЦИЙ  
h -КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО

В. А. ПАВЛОВСКИЙ 1), И. Л. ВАСИЛЬЕВ1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Теория функций h-комплексного переменного – альтернатива для обычной теории функций комплексного пере-
менного, получающаяся заменой правил умножения. Это изменение приводит к появлению делителей нуля на 
множестве h-комплексных чисел. Такие числа образуют коммутативное кольцо, не являющееся полем. h-Голоморф-
ные функции выступают решениями систем уравнений гиперболического типа, тогда как классические голо-
морфные функции – решениями систем уравнений эллиптического типа. Следствием этого является значитель-
ное отличие свойств h-голоморфных и классических голоморфных функций. Интерес к исследованию свойств 
функций h-комплексного переменного связан с необходимостью поиска новых методов решения задач механики 
и плоской теории относительности. В данной работе доказана теорема о локальной обратимости h-голоморфных 
функций, сформулированы принципы сохранения области и максимума нормы для h-голоморфных функций. 

Ключевые слова: h-голоморфность; локальная обратимость; принцип сохранения области; принцип максимума 
нормы; кольцо h-комплексных чисел; делители нуля.
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The theory of functions of an h-complex variable is an alternative to the usual theory of functions of a complex vari-
able, obtained by replacing the rules of multiplication. This change leads to the appearance of zero divisors on the set of 
h-complex numbers. Such numbers form a commutative ring that is not a field. h-Holomorphic functions are solutions 
of systems of equations of hyperbolic type, in comparison with classical holomorphic functions, which are solutions of 
systems of equations of elliptic type. A consequence of this is a significant difference between the properties of h-holo-
morphic functions and the classical ones. Interest in studying the properties of functions of an h-complex variable is 
associated with the need to search for new methods for solving problems in mechanics and the plane theory of relativity. 
The paper presents a theorem on the local invertibility of h-holomorphic functions, formulates the principles of preserving 
the domain and maximum of the norm. 
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Введение
Пусть h – множество всех h-комплексных чисел [1– 6]. Любое число из множества h представимо 

в алгебраической форме:
z a b a b a b a jb z j z= ( ) = ( ) + ( ) = ⋅ ( ) + ⋅ ( ) = + = +; ; ; ; ; Re ,0 0 1 0 0 1 Hyp 

где a = Re z – вещественная часть числа z, а b = Hyp z – гиперболическая часть числа z. Как показано 
в работе [7], множество h-комплексных чисел h есть кольцо с делителями нуля, каковыми являются 
числа вида a ± a j.

Норма элемента в кольце h определяется по формуле z a b= + , а модуль h-комплексного числа 
имеет вид z a b= +2 2  [7]. 

Пусть D – область в h , тогда любая h-комплексная функция f D h: →   представима в алгебраиче-
ской форме: 

f z f x jy u x y jv x y( ) = +( ) = ( ) + ( ), , .

Функция f z u x y jv x y( ) = ( ) + ( ), ,  называется h-голоморфной в точке z0 = x0 +  j y0 ∈ D, если функции u и v 
имеют непрерывные вторые частные производные и выполнены условия 

∂
∂

= ∂
∂

∂
∂

= ∂
∂
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v
y

u
y
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x

, .

Функция f z( ) h-голоморфна в области D ⊂ h, если она h-голоморфна в каждой точке этой области.

Теорема о локальной обратимости  
h-голоморфных функций

Пусть f z u x y jv x y( ) = ( ) + ( ), ,  – функция, h-голоморфная в области D ⊂ h. Тогда всюду в D ′ = ′u vx y , 
′ = ′u vy x , ′( ) = ′ + ′f z u jvx x  [7]. В отличие от классических голоморфных функций условие ′( ) ≠f z 0 не яв-

ляется достаточным даже для локальной обратимости h-голоморфных функций. Например, для функции 
f z j z( ) = +( )1  производная ′( ) = + ≠f z j1 0 всюду в h, однако эта функция ни в одной точке локально 

не обратима. Покажем, что при более сильных ограничениях локальная обратимость h-голоморфных 
функций имеет место. Верна следующая теорема.

Теорема 1. Пусть функция w f z u x y jv x y= ( ) = ( ) + ( ), ,  h-голоморфна в области D ⊂ h , z0 = a + 
+ jb ∈ D. Если ′ ( ) ≠ ′ ( )u a b u a bx y, , , то существуют открытая окрестность U точки z0 и открытая 
окрестность V точки w f z0 0= ( ) такие, что функция  f  : U → V имеет обратную функцию  f  –1 : V → U, 
которая непрерывно h-дифференцируема в V, и, следовательно,

 f w f z− −{ }′ ( ) = ( ){ }′1 1

.  (1)

Если ′ ( ) ≡ ′ ( )u x y u x yx y, ,  в некоторой окрестности точки z0 , то  f  не обратима в этой окрестности.
Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Функции   f  поставим в соответствие непрерывно дифференцируемое в окрест-

ности точки a b;( ) ∈R2 согласованное отображение
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По теореме об обратном отображении существуют открытая окрестность U * точки a b;( ) ∈R2 и откры-
тая окрестность V  * точки F a b;( ) ∈R2 такие, что отображение F : U * → V  * имеет обратное отображе-
ние F –1 : V  * → U *. Это отображение также непрерывно дифференцируемо и, таким образом,

 F u v F x y− −{ }′ ( ) = ( ){ }′1 1
, , .  (2)
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Отображению F u v
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 поставим в соответствие функцию z f w x u v jy u v= ( ) = ( ) + ( )−1

, , . Ок-

рестностям U * и V  * соответствуют окрестности U и V точек z0 = a + jb и w f z
0 0

= ( ). Тогда функции 
f  : U → V и  f  –1 : V → U являются обратными друг другу.

2. Докажем формулу (1). Имеем
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Из выражения (2) получаем ′ = ′
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Для функции z f w x u v jy u v= ( ) = ( ) + ( )−1

, ,

z f w x u v jy u v= ( ) = ( ) + ( )−1
, ,  имеем
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Следовательно, функция  f  –1 h-голоморфна в V, и тогда

f w x jy
u ju u jv

u jv
f zu u

x y x x

x x

− −{ }′ ( ) = ′ + ′ =
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3. Пусть ′ ( ) ≡ ′ ( )u x y u x yx y, ,  в некоторой окрестности U точки z0. Введем характеристические коор-

динаты ξ η= +( ) = −( )1
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Если ′ = ′u ux y , то с учетом ′ = ′u vx y , ′ = ′u vy x  выводим
′ = ′ = ′ ′ = ′ =u v u u vxξ ξ η η2 0, .

Отсюда

u u u x y v v v x y u x y C= ( ) = +





= ( ) = +





= +





+ξ η
2 2 2

, ,

где C ∈ R. Тогда

f z u x y jv x y j u x y jC( ) = +





+ +





= +( ) ⋅ +





+
2 2

1
2

.

Пусть z0  ∈ D, z0 = a + jb. Все точки интервала γ = + = + = + ∈{ }x y a b z x jy U  переходят в точку 

w j u a b jC0 1
2

= +( ) ⋅ +





+ , лежащую на прямой y = x + C. Если ′ = − ′u ux y , то ′ = ′ =u vξ ξ 0, ′ = − ′ = ′u v uxη η 2 . 

Отсюда 

u u u x y v v v x y u x y C= ( ) = −
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где C ∈ R. В этом случае для любой точки z0 ∈ D и ее окрестности U все точки интервала γ = − = − = + ∈{ }x y a b z x jy U

γ = − = − = + ∈{ }x y a b z x jy U  переходят в точку w j u a b jC0 1
2

= −( ) ⋅ −





+ , лежащую на прямой y = – x + C.

Таким образом, при ′ ( ) ≡ ′ ( )u x y u x yx y, ,  всюду в D функция  f  локально не обратима ни в одной точке 
области D. Теорема доказана.

Замечание 1. В отличие от классического комплексного анализа условие ′ ( ) ≠f z 0 не является не-
обходимым для локальной обратимости h-голоморфных функций в окрестности точки z. Например, 
f z z( ) = 3 обратима в любой окрестности точки z = 0, в то время как ′ ( ) =f 0 0.

Принцип сохранения области
Для h-голоморфных функций обычный принцип сохранения области не имеет места. Например, об-

разом открытого h-круга D z= <{ }1  при отображении f z j u x y( ) = +( ) ⋅ +( )1  будет интервал γ = = +( ) ⋅ +( ) − < + <{ }w j u x y x y1 1 1 ,

γ = = +( ) ⋅ +( ) − < + <{ }w j u x y x y1 1 1 , который не является областью в h. Для h-голоморфных функций 
верна следующая теорема.

Теорема 2. Пусть функция w f z u x y jv x y= ( ) = ( ) + ( ), ,  h-голоморфна в области D ⊂ h , а функ-
ции ′ ( )u x yx , , ′ ( )u x yy ,  непрерывны в области D x y z x jy D∗ = ( ) ∈ = + ∈{ }; .R2  Если ′ ( ) ≠ ′ ( )u x y u x yx y, ,  

всюду в D*, то множество E f D= ( ) является областью. Если ′ ( ) ≡ ′ ( )u x y u x yx y, ,  всюду в D, то f D( ) – 
открытый интервал вида

γ = = ±( ) ⋅ ±





+ ∈ ( ) ∈







∗w j u x y jC C x y D1
2

R, ; .

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Пусть ′ ( ) ≠ ′ ( )u x y u x yx y, , . Докажем, что множество E f D= ( ) открыто. Вы-
берем произвольную точку w f z E0 0= ( ) ∈ , z x jy D

0 0 0
= + ∈ . В силу теоремы 1 существуют такие от-

крытые окрестности U и V точек z0 и w0 соответственно, что функция  f  : U → V имеет обратную функ-
цию  f  –1 : V → U. Тогда для любой точки w1  ∈ V существует такая точка z1  ∈ U, что z f w D1

1

1= ( ) ∈−
, 

w f z E
1 1

= ( ) ∈ . Следовательно, множество E открытое.
2. Докажем, что E связно. Для открытых множеств связность эквивалентна линейной связности [8]. 

Пусть w1, w2  ∈ E, z1  ∈ D – один из прообразов w1, z2  ∈ D – один из прообразов w2. Существует путь 
γ : ,z z t= ( )  t ∈[ ]0 1, , связывающий в D точки z1 и  z2. Из непрерывности  f  вытекает, что образ γ ∗ = ( ) f z t , 
t ∈[ ]0 1, , будет путем, связывающим в E точки w1 и w2. Очевидно, что γ * ∈ E, следовательно, множество E 
связное. Таким образом, при ′ ( ) ≠ ′ ( )u x y u x yx y, ,  всюду в D множество E f D= ( ) есть область.

3. Пусть ′ ( ) ≡ ′ ( )u x y u x yx y, ,  для любой точки x y D; .( ) ∈ ∗  Если ′ = ′u ux y , то f z j u x y jC( ) = +( ) ⋅ +





+1
2

 

и для любой точки z  ∈ D точка w f z= ( ) лежит на интервале γ = = +( ) ⋅ +





+ ∈ ( ) ∈







∗w j u x y jC C x y D1
2

R, ; .

γ = = +( ) ⋅ +





+ ∈ ( ) ∈







∗w j u x y jC C x y D1
2

R, ; . Если ′ = − ′u ux y , то f z j u x y jC( ) = −( ) ⋅ −





+1
2

 и образы любой точки z ∈ D лежат на ин-

тервале γ = = −( ) ⋅ −





+ ∈ ( ) ∈







∗w j u x y jC C x y D1
2

R, ; . Указанные интервалы не яв ляются облас-

тями в h. Теорема доказана.

Принцип максимума нормы
Теорема 3. Пусть функция w f z u x y jv x y= ( ) = ( ) + ( ), ,  h-голоморфна в области D ⊂ h , а функ-

ции ′ ( )u x yx , , ′ ( )u x yy ,  непрерывны в области D x y z x jy D∗ = ( ) ∈ = + ∈{ }; .R2  Если ′ ( ) ≠ ′ ( )u x y u x yx y, ,  
всюду в D*, то функция f z f z( ) ( ) ≠, const, не может достигать локального максимума во внутрен-
ней точке области D.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 2 множество E f D= ( ) � является областью. Пусть f z( )  дости-
гает локального максимума в точке z0 ∈ D, w f z E

0 0
= ( ) ∈ . Тогда существуют такие открытые окрест-
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ности U и V точек z0 и w0 соответственно, что функция f U V: →  обратима. В окрестности V найдется 
такая точка w1, что w w

1 0
> . Это противоречит тому, что f z( )  достигает максимума в точке z0. Тео-

рема доказана.
Следствие 1. Если в условиях теоремы 3 f C D∈ ( ), то функция f z( )  достигает максимума на 

границе ∂D.
Следствие 2. Если в условиях теоремы 3 f z( ) ≠ 0 для любой точки z ∈ D, то f z( )  не может до-

стигать локального минимума внутри D.
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