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УДК 515.12

О ВЛОЖЕНИИ ΩΩ -НАСЫЩЕНИЯ  
ТОПОЛОГИЧЕСКОГО ПРОСТРАНСТВА 

А. С. БЕДРИЦКИЙ 1), В. Л. ТИМОХОВИЧ 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Счетнокомпактификацией топологического пространства X называется такое расширение Y пространства X, 
что Y вполне регулярно и счетно-компактно и любое замкнутое счетно-компактное подмножество простран-
ства X замкнуто и в Y. Однако подобное расширение не всегда существует. В связи с этим появилось понятие 
насыщения топологического пространства, которое является некоторым обобщением понятия счетнокомпакти-
фикации: вместо условия счетнокомпактности Y требуется, чтобы любое бесконечное подмножество в X имело 
предельную точку в Y, второе условие остается неизменным. Такое расширение уже определено для любого T1-прост
ранства. В работе рассмотрена конкретная конструкция насыщения, названная Ω-насыщением. Доказано, что при 
некотором дополнительном условии (необходимом и достаточном) на отделимость исходного пространства X его 
Ω-насыщение канонически вкладывается в стоун-чеховское расширение βX. Аналогичный результат для счетно-
компактификации получен К. Моритой. 

Ключевые слова: насыщение топологического пространства; счетнокомпактификация в  смысле Мориты; 
Ω-насыщение; компактификация Волмэна; Δ-база; компактификация Стоуна – Чеха.
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ON THE EMBEDDING OF THE ΩΩ -SATURATION  
OF A TOPOLOGICAL SPACE
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The countably-compactification of a topological space X is such its extension Y, that Y is a completely regular and 
countably-compact space, and any closed countably-compact subset of X is closed in Y. But this extension does not always 
exist. Due to this, the concept of a saturation of a topological space appeared, which is a generalisation of the countably-
compactification: instead of the condition of the countably-compactness of Y, it is necessary that any infinite subset of X 
has a limit point in Y. Meanwhile, the second condition remains unchanged. Such an extension is already defined for any 
T1-space. In this paper we consider a specific construction of saturation named as Ω-saturation. It is proved that under 
some additional (necessary and sufficient) condition to the separation of the initial space X, its Ω-saturation is canonically 
embedded in the Stone – Čech compactification βX. An analogous result is obtained for the countably-compactification 
by K. Morita.

Keywords: saturation of a topological space; countably-compactification in the sense of Morita; Ω-saturation of a to
pological space; Wallman compactification; ∆-base; Stone – Čech compactification. 

Введение
Понятие перистого паракомпакта появилось в работе А. В. Архангельского [1], там же дана его внешняя 

характеристика. Чуть позже в статье Д. Нагаты [2] было показано, что перистые паракомпакты (и только 
они) представляются как замкнутые подпространства произведений метризуемых пространств на ком-
пакты. Параллельно теории перистых паракомпактов развивалась теория M-пространств [3; 4]. Ввиду 
схожести внешних характеристик перистых паракомпактов и M-пространств естественно возник вопрос 
о представлении последних в виде замкнутых подпространств произведений вполне регулярных счетно-
компактных пространств на метризуемые пространства. К. Моритой в работе [5] было доказано, что 
данное представление M-пространства X равносильно его счетнокомпактифицируемости, т.  е. суще-
ствованию такого вполне регулярного счетно-компактного расширения Y, что любое замкнутое счетно-
компактное подмножество в X замкнуто и в Y. В этой же работе доказано, что если счетнокомпактифика-
ция Y пространства X существует, то она канонически вкладывается в стоун-чеховское расширение βX. 
Но, как оказалось, даже не все нормальные локально компактные M-пространства имеют счетноком-
пактификацию [6]. В связи с этим возникают две задачи:

1) нахождения необходимых и достаточных условий счетнокомпактифицируемости (не обязательно 
M-пространства);

2) нахождения некоторой конструкции расширения, близкой по свойствам к счетнокомпактифика-
ции, но существующей по крайней мере для достаточно широкого класса пространств.

В плане решения второй задачи в публикации [7] появилось понятие насыщения топологического 
пространства. В работе [8] были определены и исследованы конструкции ω- и Ω-насыщений.

В настоящей статье рассмотрена конструкция Ω-насыщения, обозначенная Yγ , и показано, что при 
некотором дополнительном условии (необходимом и достаточном) на отделимость исходного простран-
ства X это расширение канонически вкладывается в стоун-чеховское расширение βX. Данный результат 
аналогичен вышеупомянутому свойству счетнокомпактификации, установленному К. Моритой. 

Под пространством, если не оговорено иное, будем понимать произвольное топологическое T1-прост
ранство. Пусть X – пространство, A ⊂   X. Тогда A X[ ]  – замыкание множества A в X; A X

op
⊂  ( ),A X

cl
⊂  

если множество A открыто (замкнуто) в X; C X I,( ) – множество всех непрерывных функций из X в I, 
где I = [ ]0 1; .

Множество A называется дискретом в X, если A счетно, дискретно как подпространство и замкнуто 
в X. Через ∆ будем обозначать семейство всех дискретов пространства X.

Дальнейшие построения и рассуждения существенно используют конструкцию и свойства волмэ-
новского компактного расширения ω X, поэтому напомним основные положения, связанные с этим рас-
ширением. Нарост ω X  \ X волмэновского расширения ω X составляют замкнутые (т.  е.  состоящие из 
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замкнутых в X множеств) свободные (т. е. имеющие пустое пересечение) ультрафильтры. Базу топо-
логии ω X образуют множества вида W U U X X U F( ) = ∪ ∈{ ⊃ξ ω \  для некоторого F ∈ }ξ , где U X

op
⊂  

[9, с. 272]. Отметим также, что W U( ) является максимальным открытым раздутием множества  U 

в ω X, т. е. W U G X G X U
op

( ) = ⊂ ∩ ={ }ω


. Если F X
cl
⊂  и F U X

op
⊂ ⊂ , то F F X X FX[ ] = ∪ ∈ ∈{ }ω ξ ω ξ\   

и  F W UX[ ] ⊂ ( )ω .  Также верно следующее: W U U W U W Un n1 1∪ … ∪( ) = ( ) ∪ … ∪ ( ), F F F Fn X X n X1 1∩ … ∩[ ] = [ ] ∩ … ∩ [ ]ω ω ω ,

F F F Fn X X n X1 1∩ … ∩[ ] = [ ] ∩ … ∩ [ ]ω ω ω , где U Xi op
⊂ , F Xi cl

⊂ , 1 ≤ i ≤ n (подробнее см. [9, с. 272]).

Предварительные рассмотрения
Пусть X и Y – пространства и X – подпространство в Y.
Определение 1 [10]. Говорят, что пространство X относительно счетно-компактно в Y, если любое 

бесконечное множество A ⊂  X имеет в Y предельную точку.
Определение 2 [7]. Пространство Y называют насыщением пространства X, если X всюду плотно 

в Y (т. е. Y – расширение для пространства X  ), X относительно счетно-компактно в Y и любое счетно-
компактное замкнутое в X множество замкнуто и в Y.

Следуя [8], подсемейство γ ⊂ ∆ назовем ∆-базой в X, если для любого A ∈ ∆ найдется B ∈ γ такое, что 
B ⊂ A. Для U X

op
⊂  максимальное открытое раздутие множества U в пространстве Y обозначим через  ^U, 

т. е. ^U G Y G X U
op

= ⊂ ∩ ={ }

.

Определение 3 [8]. Пусть X всюду плотно в Y  и γ  – ∆-база в X. Пространство Y  называется ω-насыще
нием пространства X, а ∆-база γ – ω-допустимой при выполнении следующих условий:

1) для любой точки y ∈ Y  \ X найдется дискрет A ∈ γ такой, что y A Y∈[ ] , и обратно, для любого A ∈ γ 
A Y XY[ ] ∩ ( ) ≠ ∅\ ;

2) если A ∈ γ, B ⊂ A и B U X
op

⊂ ⊂ , то B UY[ ] ⊂ ^;

3) множества вида ^U, где U X
op
⊂ , образуют базу топологии пространства Y.

Если при этом для любого A ∈ γ множество A Y[ ]  компактно, то Y называется Ω-насыщением для X, 
а ∆-база γ – Ω-допустимой.

В работе [8] показано, что определенное таким образом ω-насыщение действительно является на-
сыщением для пространства X. Там же определена и исследована следующая конкретная конструкция 
Ω-насыщения.

Фиксируем некоторую ∆-базу γ и положим 
Y X X Xγ ξ ω ξ γ= ∪ ∈ ∩ ≠ ∅{ }\ .

Теорема 1 [8]. Пространство Yγ – насыщение пространства X, причем выполняются следующие 
условия: 

1) множества вида ^U, где U X
op
⊂ , образуют базу топологии пространства Yγ ;

2) если  A ∈ γ, то A AY X[ ] = [ ]
γ ω  и  A Y[ ]

γ
 компактно; 

3) если  X регулярно, то пространство Yγ  хаусдорфово;
4) если F X

cl
⊂  и F U X

op
⊂ ⊂ , то F UY[ ] ⊂

γ

^;

5) если U = U1 ∪ … ∪ Un , то ^ ^ ^U U Un= ∪ … ∪1 , если F = F1 ∩ … ∩ Fn , то F F FY Y n Y[ ] = [ ] ∩ … ∩ [ ]
γ γ γ

1 , 
где U Xi op

⊂ , F Xi cl
⊂ , 1 ≤ i ≤ n.

Очевидно, что Yγ – Ω-насыщение для пространства X, а ∆-база γ является Ω-допустимой. Отметим 
также, что свойства, описанные в п. 1 и 5, есть прямые следствия соотношений ^U W U Y= ( ) ∩ γ  и  F F YY X[ ] = [ ] ∩

γ ω γ .
F F YY X[ ] = [ ] ∩

γ ω γ .
Об отделимости пространства Yγ , помимо п. 3, известно следующее.
Определение 4 [11]. Пространство X называется δ-хаусдорфовым, если оно хаусдорфово и из любо-

го множества A ∈ ∆ можно выделить бесконечное подмножество B ⊂ A, допускающее раздутие до дис-
кретного семейства U b Bb ∈{ }, где b U Xb op

∈ ⊂ , b ∈ B (семейство множеств в X называют дискретным, 
если для любой точки из X найдется окрестность, пересекающаяся не более чем с одним множеством 
данного семейства).
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Следуя [8], множество всех дискретов, допускающих раздутие до дискретного семейства окрестнос
тей своих точек, обозначим через δ, а ∆-базу γ назовем δ-базой, если γ ⊂ δ.

Предложение 1 [8] (см. также [12, лемма 2, теорема 5]). Если насыщение Yγ регулярно для некоторой 
∆-базы γ, то пространство X δ-хаусдорфово и γ ⊂ δ, и обратно, если X регулярно и δ-хаусдорфово, то Yγ 
регулярно для любой δ-базы γ.

Предложение 2  [8]. Пусть X вполне регулярно и δ-хаусдорфово. Тогда и Yγ вполне регулярно для 
любой δ-базы γ.

Следующая теорема показывает, что рассмотренная выше конструкция насыщения Yγ является уни-
версальным пространством для всех ω-насыщений с ω-допустимой ∆-базой γ.

Теорема 2 [8]. Для любого ω-насыщения Y пространства X с ω-допустимой ∆-базой γ существует 
каноническое (т. е. тождественное на X ) вложение пространства Y в Yγ , причем если Y – Ω-насыще
ние, а γ Ω-допустима, то Y и Yγ канонически гомеоморфны.

Вложение YYγγ в β β X
На основании предложений 1 и 2 можем заключить, что условие δ-хаусдорфовости вполне регуляр-

ного пространства X является необходимым для вложения Yγ в βX. Действительно, если существует вло-
жение Yγ в βX, то Yγ вполне регулярно, а тогда согласно предложению 1 пространство X δ-хаусдорфово. 
Покажем, что это условие является и достаточным.

Перед формулировкой следующей теоремы напомним, что если отображение f  : X → Y непре-
рывно, а Y вполне регулярно, то f единственным образом непрерывно продолжается до отображения 
ϕ : ωX → βY [9, с. 272].

Теорема 3. Пусть X – вполне регулярное δ-хаусдорфово пространство, ϕ : ωX → βX – непрерывное 
продолжение тождественного отображения IdX пространства X на себя, γ – δ-база в X. Тогда суже-
ние ϕ ϕ

γ
γ γY Y Y: → ( )  – гомеоморфизм. 

Для доказательства нам понадобится следующая лемма.
Лемма. Пусть f  : X → Y  – замкнутое отображение (т.  е. f F Y

cl
( ) ⊂  для любого F X

cl
⊂ ), B  ⊂  Y, 

A f B= ( )−1
. Тогда сужение f A BA : →  – также замкнутое отображение.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть C A
cl
⊂ , т. е. существует множество F X

cl
⊂  такое, что C = F ∩ A. Утвержде-

ние будет доказано, если покажем, что f C B
cl

( ) ⊂ . Исходя из общих свойств отображений, имеем 

f C f A F f A f F f f B f F B f F( ) = ∩( ) ⊂ ( ) ∩ ( ) = ( )( ) ∩ ( ) ⊂ ∩ ( )−1
.

Обратно, пусть y f F B∈ ( ) ∩ .  Тогда f y A− ( ) ⊂1  и y f x= ( ),  где x ∈ F. Очевидно, что x f y F A F∈ ( ) ∩ ⊂ ∩−1
,

x f y F A F∈ ( ) ∩ ⊂ ∩−1
, откуда y f A F f C∈ ∩( ) = ( ). Таким образом, f C f F B( ) = ( ) ∩ . По  условию f F Y

cl
( ) ⊂ , 

а значит, f C f F B B
cl

( ) = ( ) ∩ ⊂ . Лемма доказана. 
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы 3. Легко видеть, что отображение ϕ замкнуто. В самом деле, любое 

замкнутое в ω X множество компактно, следовательно, его непрерывный образ является компактом в βX, 

а значит, и замкнутым множеством. Пространство Yγ представим в виде Y X A X
A

γ ω
γ

= ∪ [ ]










∈


. Поскольку 

ϕ ϕω β βA A AX X X[ ]( ) = ( )  = [ ]  для любого A ∈ γ, то ϕ γ β
γ

Y X A X
A

( ) = ∪ [ ]










∈


.

Докажем далее, что сужение ϕ на множестве ϕ ϕ γ
− ( )( )1 Y  инъективно. Пусть x ∈ X, ξ ∈ ω X  \ X. По-

кажем, что ϕ ϕ ξx x( ) = ≠ ( ). Выберем F ∈ ξ такое, что x ∉ F. Так как ξ ω∈[ ]F X , то ϕ ξ ϕ ϕω β β( ) ∈ [ ]( ) = ( )  = [ ]F F FX X X ,
ϕ ξ ϕ ϕω β β( ) ∈ [ ]( ) = ( )  = [ ]F F FX X X ,  следовательно, ϕ ξ β( ) ∈[ ]F X . Но при замыкании F в βX будут добавляться только 

точки нароста, значит, x F X∉[ ]β . Таким образом, ϕ ξ( ) ≠ x.
Пусть теперь ξ γ1∈Y X\ , ξ ω

2
∈ X X\  и ξ1 ≠ ξ2. Тогда найдутся F1  ∈ ξ1, F2 ∈ ξ2 такие, что F1 ∩ F2 = ∅. 

Выберем дискрет A ∈ γ ∩ ξ1 и положим A1 = A ∩ F1. Отметим, что A1  ∈ ξ1 и F2 ∩ A1 = ∅. Так как A – эле-
мент δ-базы γ, то A можно раздуть до дискретного семейства окрестностей U a Aa ∈{ }, где a U Xa op

∈ ⊂ , 
a ∈ A. Рассмотрим далее подсемейство U a Aa ∈{ }1 . Затем для каждой точки a ∈ A1 определим окрест-
ность O U X Fa a= ∩ ( )\

2
. Так как X вполне регулярно, то найдутся функции f C X Ia ∈ ( ),  такие, что 



Геометрия и топология
Geometry and Topology

f xa ( ) =1,  если x = a, и  f xa ( ) = 0, если x X Oa∈ \ . Рассмотрим новую функцию f x f xa
a A

( ) = ( )
∈
∑

1

. Пока-

жем, что f C X I∈ ( ), . Пусть x ∈ X. В силу того, что семейство D O a Aa= ∈{ }1  дискретное, существует 
окрестность U точки x такая, что U пересекается не более чем с одним множеством семейства D. В том 
случае, когда U вовсе не пересекается ни с одним элементом из D, непрерывность очевидна, так как 
fU ≡ 0. Если же U пересекается с некоторой окрестностью Oa, a ∈ A1, то f fU a U≡ , и непрерывность  f 

в точке x будет следовать из непрерывности  fa. В силу произвольности выбора точки x можем считать, 
что f C X I∈ ( ), . Как известно, любая непрерывная ограниченная функция на X может быть непрерыв-
но продолжена на βX единственным образом [9, с. 266]. Пусть f X I: β →  – непрерывное продолже-

ние функции  f. Обозначим yi i= ( )ϕ ξ . Имеем  f y f A f AX I1 1 1 1( ) ∈ [ ]( ) = ( )



 = { }β  и   f y f F f FX I2 2 2 0( ) ∈ [ ]( ) = ( )  = { }β ,

 f y f F f FX I2 2 2 0( ) ∈ [ ]( ) = ( )  = { }β , откуда следует, что ϕ ξ ϕ ξ
1 2( ) ≠ ( ).

Итак, доказано, что ϕ ϕ γ γ
− ( )( ) =1 Y Y  и ϕ ϕ

γ
γ γY Y Y: → ( ) – биекция. Согласно приведенной выше лемме 

отображение замкнуто, и, таким образом, оно является гомеоморфизмом. Теорема доказана. 
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