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можно упорядочить как v v v v vN N1 2 3 1, , , , , .−( )  Для вершин полного графа подойдет любой порядок. 
Таким образом, противоположными в этом графе являются вершины, расстояние между которыми мак-
симально. 

Для n-мерного куба можно пойти дальше и с помощью теоремы 2 доказать монотонность сопротив-
лений относительно геодезических расстояний. 

Утверждение. Пусть v, u, w – такие вершины n-мерного куба, что для геодезических расстояний 
между ними верно d v u d v w, , .( ) ≤ ( )  Тогда R v u R v w, , .( ) ≤ ( )

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем задавать вершины куба через n-мерные векторы, состоящие из нулей 
и единиц. Поскольку куб – вершинно-транзитивный граф, можем зафиксировать v = ( )0 0, , .  Кроме 
того, для любых вершин u  и  w, находящихся на одном и том же расстоянии k от v, существует автомор-
физм куба, переводящий u  в  w и оставляющий v на месте, – это перестановка координат вектора, задаю
щего вершину, которая возможна благодаря тому, что количество единиц в векторах для u и w одина-
ково. Таким образом, R v u R v w, , ,( ) = ( )  если d v u d v w, , ,( ) = ( )  и в дальнейшем при сравнении вершин 
с разными расстояниями до v можно без потери общности рассматривать любую пару таких вершин.

Очевидно, что если u = v, то из d v u d v w, ,( ) ≤ ( )  следует 0 = ( ) ≤ ( )R v u R v w, ,  (как метрика, рези-
сторное расстояние неотрицательно). Пусть теперь d v u k, ,( ) =  d v w k, ,( ) = + 1  0 < k < n. В качестве u 

выберем вершину 1 1 0 0 0, , , , , , ,…��� …
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 в качестве w – вершину 1 1 0 0 1, , , , , , .…��� …
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 Теперь обратимся 

к теореме 2. Граф G – это n −( )1 -мерный куб, который задается первыми n – 1 координатами, за H = P2 

отвечает последняя координата, a
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, , , , , .…��� …��� ��  Таким образом, получаем, что 

R v u R v w, , .( ) ≤ ( )  Учитывая, что это верно для всех k от 1 до n – 1, можем построить цепочку нера-
венств, в которой пары вершин по сопротивлениям будут упорядочены так же, как по расстояниям.

В целом, однако, резисторное расстояние является мерой скорее количества путей между верши-
нами, чем их длины, и подобное соответствие между ним и геодезическим расстоянием – довольно 
неестественное свойство. Даже для менее элементарных вариантов решеток и торов этого не наблю-
дается. На рис. 4 приведена развертка тора C5 × C12 с сопротивлениями между одной фиксированной 
вершиной (выколотая точка) и всеми остальными вершинами (значения округлены до третьего знака). 
Можно заметить, например, что вершины со значениями сопротивлений 0,742 и 0,698 находятся на рас-
стояниях 2 и 3 от выколотой точки соответственно.

На рис. 5 приведен пример немонотонности для решетки, где, в частности, сопротивлениям 1,451 
и 1,510 соответствуют расстояния 5 и 3.

Рис. 4. Сопротивления в C5 × C12

Fig. 4. Resistances in C5 × C12


