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УДК 517.925.7

О МЕРОМОРФНЫХ РЕШЕНИЯХ УРАВНЕНИЙ,  
СВЯЗАННЫХ С ПЕРВЫМ УРАВНЕНИЕМ ПЕНЛЕВЕ

Е. В. ГРОМАК1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Рассмотрена обобщенная иерархия первого уравнения Пенлеве, которая представляет собой последователь-
ность полиномиальных обыкновенных дифференциальных уравнений четного порядка, имеющих единую диф-
ференциально-алгебраическую структуру, определяемую оператором Ln. Первый член этой иерархии при n = 2 
есть первое уравнение Пенлеве, а последующие уравнения порядка 2n – 2 содержат произвольные параметры. 
Их называют высшими аналогами первого уравнения Пенлеве порядка 2n – 2. Исследованы аналитические свойства 
решений уравнений обобщенной иерархии первого уравнения Пенлеве и связанных с ними линейных уравнений. 
Установлено, что каждое уравнение иерархии имеет один доминирующий член, а произвольное мероморфное 
решение любого уравнения иерархии не может иметь конечное число полюсов. Определен характер подвижных 
полюсов мероморфных решений. С использованием метода Фробениуса получены достаточные условия меро-
морфности общего решения линейных уравнений второго порядка с линейным потенциалом, определяемым ме-
роморфными решениями первых трех уравнений иерархии.

Ключевые слова: первое уравнение Пенлеве; иерархии уравнений Пенлеве; мероморфные решения.
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ON MEROMORPHIC SOLUTIONS OF THE EQUATIONS  
RELATED TO THE FIRST PAINLEVÉ EQUATION

E. V. GROMAK a

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus

In this paper, we consider the generalised hierarchy of the first Painlevé equation which is a sequence of polynomial 
ordinary differential equations of even order that have a uniform differential-algebraic structure determined by the opera-
tor Ln. The first member of this hierarchy for n = 2 is the first Painlevé equation, and the subsequent equations of order 
2n – 2 contain arbitrary parameters. They are named as higher analogues of the first Painlevé equation of 2n – 2 order. 
The article considers the analytical properties of solutions to the equations of the generalised hierarchy of the first Pain-
levé equation and the related linear equations. It is established that each hierarchy equation has one dominant term, and 
an arbitrary meromorphic solution of any hierarchy equation cannot have a finite number of poles. The character of the 
mobile poles of meromorphic solutions is determined. Using the Frobenius method, sufficient conditions are obtained for 
the meromorphicity of the general solution of the second-order linear equations with a linear potential defined by mero-
morphic solutions of the first three equations of the hierarchy.

Keywords: the first Painlevé equation; hierarchies of Painlevé equations; meromorphic solutions.

Введение
Рассмотрим иерархию первого уравнения Пенлеве [1] 

  P L q z nn
n1

2 2

2
0 2 3

−[ ] [ ] − = = …: , , , ,  (1)

где обобщенный оператор Ln определяется рекуррентным соотношением 

 d
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β n – параметр. Если в операторе LN  параметр β = 0, то L LN N= . Здесь и далее β β β β= …( )−1 2 1, , , .n  При 
этом относительно оператора LN  справедливо представление (лемма 1 из работы [1]) 

 L u s L un
j

n

j n j[ ] = [ ]
=

−

−∑
0

1

, (3)

где s0 = 1; sj,  j = 1, …, n – 1, – основные симметрические полиномы параметров β1, β2, …, βn – 1.
Из формул (1) и (2) для n = 2, 3, 4 последовательно находим 
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s s s1 1 2 3 2 2 3 1 2 3 3 1 2 3= + + = + +( ) =β β β β β β β β β β β, , .

Иерархию (1) называют обобщенной иерархией первого уравнения Пенлеве (см. [2– 4]), поскольку 
первое уравнение этой иерархии с точностью до калибровочного преобразования, так же как и первый 
член иерархии P n

1

2 2−[ ]
, есть первое уравнение Пенлеве, а последующие уравнения обобщают соответ-

ствующие уравнения иерархии P n
1

2 2−[ ]
. При этом иерархия P n

1

2 2−[ ] может быть получена из иерархии 
P n
1

2 2−[ ]  при β = 0. Заметим, что уравнение P n
1

2 2−[ ] имеет порядок 2n – 2, где n определяет номер операто-
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ра Ln и номер уравнения иерархии. Аналитические свойства решений первого уравнения Пенлеве, т. е. 
случай n = 2, рассмотрены, например, в работах [5–7]. Заметим также [1; 2], что уравнения иерархии (1) 
в соответствии с заменой q w w= ′ − 2 относительно w z( ) определяют 2 3n −( )-параметрические семейства 
решений соответствующих уравнений обобщенной иерархии второго уравнения Пенлеве при α = 1

2
, за-

даваемой соотношением

 P d
dz

w L w w zw nn
n2

2 2
2 0 1 2

[ ] +



 ′ −  − − = = …: , , , .α

Локальные свойства решений
Уравнение P n

1

2 2−[ ]
, которое образовано оператором Ln, имеет структуру с одним доминирующим чле-

ном [7]. Аналогичное свойство справедливо и для уравнения P n
1

2 2−[ ]
. Для уравнений (4) – (6) это члены 

3q2, 10q3, 35q4 соответственно.
В общем случае справедлива следующая лемма.
Лемма 1. Уравнение (1) имеет структуру

 q q P q q q z nn
n

n
n

n2 1 2 2

2
1

( ) + −( )+ + ′ …( ) = >γ β, , , , , ,  (7)

где степень одночленов полинома Pn относительно q q q n
, , ,′ … −( )2 2  не превосходит n.

Доказательство леммы можно провести методом индукции, как это сделано для уравнения P n
1

2 2−[ ] [7]. 
Однако, поскольку структура (7) определяется доминирующим членом оператора Ln , который в силу 
представления (3) совпадает с доминирующим членом оператора Ln, справедливость леммы непо-
средственно следует из доказательства аналогичного утверждения для уравнения P n

1

2 2−[ ]
. При этом 

относительно коэффициента γn доминирующего члена имеем рекуррентное соотношение n nn n+( ) = +( )+1 4 2
1
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Γ
, где Γ ⋅( ) – гамма-функция.

Лемма 2. Произвольное мероморфное решение уравнения (1) не может иметь конечное число полюсов.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего заметим, что, как и в случае первого уравнения Пенлеве, уравне-

ние (1) не имеет рациональных решений, поскольку для существования рационального решения необходи-
мо, чтобы точка z = ∞ для решения q z( ) была полюсом или точкой голоморфности. Однако произ вольное 
уравнение из иерархии (1) не допускает даже формального полярного или голоморфного разложения 
в окрестности z = ∞. Следовательно, уравнения иерархии (1) не имеют рациональных решений. Пусть 
q z( ) – мероморфное решение. Оно не может содержать конечное число полюсов, так как уравнения иерар-
хии (1) имеют только один доминирующий член. В противном случае, следуя доказательству аналогич-
ного утверждения для первого уравнения Пенлеве [8, с. 118; 9, c. 56], т. е. допуская существование у ме-
роморфного решения q z( ) конечного числа полюсов и сделав замену v z P z q z( ) = ( ) ( ) с подходящим 
полиномом P z( ), получаем, что целая трансцендентная функция v z( ) удовлетворяет полиномиальному 
дифференциальному уравнению с одним доминирующим членом, что невозможно [8, с. 118].

Заметим также, что из совпадения доминирующих членов уравнений (1) и уравнения P n
1

2 2−[ ] и, по 
сути, из структуры (7) следует, что решение q zn[ ]( ) n-го уравнения (1), так же как и решение уравнения 
P n
1

2 2−[ ]
, может иметь только двукратные полюсы с нулевым вычетом и главной частью 

q z c z z c k k k nn[ ]
−

−
−( ) ∼ −( ) = − +( ) ∈ …{ }2 0

2

2 1 1 2, , , , , .

Разложение решения уравнения (4) в окрестности подвижного полюса z0 имеет вид 

 q z
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z t t ht z t2

2

1
0 1

2
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0 1

2
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j

j 7

,  (8)

где t = z – z0, h – произвольная постоянная, а коэффициенты cj ,  j > 6, однозначно определяются через z0, h 
и параметр β1.
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Для определения индексов Фукса r уравнений (5) и (6), т. е. степеней z z r−( )0  в полярных разложе-
ниях решений, для которых cj остаются произвольными, положим

q c z z z z r= −( ) + −( )−
− −

2 0

2

0

2δ .

Тогда для уравнения (5) в первом порядке по δ имеем c–2 = –2 и c–2 = – 6. При c–2 = –2 индексы Фукса 
принимают значения r1 = –3, r2 = 0, r3 = 3, r4 = 6. Неотрицательные индексы Фукса влекут произволь-
ность коэффициентов c0, c3, c6. В этом случае разложение решения уравнения (5) в окрестности под-
вижного полюса z = z0 имеет вид 
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(9)

где t = z – z0, h1, h2, h3 – произвольные постоянные, а коэффициенты cj,  j > 6, однозначно определяются 
через z0 , h1, h2, h3 и параметры s1 = β1 + β2, s2 = β1β2. По сути, разложение (9) в случае сходимости пред-
ставляет собой разложение общего решения уравнения (5) в окрестности z = z0.

При c–2 = – 6 индексы Фукса rj ∈ − −{ }5 3 6 8, , ,  и разложение решения уравнения (5) имеет вид
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где t = z – z0, h1, h2 – произвольные постоянные, а коэффициенты cj,  j > 8, однозначно определяются 
через z0, h1, h2 и параметры s1 = β1 + β2, s2 = β1β2.

Для уравнения (6) возможны три случая: c− ∈ − − −{ }2 2 6 12, , . Решение уравнения (6) в окрестности 
подвижного полюса z = z0 имеет:

а) либо разложение
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где t = z – z0, коэффициенты c0, c2, c3, c5, c8 остаются произвольными, а остальные коэффициенты cj, 
j > 8, однозначно определяются через свободные коэффициенты, z0 и параметры s1, s2, s3;

б) либо разложение
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где коэффициенты c0, c5, c8, c10 остаются произвольными, а остальные коэффициенты cj однозначно 
определяются через свободные коэффициенты, z0 и параметры s1, s2, s3;
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в) либо разложение
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где коэффициенты c8, c10, c12 остаются произвольными, а остальные коэффициенты cj однозначно опре-
деляются через свободные коэффициенты, z0 и параметры s1, s2, s3.

Доказательство сходимости построенных разложений можно свести к построению эквивалентных 
исходным уравнениям систем Брио и Буке, как это сделано для уравнений P n

1

2 2−[ ] [6; 7]. Действительно, 
для уравнения (6) положим

 u t q j c z z t jj
j j j

+
+ ( )

−= − −( ) +( ) = − = …1

2

2 01 1 1 6! , , , , .  (14)

Тогда для функций u tj ( ) имеем эквивалентную уравнению (6) систему 

 tu j u u jj j j′ = +( ) + = …+1 1 2 51, , , , ,  
(15)

tu P s s s u u u u′ = ( )6 3 1 2 3 1 2 3 4, , , , , ,

с полиномиальной правой частью, которая при c− ∈ − − −{ }2 2 6 12, ,  является системой Брио и Буке, при-
чем в силу замены (14) и разложений (11) – (13) с формальным голоморфным решением uj → 0 при 
t → 0. Ряды, представляющие эти решения, являются сходящимися согласно теореме А12 из работы [5] 
и, следовательно, с учетом замены (14) порождают полярные решения уравнения (6) с разложениями 
(11) – (13). Заметим также, что собственные значения матрицы линейной части системы (15) совпадают 
с индексами Фукса.

Уравнение (1) и линейное уравнение второго порядка
Известно, что общее решение линейного уравнения 

 ′′ + ( ) +( ) =u q z uλ µ 0,  (16)

где q z( ) – двоякопериодическая эллиптическая функция Вейерштрасса ℘( )z  с периодами ω, ′ω  и дву-
кратными полюсами в точках m m m mω ω µ+ ′ ′ ′ ∈, , ,  – произвольная постоянная, а λ = − +( )n n 1 , 
n ∈  (уравнение Ламе), представляет собой мероморфную функцию. Действительно, в этом случае 
уравнение (16) – линейное уравнение с регулярными особыми точками в полюсах мероморфной функ-
ции ℘( )z . При этом определяющее уравнение в данных особых точках имеет целые корни ρ1 = n + 1, 
ρ2 = – n. Следовательно, первое решение, соответствующее старшему показателю ρ1 = n + 1, голоморф-
ное, а второе решение, линейно независимое от первого, полярное в окрестности особых точек, при 
этом оно не имеет логарифмического члена, что является достаточным для мероморфности общего 
решения [10, с. 150].

Рассмотрим уравнение (16), где q z( ) – фиксированное мероморфное решение уравнений (4) – (6). 
Ясно, что в этом случае уравнение (16) – уравнение с конечными регулярными особыми точками в по-
люсах функции q z( ), и для построения фундаментальной системы решений можно использовать метод 
Фробениуса. Заметим, что для уравнения (4) в стандартной форме это уравнение рассматривалось ра-
нее (см., например, [11]), а в работе [12] для уравнения Шази третьего порядка из статьи [11] построены 
решения, выражающиеся через эллиптическую функцию ℘( )z .

Пусть q z2[ ]( ) – решение уравнения (4) с разложением (8) в окрестности подвижного полюса z0. 

Тогда из определяющего уравнения ρ ρ λ−( ) − =1 2 0 c условием λ =
+( ) ∈

m m
m

1

2
, ,  имеем целые 

показатели ρ1 = m + 1, ρ2 = – m. Для старшего показателя ρ1 = m + 1 получаем голоморфное решение 

 u z z z a z z am
j

j

j
1

2

0

1

0

0

0 1
[ ] +

=

∞

( ) = −( ) −( ) =∑ , ,  (17)
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где

a a a
m m

m
a m m

m1 3 2

1

5

2

0
1 12

24 3 2 240 3
= = =

+( ) −
+( ) = +

+( ), , ,
β µ

a
m m m z m m m m

4

2

0

2

1

2 2

1

2
36 3 2 18 17 5 120 720

=
+( ) +( ) + + +( )( )( ) − +( ) +β β µ µ

55760 3 2 5 2+( ) +( ) …
m m

, .

Второе решение u z2

2[ ]( ), полярное и линейно независимое от u z1

2[ ]( ), можно построить по формуле 

u z u z u z dz
2

2

1

2

1

2
2[ ] [ ] [ ] −

( ) = ( ) ( )( )∫ .

При этом условием отсутствия логарифма в u z2
2[ ]( ) является R m u zm z z

2

1

2
2

0

0
[ ]

=

[ ] −
( ) = ( )( )





=: ,res  где R mm
2[ ]( ) – 

вычет функции u z
1

2
2[ ] −

( )( )  в полюсе z0. В данном случае находим Rm
2
1 0

[ ]( ) = , Rm
2
2

1

100

[ ]( ) = − , Rm
2 1
3

490

[ ]( ) =
−β µ
. 

Следовательно, при λ = 1 или λ = 6 с дополнительным условием на параметры β1 – µ = 0 фундаменталь-
ная система решений уравнения (16) мероморфна.

Пусть q z3[ ]( ) – решение уравнения (5). Здесь возможны два случая: c–2 = –2 и c–2 = – 6 с разложения-
ми (9) и (10) в окрестности подвижного полюса z0 соответственно, где принимаем β1 + β2 = s1, β1β2 = s2.

В случае c–2 = –2, как и выше, имеем решение u z
1

3[ ]( ) вида (17), где 

a a a
m m h m

m
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a
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При этом находим Rm
3
1 0

[ ]( ) = , R
h

m
3 22

3
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[ ]( ) = , R
h h s

m
3 2 2 1
3

3 5 160 96

19 600

[ ]( ) =
− + −( )µ

.

В случае c–2 = – 6 положим λ =
+( ) ∈

p p
p

1

6
, .  Тогда корни ρ1 = p + 1, ρ2 = – p определяющего урав-

нения являются целыми, и, следовательно, имеем голоморфное в окрестности z0 решение вида (17), где 

a a a a ps p s
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1

2
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60

120 3 2
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+ −
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a
p p s p p s p s
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2
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201 60
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Если обозначить вычет R p u zp z z
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3
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=: ,res  то находим R Rp p
3 3
1 2 0,

[ ] [ ]( ) = ( ) =  Rp
3
3

1

11 760

[ ]( ) = . 

Следовательно, в случае решения q z3[ ]( ) уравнения (5) и λ = 1 (m = 1, p = 2) фундаментальная система 
решений уравнения (16) мероморфна как в окрестности полюсов с разложением (9), так и в окрестности 
полюсов с разложением (10).

Пусть q z4[ ]( ) – решение уравнения (6). Здесь возможны три случая: c− ∈ − − −{ }2 2 6 12, ,  с разложения-
ми (11), (12) и (13) в окрестности подвижного полюса z0 соответственно.

В случае c–2 = –2, как и выше, имеем решение u z
1

4[ ]( ) вида (17), где 



21

Дифференциальные уравнения и оптимальное управление 
Differential Equations and Optimal Control 

a a a
m m h

m
a

m m h

m1 3 2

2

1

5

2

3
0

2

12 8 20 3
= = = −

+ +( )
+

= −
+( )

+( ), , ,
µ

a
m m h m m m h

m m4

2

1

2
2

22 4 3 2

32 3 2 5 2
=

+ +( )( ) − +( ) +( )
+( ) +( ) …

µ
, .

При этом находим Rm
3
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В случае c–2 = – 6 положим λ =
+( ) ∈

p p
p

1

6
, .  Тогда корни ρ1 = p + 1, ρ2 = –p определяющего урав-

нения являются целыми, и, следовательно, имеем голоморфное в окрестности z0 решение вида (17), где 
c0 = h1,
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При этом находим R Rp p
3 3
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p
3 2
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2

49

[ ]( ) = .

В случае c–2 = –12 положим λ =
+( ) ∈

l l
l

1

12
, .  Тогда корни ρ1 = l + 1, ρ2 = –l определяющего уравне-

ния являются целыми, и, следовательно, имеем голоморфное в окрестности z0 решение вида (17), где
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Если при этом обозначить вычет R l u zl z z
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: ,res  то находим R R R Rl l p p
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.

[ ] [ ] [ ] [ ]( ) = ( ) = ( ) = ( ) = −,

R R R Rl l p p
4 4 3 3
1 2 3 0 4

1

2 449 440
.

[ ] [ ] [ ] [ ]( ) = ( ) = ( ) = ( ) = −,  Следовательно, в случае уравнения (6) и λ = 1 (m = 1, p = 2, l = 3) фундаменталь-

ная система решений уравнения (16) мероморфна в окрестности полярной особой точки с разложения-
ми (11) – (13). Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть в уравнении (16) выполнено одно из условий:
1) q z( ) есть произвольное решение уравнения (4) и λ = 1 либо λ = 6 c дополнительным условием µ = β1;
2) q z( ) есть произвольное мероморфное решение уравнения (5) или уравнения (6) и λ = 1.

Тогда общее решение уравнения (16) мероморфно.
Заметим, что частично теорема 1 была анонcирована в публикации [13].
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