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УДК 517.938:925

ПСЕВДОПРОЛОНГАЦИИ  
В КАЧЕСТВЕННОЙ ТЕОРИИ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Б. С. КАЛИТИН 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Проанализированы устойчиво подобные свойства замкнутых инвариантных множеств динамических и полу-
динамических систем на метрическом пространстве, обладающих свойством асимптотической компактности. 
Изучены свойства компактности, инвариантности и связности псевдопролонгации. Получены характеристики ти-
пов траекторий окрестностей слабых аттракторов. Уточнена связь псевдопролонгации с первой положительной 
пролонгацией Т. Ура и множеством слабоэллиптических точек. 

Ключевые слова: динамическая система; замкнутое множество; притяжение; пролонгация. 
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PSEUDO -PROLONGATIONS  
IN THE QUALITATIVE THEORY OF DYNAMICAL SYSTEMS

B. S. KALITINE a

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus

This paper considers the qualitative behaviour of the flow in a neighbourhood of closed invariant sets of dynamical 
systems. The properties of compactness, invariance, and connectivity of pseudo-prolongations are investigated. A rather 
deep analysis of the flow in the vicinity of a compact invariant set of asymptotically compact phase spaces is presented. 
The connection of pseudo-prolongation with the first positive prolongation of T. Ura and the set of weakly elliptic points 
is refined.

Keywords: dynamical system; closed set; attraction; prolongation. 

Введение
В работе Т. Ура [1] представлено перспективное направление развития качественной теории устойчи-

вости движения – теория пролонгаций. В продолжение этого в статье [2] введено понятие пролонгаций 
высших порядков, рассмотрено свойство устойчивости инвариантных множеств порядка α, а также 
понятие абсолютной устойчивости (устойчивости любого порядка). Детальной разработке теории про-
лонгаций и ее применению в поиске решения ряда задач динамических систем целенаправленно посвя-
щены работы [3–13]. 

Использование теории пролонгаций дало толчок развитию важного направления теории устойчи-
вости – метода функций Ляпунова [3–5]. Обобщенные пролонгации и обобщенные предельные пролонга-
ции развивались А. Пэльчером [6; 7] для динамических систем применительно к вопросам равномерной 
устойчивости замкнутых множеств. 

Однако сфера приложений введенного понятия пролонгаций не ограничивается прямым изучением 
задач устойчивости. Оно с успехом было использовано Н. Н. Ладисом при решении задачи о топо-
логической эквивалентности систем дифференциальных уравнений [8], а также Л. Э. Рейзинем при 
исследовании проблем различения [9]. Динамические системы с устойчивой пролонгацией изучали 
А. Н. Шарковский [10] и В. А. Добрынский [11]. Общие вопросы топологической динамики с исполь-
зованием теории пролонгаций рассматривались в статьях [12; 13]. 

В публикациях [14; 15] введено понятие псевдоустойчивости как необходимого свойства орбитальной 
устойчивости компактных инвариантных множеств. Продолжением этих исследований стали рабо-
ты [16 –24], где и представлена соответствующая теория псевдопролонгаций, приспособленная для изу-
чения общих проблем качественной теории и, в частности, проблем псевдоустойчивости инвариантных 
множеств. С помощью свойств псевдопролонгаций рассмотрен ряд задач качественной теории, а именно 
структура окрестности слабо притягивающих и притягивающих компактных множеств [21; 22], проблема 
В. В. Немыцкого о существовании множеств эллиптического и слабоэллиптического типов [22] и др. 
В работе [16] установлено, что для локально компактных динамических систем свойство асимптотиче-
ской устойчивости компактного множества равносильно наличию двух свойств – псевдо устойчивости 
и изолированности, и на этой основе сформулирован объединяющий критерий асимптотической устой-
чивости [23, с. 129]. 

В настоящей статье рассматриваются проблемы качественной теории устойчиво подобных свойств 
инвариантных множеств динамических и полудинамических систем на метрическом пространстве. До-
полнены результаты, полученные ранее для локально компактных динамических систем, относительно 
свойств компактности, инвариантности и связности псевдопролонгации [23; 24]. С использованием 
псевдопролонгации доказана теорема о характере поведения траекторий в окрестности слабо притяги-
вающих компактных инвариантных множеств. На основе проведенных исследований указаны условия 
совпадения псевдопролонгации c первой положительной пролонгацией Т. Ура и множеством слабо-
эллиптических точек. 

Обозначения и определения 
Приведем используемые в динамических системах обозначения и общепринятые понятия: 
 •, + и  – множества вещественных, вещественных неотрицательных и натуральных чисел соот-

ветственно; 
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 •n – n-мерное евклидово пространство; 
 • X – метрическое пространство с метрикой d X X: ;× → +



 • 2X – множество всех подмножеств X;
 • B N x X d N x, : ,α α( ) = ∈ ( ) <{ } для α > 0;
 • xn → x – сходящаяся к x последовательность xn( );
 • X , ,

+( )π  – полудинамическая система с фазовым отображением π : ;X X× →+


 • π x t xt x X, ,( ) = ∀ ∈  и ∀ ∈ +t  ;
 • аксиомы полудинамической системы: 
(I) x0 = x для каждого x ∈ X,
(II) xt x tτ τ( ) = +( ) для каждого x ∈ X и t, τ ∈ +,
(III) π непрерывно; 
 • πx X: + →  (или x : t → xt) – движение из точки x в фазовом пространстве X;
 • если Y ⊂ X, то FrY и Y  – граница и замыкание множества Y соответственно;
 • если I ⊂ +, Y ⊂ X, x ∈ Y, t ∈ I, то 

xI xt X t I= ∈ ∈{ }: ,  YI xt X x Y t I= ∈ ∈ ∈{ }: , ;

 • множество Y из X положительно инвариантно, если Y+ = Y;
 • γ + +( ) =x x  – положительная полутраектория точки x ∈ X;
 • L x y X xt y tn n

+ ( ) = ∈ → → +∞{ : ,  при n → +∞} – множество ω-предельных точек для x ∈ X;

 • A M x X t d M xt tn n nω
+ ( ) = ∈ ∃( ) ( ) → → +∞{ : , , ,0  при n → +∞} – область слабого притяжения мно-

жества M при t → + ∞; 
 • A M x X d M xt+ ( ) = ∈ ( ) →{ : , 0 при t → +∞} – область притяжения множества M; 
 • X, , π( ) – динамическая система (движения определены при всех t ∈ );
 • L x y X xt y tn n

− ( ) = ∈ → → −∞{ : ,  при n → +∞} – множество α-предельных точек для x ∈ X в X , , ; π( )
 • γ x x( ) =  – траектория точки x ∈ X в X , , ; π( )
 • γ − −( ) =x x  – отрицательная полутраектория точки x ∈ X в X , , ; π( )
 • A M x X t d M xt tn n nω

+ ( ) = ∈ ∃( ) ( ) → → +∞{ : , , ,0  при n → +∞} – область слабого притяжения мно-
жества M при t → + ∞; 

 • A M x X d M xt+ ( ) = ∈ ( ) →{ : , 0 при t → +∞} – область притяжения множества M. 
Если метрическое пространство X локально компактно, то динамическую систему X , , π( ) назы-

вают локально компактной. 
Определение 1 [15; 19; 20]. Пусть X , ,

+( )π  – полудинамическая система и M – замкнутое под-
множество Х. Будем считать, что М является: 

 • псевдоустойчивым, если 

∀ ∉( ) ∀ ∈( ) ∃ = ( ) >( ) ∉ ( ) +x M m M x m x B mδ δ δ, : , ;0 

 • устойчивым, если 

∀ >( ) ∀ ∈( ) ∃ = ( ) >( ) ( ) ⊂ ( )+ε δ δ ε δ ε0 0x M x B x B M, : , , ;

 • слабо притягивающим, если A Mω
+ ( ) есть окрестность M; 

 • притягивающим, если A M+ ( ) есть окрестность M; 
 • асимптотически устойчивым, если оно устойчивое и притягивающее. 

Определение 2 [25–29]. Полудинамическая система X , ,

+( )π  называется асимптотически ком-
пактной при t → + ∞ на множестве W, если для любой пары последовательностей x Wn( ) ⊂  и tn( ) ⊂ +

  
таких, что x t Wn n0, ,[ ] ⊂  ∀ ∈n  и tn → + ∞, последовательность x tn n( ) относительно компактна. 

Аналогичным образом определяется понятие асимптотической компактности при t → – ∞ на мно-
жестве W.
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Для пояснения отметим некоторое обстоятельство. Если множество W положительно инвариантно, 
то из свойства асимптотической компактности на W следует, что для всякого движения x : t → xt (xt ∈ W, 
∀t ≥ 0) предельное множество L x+ ( ) непусто и компактно. 

Псевдопролонгация 
Напомним следующие определения. 
Определение 3 [30, p. 24]. Пусть X , , π( ) – динамическая система на метрическом пространстве X. 

Пролонгацией точки m ∈ X называется множество 

D m x X x Xn
+ ( ) = ∈ ∃( ) ⊂{ :  и ∃( ) ⊂ +tn   такие, что xn → m и x t xn n → }.

Если M ⊂ X – замкнутое множество, то D M D m
m M

+ +

∈
( ) = ( )



 – пролонгация множества M. 

Определение 4 [18]. Пусть X , ,

+( )π  – полудинамическая система на метрическом пространстве X. 
Псевдопролонгацией точки m ∈ X называется множество 

 σ+ ( ) = ∈ ∃( ) ⊂{m x X x Xn:  и ∃( ) ⊂ +tn   такие, что xn → m и x t x nn n = ∀ ∈ }, .  (1)

Если M ⊂ X – замкнутое множество, то σ σ+ +

∈
( ) = ( )M m

m M


 называется псевдопролонгацией мно-
жества M. 

Из определений 3 и 4 следует, что σ+ +( ) ⊂ ( )M D M . Как показывает следующий пример, возможно 
и совпадение этих множеств. 

Пример 1. Рассмотрим динамическую систему  x x x x1 1 2 2= = −,  на плоскости X = 2. Траектории этой 
системы изображены на рисунке. 

Укажем пролонгационные множества D x+ ( ), σ+ ( )x  для точек фазовой плоскости A и B: 

 • если A a= ( )0,  и a ≠ 0, то D A A x x x+ +( ) = ( ) ( ) ∈ ={ }γ 1 2

2

2 0, : ,�∪  σ γ+ +( ) = ( )A A ;

 • если A = ( )0 0, , то D A A x x x+ +( ) = ( ) = ( ) ∈ ={ }σ 1 2

2

2 0, : ;

 • если B = ( )α β, , αβ ≠ 0, то D B B B+ + +( ) = ( ) = ( )σ γ .
Напомним утверждения относительно σ+ ( )M , которые будут использованы ниже. 
Теорема 1 [20]. Замкнутое множество M ⊂ X полудинамической системы X , ,

+( )π  на метриче-
ском пространстве X псевдоустойчиво тогда и только тогда, когда 

 σ+ ( ) =M M.  (2)

Фазовый портрет траекторий
Phase portrait of trajectories



49

Дифференциальные уравнения и оптимальное управление 
Differential Equations and Optimal Control 

Теорема 2 [20]. Пусть X , ,

+( )π  – полудинамическая система на метрическом пространстве Х 
и M ⊂ X – компактное положительно инвариантное слабо притягивающее множество. Предположим, 
что система X , ,

+( )π  асимптотически компактна при t → + ∞ в области слабого притяжения A Mω
+ ( ). 

Тогда множество σ+ ( )M  является компактным. 
Укажем также некоторые свойства асимптотической устойчивости компактного множества M. Для этого 

предварительно напомним понятия отрицательной полутраектории для полудинамических сис тем [31]. 
Пусть ∆ x( ) означает интервал существования движения x t xt: .→  Отображение x t xt: →  является 

продолжением движения x t xt: ,→  если ∆ ∆x x( ) ⊃ ( ) и xt xt=  на ∆ x( ).
Движение x t xt: →  называется максимальным, если для каждого продолжения y этого движения 

имеем ∆ ∆y x( ) = ( ) (и, следовательно, xt = yt на ∆ x( )).
Траектория точки x ∈ X есть образ фазового отображения максимального движения, проходящего 

через точку x. В этом случае через γ x( ) будем обозначать траекторию максимального движения. 
Максимальное движение x t xt: →  и соответствующая траектория γ x( ) называются полными, если 

∆ x( ) = . 
Пусть X , ,

+( )π  – полудинамическая система и точке x ∈ X соответствует некоторое полное движе-
ние x t xt: ,→  t ∈ . Тогда отрицательной полутраекторией γ − ( )x  точки x ∈ X называется множество 
γ γ γ− +( ) = ( ) ( )x x x\ . С практической точки зрения для каждого t ∈ –, для которого движение x t xt: →  
определено, полагаем, что xt y X x y t= ∈ ∈ −( ){ }: .

Теорема 3 [27]. Пусть X , ,

+( )π  – полудинамическая система на метрическом пространстве Х 
и M ⊂ X – компактное положительно инвариантное множество. Предположим, что U – окрестность M, 
в которой X , ,

+( )π  асимптотически компактна при t → + ∞. Тогда множество М асимптотически 
устойчиво в том и только в том случае, когда существует окрестность W ⊂ U для М такая, что W \ M 
не содержит относительно компактных отрицательных полутраекторий. 

Теорема 4 [27]. Пусть X , , π( ) – динамическая система на метрическом пространстве Х и M ⊂ X – 
компактное слабо притягивающее множество. Предположим, что X , , π( ) асимптотически компактна 
при t → + ∞ в области слабого притяжения A Mω

+ ( ). Тогда выполняется одно из следующих двух условий: 
а) M асимптотически устойчиво, и A M A M+ +( ) = ( )ω ;
б) существует точка q ∈ X \ M такая, что L q M− ( ) ≠ ∅



.
Предварительно представим некоторые характеристики псевдопролонгации σ+ ( )M  для множества M 

из X. 
Лемма 1. Пусть X , ,

+( )π  – полудинамическая система на метрическом пространстве X и M ⊂ X – 
замкнутое множество. Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) M M⊂ ( )+σ ;
2) если М положительно инвариантно, то для точек m ∈ M и x ∈ X \ M в условии (1) tn → + ∞; 
3) σ+ ( )M  положительно инвариантно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем справедливость утверждения 1. Действительно, для произвольной 

точки m ∈ M полагаем, что x = m и xn = m, tn = 0, ∀n ∈ . Тогда в силу этих обозначений для точки x 
и последовательностей x Xn( ) ⊂ , tn( ) ⊂ +

  будут выполняться следующие условия: xn → m, xntn = x. Сле-
довательно, для x имеет место (1), т. е. x m∈ ( )+σ . Более того, по построению m = x, а значит, m m∈ ( )+σ . 
Отсюда в силу произвольности выбора точки m ∈ M и определения псевдопролонгации σ+ ( )M  следует 
требуемое включение M M⊂ ( )+σ .

Докажем теперь утверждение 2, предполагая, что множество M положительно инвариантно. Действи-
тельно, для любых m ∈ M и x m M∈ ( )+σ \  по определению псевдопролонгации выполняется условие (1). 
Предположим при этом, что для последовательности tn( ) существует ограниченная подпоследователь-
ность t tn k k n( ) ∈

( ) ⊂ ( )


. Тогда x t xn k n k( ) ( ) = , ∀k ∈ , и x mn k( ) → , а t Tn k( )
+→ ∈  при k → + ∞. В этом случае 
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из тождества x t xn k n k( ) ( ) =  в пределе при k → + ∞ приходим к равенству mT = x. Однако, так как x ∉ M, то 
это противоречит положительной инвариантности М. Следовательно, tn → + ∞.

Покажем теперь, что множество σ+ ( )M  положительно инвариантно. Пусть m ∈ M и точка x m∈ ( )+σ . 
В этом случае согласно определению 4 можно указать последовательности x Xn( ) ⊂  и tn( ) ⊂ +

  такие, 
что xn → m и xntn = x, ∀n ∈ . Пусть t ∈ + – произвольный момент времени. Тогда последовательность 
t tn +( ) ⊂ +

 . Полагаем, что y = xt и τn = tn + t, ∀n ∈ . В этом случае с учетом равенств xntn = x следует, что 
x t t x t t xtn n n n+( ) = ( ) =  или xnτn = y, ∀n ∈ . Другими словами, согласно определению 4 точка y xt m= ∈ ( )+σ . 
Поскольку x m∈ ( )+σ , то в силу произвольности выбора t ∈ + отсюда следует положительная инвариант-
ность σ+ ( )m , что и соответствует положительной инвариантности множества σ+ ( )M .

Лемма 2. Пусть X , , π( ) – динамическая система на метрическом пространстве X и M ⊂ X – зам-
кнутое инвариантное множество. Тогда множество σ+ ( )M M\  инвариантно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть m ∈ M и точка x m M∈ ( )+σ \ . По определению 4 можно указать после-
довательности x Xn( ) ⊂  и tn( ) ⊂ +

  такие, что xn → m и xntn = x, ∀n ∈ . Пусть t ∈  – произвольный 
момент времени. Тогда согласно утверждению 2 леммы 1 tn → + ∞ при n → + ∞, а значит, для доста-
точно большого N ∈  выполняются неравенства t tn +( ) > 0, ∀n ≥ N. Полагаем, что y = xt и τn = tn + t, 
∀n ∈ . В этом случае с учетом равенств xntn = x следует, что x t t x t t xtn n n n+( ) = ( ) =  или xnτn = y, ∀n ∈ . 
Другими словами, согласно определению 4 точка y xt m M= ∈ ( )+σ \ . Поскольку x m M∈ ( )+σ \ , то в силу 
произвольности выбора t ∈  отсюда следует инвариантность σ+ ( )m M\ , что и соответствует инвариант-
ности множества σ+ ( )M M\ .  

Напомним следующие понятия. 
Определение 5 [23, с. 32]. Пусть X , , π( ) – динамическая система на метрическом пространстве X 

и M ⊂ X – замкнутое инвариантное множество. Точка х из Х называется: 
 • эллиптической точкой M, если 

L x L x+ −( ) ≠ ∅ ( ) ≠ ∅,  и L x M L x M+ −( ) ⊂ ( ) ⊂, ;

 • слабоэллиптической точкой М, если L x M+ ( ) ≠ ∅


 и L x M− ( ) ≠ ∅


.
Обозначим через E Mω ( ) ( )E M( )  множество всех слабоэллиптических (соответственно эллипти-

ческих) точек множества М. Из определения 3, в частности, следует, что если M компактно, то M E M E M⊂ ( ) ⊂ ( )ω .
M E M E M⊂ ( ) ⊂ ( )ω .

Следующая теорема поясняет характер траекторий на множестве σ+ ( )M .
Теорема 5. Пусть X , , π( ) – динамическая система и M ⊂ X – компактное инвариантное слабо 

притягивающее множество. Тогда имеет место равенство σ ω
+ ( ) = ( )M E M .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если M псевдоустойчиво, то согласно теореме 1 σ+ ( ) =M M . Но поскольку M 
компактно, а следовательно, M E M⊂ ( )ω , то в итоге получаем включение 

 σ ω
+ ( ) ⊂ ( )M E M . (3)

Предположим теперь, что M не является псевдоустойчивым. Тогда из теоремы 1 следует существо-
вание точки x M M∈ ( )+σ \ . Это значит, что выполняются соотношения

∃ ∈( ) ∃( ) ⊂( ) ∃( ) ⊂( ) = ∀ ∈+m M x X t x t x nn n n n� �: , , и d m xn, .( ) → 0

Отсюда с учетом инвариантности М следует, что tn → + ∞. Кроме того, так как xntn = x, можем записать 
равенства x x tn n= −( ), ∀n ∈ . Следовательно, по построению имеем d m x tn, .−( )( ) → 0  Иначе говоря, 
L x M− ( ) ≠ ∅



. Но тогда с учетом свойства слабого притяжения M получаем, что x E M M∈ ( )ω \ . Таким 
образом, и в случае отсутствия псевдоустойчивости М выполняется включение (3). 

Докажем теперь обратное включение. Пусть x E M M∈ ( )ω \ , т. е., в частности, L x M− ( ) ≠ ∅


. Это по 
теореме 1 [19] означает, что M не является псевдоустойчивым. Другими словами, существуют последо-
вательность моментов времени τn( ) ⊂ −

  и точка m ∈ M такая, для которой d m x n, .τ( ) → 0  Полагаем,  
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что xn = xτn, тогда d m xn, ,( ) → 0  причем x xn n−( ) =τ . Последние построения с учетом неравенства 
τn ≤ 0 означают, что x M M∈ ( )+σ \ . Следовательно, в силу произвольности выбора точки x можем запи-
сать включение E M Mω σ( ) ⊂ ( )+ , обратное включению (3). Это и завершает доказательство равенства 
σ ω

+ ( ) = ( )M E M .
Сформулируем теперь утверждение относительно структуры окрестности слабо притягивающих мно-

жеств. 
Теорема 6. Пусть X , , π( ) – динамическая система на метрическом пространстве Х и M ⊂ X – 

компактное инвариантное слабо притягивающее множество. Предположим, что X , , π( ) асимпто-
тически компактна при t → + ∞ и t → – ∞ в области слабого притяжения A Mω

+ ( ). Тогда псевдопро-
лонгация σ+ ( )M  является наименьшим компактным инвариантным асимптотически устойчивым 
мно жеством, содержащим М, причем 
 A M A Mω σ+ + +( ) = ( )( ).  (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Во-первых, заметим, что так как M – компактное инвариантное слабо притяги-
вающее множество, то по теореме 2 множество σ+ ( )M  компактно. Если при этом M псевдоустойчиво, 
то по теореме 1 [19] имеет место условие L x M− ( ) = ∅



, ∀x ∉ M. В этом случае с учетом слабого притя-
жения M из теоремы 4 следует асимптотическая устойчивость множества М. Кроме того, согласно теоре-
ме 1 псевдоустойчивость М означает равенство σ+ ( ) =M M . Отсюда делаем вывод, что σ+ ( )M  является 
наименьшим компактным инвариантным асимптотически устойчивым множеством, содержащим М. 

Предположим теперь, что М не является псевдоустойчивым, т. е. σ+ ( ) ≠ ∅M M\ . Поскольку М – слабо 
 притягивающее множество, то существует число ∆ > 0 такое, что для любого x B M∈ ( ), ∆  множе-
ства L x+ ( ) и M имеют непустое пересечение. Заметим, что по определению A Mω

+ ( ) является откры-
той окрестностью множества M и, следовательно, число ∆ > 0 можно считать настолько малым, что 
B M A M, .∆( ) ⊂ ( )+

ω  Кроме того, согласно теореме 2, леммам 1, 2 и 4 [20] множество σ+ ( )M  компактно, 
инвариантно, причем M M⊂ ( )+σ , поэтому с учетом того, что множество A Mω

+ ( ) – открытая инвариан-
тная окрестность M, следует включение σ ω

+ +( ) ⊂ ( )M A M .
Покажем, что σ+ ( )M  асимптотически устойчиво. Действительно, предположим, что это не так. Тог-

да по теореме 3 для любого числа δ > 0 существует отрицательная полутраектория γ − ( )x , расположен-
ная во множестве B M Mσ δ σ+ +( )( ) ( ), .\  Так как σ+ ( )M  компактно и содержится в открытом множестве 

A Mω
+ ( ), то δ можно считать настолько малым, что B M A Mσ δ ω

+ +( )( ) ⊂ ( ), . Следовательно, с учетом ин-
вариантности A Mω

+ ( ) имеем γ σω
− + +( ) ⊂ ( ) ( )x A M M\ .

На основании теоремы 3 [20] (где следует вместо M использовать σ+ ( )M ) псевдопролонгация σ+ ( )M  
является наименьшим псевдоустойчивым множеством, которое содержит М. Таким образом, из теоре-
мы 1 [19] получаем, что L x M− +( ) ( ) = ∅σ



, откуда с учетом включения M M⊂ ( )+σ  следует, что 
 L x M− ( ) = ∅



.  (5)
В силу предположения об асимптотической компактности X , , π( ) при t → – ∞ следует, что L x− ( ) ≠ ∅. 

Пусть y L x∈ ( )− . Учтем, что по предположению М – слабо притягивающее множество, поэтому в соот-
ветствии с предыдущими построениями для точки y, удовлетворяющей соотношениям 

y L x B M A M∈ ( ) ⊂ ( )( ) ⊂ ( )− + +σ δ ω, ,

можно указать последовательность tn( ), tn → + ∞, такую, что d M ytn,( ) → 0 при n → + ∞. Но множест-
во М компактно, а значит, L x M− ( ) ≠ ∅



. Однако это противоречит условию (5), что и доказывает асимп-
тотическую устойчивость σ+ ( )M .

Нетрудно показать справедливость равенства (4). Действительно, так как по лемме 1 M M⊂ ( )+σ , 
то ясно, что A M A Mω ω σ+ + +( ) ⊂ ( )( ) и для любого x A M∈ ( )( )+ +

ω σ  имеем L x M A M+ + +( ) ⊂ ( ) ⊂ ( )σ ω . Следо-
вательно, A M A M+ + +( )( ) = ( )σ ω , что и подтверждает (4). 
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Докажем теперь, что σ+ ( )M  является наименьшим из всех компактных инвариантных асимптотиче-
ски устойчивых множеств, содержащих М. Пусть Y – компактное асимптотически устойчивое множество 
такое, что M Y M⊂ ⊂ ( )+σ . Тогда имеем включения 
 σ σ σ σ+ + + +( ) ⊂ ( ) ⊂ ( )( )M Y M .  (6)

Более того, так как псевдопролонгация σ+ ( )M  является компактным псевдоустойчивым множеством, 
то по теореме 1 σ σ σ+ + +( )( ) = ( )M M .  Это в совокупности с включениями (6) приводит к равенству 
σ σ+ +( ) = ( )Y M . Если Y – асимптотически устойчивое множество, то оно и псевдоустойчивое, а тогда 
Y Y M= ( ) = ( )+ +σ σ . Следовательно, σ+ ( )M  является наименьшим из всех компактных инвариантных 
асимптотически устойчивых множеств, содержащих М. 

Теорема доказана. 
На основании теоремы 6 из настоящей статьи и теоремы 1.25 из источника [30, p. 64], где динами-

ческая система предполагается локально компактной, можно уточнить связь первой положительной 
пролонгации D M+ ( ), введенной Т. Ура, с псевдопролонгацией σ+ ( )M .  

Следствие 1. Пусть X , , π( ) – локально компактная динамическая система и M ⊂ X – компактное 
инвариантное слабо притягивающее множество. Тогда имеет место равенство σ+ +( ) = ( )M D M .
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