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УДК 517.968.7

ГИПЕРСИНГУЛЯРНОЕ ИНТЕГРО -ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ  
УРАВНЕНИЕ С РЕКУРРЕНТНЫМИ СООТНОШЕНИЯМИ 

В КОЭФФИЦИЕНТАХ

А. П. ШИЛИН 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

На замкнутой кривой, расположенной на комплексной плоскости, рассмотрено новое гиперсингулярное интегро-
дифференциальное уравнение, которое относится к линейным уравнениям с переменными коэффициентами специ-
ального вида. Характерной особенностью является наличие в коэффициентах постоянных множителей, заданных 
некоторыми рекуррентными соотношениями. Уравнение сведено вначале к решению краевой задачи Римана на 
исходной кривой. Установлен класс функций для решения задачи Римана, после чего эта задача решается. Далее 
следует решать два линейных дифференциальных уравнения произвольного порядка для аналитических функций 
в двух разных областях комплексной плоскости. Найдены соответствующие фундаментальные системы решений, 
после чего использован метод вариации произвольных постоянных. На полученные решения дифференциальных 
уравнений накладываются ограничения, чтобы добиться их аналитичности. Все возникающие условия разреши-
мости исходного уравнения записаны явно. При их выполнении решение исходного уравнения также может быть 
записано явно. Решен пример. 

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение; гиперсингулярный интеграл; краевая задача Римана; 
линейное дифференциальное уравнение; аналитическая функция.



7

Вещественный, комплексный и функциональный анализ
Real, Complex and Functional Analysis

HYPERSINGULAR INTEGRO -DIFFERENTIAL EQUATION  
WITH RECURRENT RELATIONS IN COEFFICIENTS

A. P. SHILIN a

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus

A new hypersingular integro-differential equation is considered on a closed curve located on the complex plane. 
The equation refers to linear equations with variable coefficients of a special kind. A characteristic feature is the presence of 
constant multipliers in the coefficients, given by some recurrent relations. The equation is first reduced to solving the Riemann 
boundary value problem on the original curve. A class of functions is established for solving the Riemann problem, after 
which this problem is solved. Next, it is necessary to solve two linear differential equations of arbitrary order for analytical 
functions in two different regions of the complex plane. The corresponding fundamental systems of solutions are found, 
after which the method of variation of arbitrary constants is used for the solution. Restrictions are imposed on the obtained 
solutions of differential equations in order to achieve their analyticity. As a result, all the resulting solvability conditions 
of the original equation are written explicitly. The solution of the original equation after solving the differential equations can 
be written explicitly. Solved the example.

Keywords: integro-differential equation; hypersingular integral; Riemann boundary problem; linear differential equa-
tion; analytic function.

Введение
В последнее время возрастает интерес к гиперсингулярным интегралам, понимаемым в смысле конечной 

части по Адамару, поскольку найдены их важные приложения к таким разделам физических и технических 
наук, как аэро- и электродинамика, атомная и ядерная физика, вопросы трещиноустойчивости и др. Обзор 
важнейших результатов по интегральным уравнениям с такими интегралами содержится в работе [1]. 
В статье [2] дано точное аналитическое решение линейного гиперсингулярного интегро-дифферен-
циального уравнения на замкнутой кривой, расположенной на комплексной плоскости. Аналогичные 
уравнения более сложного вида решены затем в публикациях [3–5] и др. К этим же работам относится 
настоящая статья, где найдено решение нового уравнения.

Постановка задачи и общая схема решения
Пусть L – простая замкнутая гладкая положительно ориентированная кривая на расширенной 

комплексной плоскости, D+ и D– – области расширенной комплексной плоскости с границей L, 
0 ∈ D+, ∞ ∈ D–. Зададим H-непрерывные (т. е. удовлетворяющие условию Гёльдера) функции a t b t f t t L( ) ≠ ( ) ≠ ( ) ∈0 0, , , .

a t b t f t t L( ) ≠ ( ) ≠ ( ) ∈0 0, , , . Зададим также комплексные числа a0 = b0 = 1, a1, b1, …, an, bn, n ∈ . Обозначим 
через α jm j n m j, , , , ,= =0 0  целые числа, определяемые рекуррентными соотношениями

α αjj
j

jj n j n= −( ) = = =1 0 0 10, , ; , , ;

α α αjm j m j mj m j n= − −( ) − =− − −1 21 1 1, , , ,  (при n ≥ 2), m j= −1 1, .

Будем искать n раз H-непрерывно дифференцируемую функцию ϕ t( ), удовлетворяющую уравнению
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с интегралами, понимаемыми в смысле конечной части по Адамару. 
Введем интеграл типа Коши

Φ± ±( ) = ( )
−

∈∫z
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и применим далее схему решений интегро-дифференциальных уравнений, указанную в работе [6]. Со-
гласно этой схеме следует вначале исследовать краевую задачу Римана

 F t
b t
a t

F t
f t
a t

t L+ −( ) = ( )
( ) ( ) + ( )

( ) ∈
2

, ,  (2)

для аналитических функций 

 F z b z z z Ds k k n k s
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n k
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− − + − −
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−( ) = ( ) ∈∑∑ α , , ,Φ

20

 (3)

 F z a z z z Ds k k n k s
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+( ) = ( ) ∈∑∑ α , , ,Φ

20

 (4)

с H-непрерывными предельными значениями F t t L± ( ) ∈, . Если задача Римана не имеет решений, то 
и уравнение (1) не имеет решений. Если же задача Римана окажется разрешимой, а ее решение будет 
найдено, то соотношения (3), (4) следует расценивать затем как линейные дифференциальные уравнения 
для нахождения аналитических функций Φ Φ± −( ) ∞( ) =z , .0  Если и функции Φ± ( )z  будут найдены, то 
решение исходного уравнения (1) записывается по формуле Сохоцкого:
 ϕ t t t t L( ) = ( ) − ( ) ∈+ −Φ Φ , .  (5)

Решение задачи Римана
Лемма 1. Если функция F z− ( ) представляется в виде соотношения (3), где Φ− ∞( ) = 0, то она огра-

ничена на бесконечности.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Перегруппируем в формуле (3) слагаемые:
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Возьмем разложение функции Φ− ( )z  в ряд Тейлора в окрестности бесконечности:
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∞
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z
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, .

Подставим в равенство (6) это разложение, а также разложения для производных Φ− ( )z , полученные 
почленным дифференцированием. При этом слагаемые в сумме из равенства (6), получающиеся при 
j = 0,  j = 1, станут равными соответственно
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и, следовательно, будут ограничены на бесконечности. При  j ≥ 2 некоторые слагаемые в сумме из равен-
ства (6) окажутся с полюсами на бесконечности. Покажем, что при суммировании произойдет «погашение» 
полюсов. Для этого запишем лишь те слагаемые в правой части равенства (6), которые окажутся с полюсами:

b A c zn j jk k
k

j

j

n
j k

−
=

−

=

−∑∑
1

1

2

,

где A k k k k k k k kjk j j j= −( ) + −( ) − −( ) + −( ) − −( ) − −( ) + + −( ) − −( )α α α
1 2 3

1 1 2 1… −− −( ) − − +( )k k j jj2 1� α .

Обоснуем методом математической индукции по j, что все числа Ajk = 0. Для  j = 2 будет всего одно 
число, равное A

21 21 22
1 1 2 1 2 1 2 1 0= −( ) + −( ) −( ) = −( ) ⋅ + −( ) ⋅ −( ) ⋅ =α α . Пусть для некоторого  j ≥ 2 Ajk = 0 

при всех k j= −1 1, . Теперь для всех k j=1,  вычислим числа
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A k k k k k kj k j j j+ + + += −( ) + −( ) − −( ) + −( ) − −( ) − −( ) +1 1 1 1 2 1 31 1 2, , , ,α α α
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Для k = j полученные числа обратятся в ноль за счет множителя k –  j, а для k j= −1 1,  – за счет индук-
тивного предположения. Лемма доказана.

Теперь понятно, что решение задачи Римана (2) следует находить в классе функций, ограниченных 

на бесконечности. Согласно монографии [7] такое решение зависит от индекса α = ( )
( )IndL
b t
a t

 и имеет вид

F z X z z P z z D± ± ± ±( ) = ( ) ( ) + ( )( ) ∈Ψ , ,

где X z± ( ) – канонические функции задачи (их явный вид здесь не приводим); Ψ±
+

( ) = ( )
( ) ( ) −( )∫z

i
f d

a X zL
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4π
τ τ

τ τ τ
; 

P z d zk
k

k
( ) =

=
∑

0

α
 – многочлен степени α с произвольными комплексными коэффициентами dk при α ≥ 0, 

P z( ) ≡ 0 при α < 0. При α ≥ –1 задача (2) разрешима безусловно, а при α < –1 для ее решения необходимо 
и достаточно, чтобы выполнялись условия

 
f d
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α( )
( ) ( ) = = − −

+
∫ 0 0 2, , .  (7)

Решение дифференциальных уравнений
Пусть задача (2) разрешима, а ее решение найдено. Переходим к решению уравнения (3).
Лемма 2. Если λ1 – корень уравнения 

 bn j
j

j

n

−
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=∑ λ 0
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,  (8)

то функция e z
λ1

 удовлетворяет однородному уравнению (3).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Вычисление производных функции e z

λ1

 приводит к формулам 
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Подставим выражения для этих производных в правую часть уравнения (3). Тогда после перегруппи-
ровки слагаемых правой части можно придать вид 

e b Bz
n j j
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nλ1
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−
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∑ ,
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где

 
Bj jm mm j m m m j m m m

m
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(9)

При m =  j слагаемое в сумме из (9) будет иметь вид α jj α jj λ
j = λj. Обоснуем методом математической 

индукции по  j, что остальные слагаемые в сумме из (9) обратятся в ноль за счет сумм в (9), находящихся 
в скобках. При  j = 0 «остальных» слагаемых нет. При  j = 1 для m = 0 α α α α

10 00 11 10
0 1 1 0 0+ = ⋅ + −( ) ⋅ = . 

Пусть для некоторого  j ≥ 1 при всех m = 0, 1, …,  j – 1

α α α α α α α α α αjm mm j m m m j m m m j j j m jj jm+ + + + + =+ + + + − −, , , , , , .1 1 2 2 1 1 0

Докажем, что тогда для всех m = 0, 1, …,  j

 α α α α α α α α αj m mm j m m m j m m m j j jm j j+ + + + + + + + ++ + + + +1 1 1 1 1 2 2 1 1, , , , , , , ++ + =1 1 0α j m, .  (10)

Для m = 0 последнее равенство справедливо, так как α j + 1, 0 = α10 = α20 = … = α j0 = 0. Для m = 1, 2, …,  j 
сумма в левой части (10) получается равной 
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mm m jm m m j m m m j j j m jj j m− − − + + − − − −+ + + + +1 1 1 1 1 1 1 1 1, , , , , , ,α α α α α α α α −− 1 .

Сумма в последних квадратных скобках равна нулю по индуктивному предположению. В первых 
и вторых квадратных скобках приводим подобные члены:

m j jm mm j m m m j j j m jj jm−( ) + + + +  =+ + − −α α α α α α α α, , , ,1 1 1 1 0

 – снова по индуктивному предположению.

Таким образом, подстановка Φ− ( ) =z e z
λ1

 в правую часть однородного уравнения (3) приводит после 

сокращения на e z
λ1

 к верному равенству 0
1

0

= −
=
∑ bn j

j

j

n
λ , что и доказывает лемму. 

Будем считать в дальнейшем для простоты, что все корни λ1, λ2, . . . , λn уравнения (8) являются одно-

кратными. В этом случае функции e e ez z z
nλ λ λ1 2

, , ,  составляют фундаментальную систему решений 

однородного уравнения (3). Через W обозначим определитель Вронского функций e
j
z

λ

, а через V – опре-
делитель Вандермонда чисел λ j j n, , .=1  

Лемма 3. Справедлива формула 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем
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Вынесем за знак определителя общие экспоненциальные множители элементов каждого столбца 
и знак «минус» в четных строках. Оставшийся определитель представим в виде надлежащей суммы та-
ких определителей, элементами которых будут отдельные слагаемые элементов исходного определителя. 
Из этих определителей ненулевым будет лишь определитель из всех последних слагаемых, остальные 
определители обратятся в ноль из-за пропорциональности каких-либо строк. В результате получится 
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К формуле (11) придем, если теперь вынесем из каждой  j-й строки за знак последнего определителя 

множитель 1
1

2 2z
j nj − =, , . Лемма доказана.

Аналогично формуле (11) будет получаться 
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z
j nj
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+( ) +( ) − ++ + + + +

−( ) −( )
1

1

2 3 1 1 1
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1 2
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, , ,,  (12)

где Wj – определитель Вронского функций e e e ez z z z
j j nλ λ λ λ

1 1 1

, , , , , ; 

− +

 Vj – определитель Вандермонда 
чисел λ1, …, λj – 1, λj + 1, …, λn. (При n = 1 полагаем, что W1 = 1.)

Для решения уравнения (3) применим метод вариации произвольных постоянных. Согласно этому 
методу решение может быть записано в виде
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 (13)

где C zj
−( ) – первообразные в D– функций 
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− – произвольные комплексные постоянные, 

j n=1, . Из формул (11), (12) заключаем, что 
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z, , поэтому упомянутые перво-

образные существуют. После несложных упрощений формуле (13) удобно придать вид
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(при n = 1 произведение λ λk j
k
k j

n
−( )

=
≠

∏
1

 заменяется на 1). Интегралы вида 
∞
∫
z

 выделяют те первообразные, 

которые на бесконечности обращаются в ноль. Благодаря этому легко добиться выполнения условия 
Φ− ∞( ) = 0: произвол постоянных Cj

− в формуле (14) должен быть ограничен требованием

 Cj
j

n
−

=
∑ =
1

0.  (15)

Переходим к решению уравнения (4). Предположим, что уравнение

 an j
j

j

n

−
=

=∑ µ 0

0

,  (16)

как и аналогичное уравнение (8), имеет однократные корни µ1, µ2, …, µn. Пусть C zj
+( ) – первообраз-

ные в D+ функций 
−( ) ( )

−( )
+

−

=
≠

∏
1

2

1

n z

k j
k
k j

n
F z e

z

jµ

µ µ
, Cj

+ – произвольные комплексные числа, j n=1, . Формула решения 

уравнения (4)
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µ

1
 (17)

аналогична формуле (14) решения уравнения (3), однако эта формула не даст аналитическую в D+ функ-
цию. Во-первых, могут не существовать упомянутые первообразные. Для их существования (в области  
D+ { }\ 0 ) необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия
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zF z e
z

j n
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0 1
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, , .  (18)

Если эти условия выполнены, то можно взять 
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где z0 ∈ D+, z0 ≠ 0; Kj – некоторые комплексные постоянные, а интегрирование ведется по любой кривой 
в D+ , не проходящей через точку z = 0. Отметим, что при α ≥ 0 выполнение условий (18) будет означать 
совместность линейной алгебраической системы

 γ δ
α

jk k j
k

d j n= =
=
∑ , , ,

0

1  (19)

где для всех указанных  j, k
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,
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Во-вторых, постоянные Cj
+ в формуле (17) не могут оставаться произвольными, иначе сумма C ej

z

j

n j
+

=
∑

µ

1

, 

выражающая в этой формуле общее решение однородного уравнения (4), будет иметь в нуле существенно 

особую точку. Из-за линейной независимости функций e
j
z

µ

 избежать существенно особой точки можно, 
лишь взяв в указанной сумме все постоянные Cj

+  равными нулю.
Теперь остается приемлемым для дальнейших рассуждений только частное решение 
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но и в нем еще подбором констант Kj надо устранить возможную существенно особую точку в нуле. 
Для этого записываем соответствующее лорановское разложение и приравниваем к нулю коэффициен ты 
при отрицательных степенях z. В результате приходим к бесконечной линейной алгебраической системе

 µ j
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j m
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n
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где для всех m,  j 
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Здесь Γ – окружность с центром в нуле достаточно малого радиуса.
Матрица системы (21) имеет характер бесконечной матрицы Вандермонда попарно различных чи-

сел. Ранг такой матрицы равен n, поэтому при α ≤ –1 решение системы (21) может быть разве что 
единст венным. При α ≥ 0 системе (21) можно придать вид 
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и тогда также за счет части постоянных dk , оставшихся после решения системы (19) произвольными, 
можно добиваться разрешимости системы (21).

Основной результат. Пример
Теперь в отношении исходного уравнения можно сформулировать окончательный результат.
Теорема. Если выполняются условия (7) при α < –1, корни уравнений (8), (16) однократны, справед-

ливы равенства (18) и система (21) совместна, то решения уравнения (1) существуют и все они запи-
сываются по формуле (5), где Φ Φ+ −( ) ( )t t,  получаются из формул (14), (20). При этом в формуле (14) 
постоянные Cj

−  связаны равенством (15), а в остальном произвольны; постоянные Kj в формуле (20) 
являются общим решением системы (21).

Рассмотрим в качестве примера уравнение 
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В таком виде можно записать на единичной окружности уравнение (1), если n = 2, a t t( ) = , b t( ) = 1, 

b1 = –7, b2 = 12, a1 = –3, a2 = 2, f t t t t et( ) = + + −12 12 4 2
5 4 3

1

2

.

Задача Римана (2) приобретает вид 

F t t F t t t t e
t t
t

+ −( ) = ( ) + + + − =1
6 6 2 1
4 3 2

1

2

, .

Получается, что α = = −=Ind t t1
1

1, условий разрешимости нет, единственное решение в классе огра-
ниченных на бесконечности функций имеет вид

F z z z z F z e z+ −( ) = + + ( ) =6 6 2
4 3 2

1

2

, .

Теперь следует решать дифференциальные уравнения 

 z z z z z z e zz4 3 2

1

2 7 12 1
2′′ ( ) + +( ) ′ ( ) + ( ) = >− − −Φ Φ Φ , ,  (23)

 z z z z z z z z z z4 3 2 4 3 2
2 3 2 6 6 2 1′′ ( ) + +( ) ′ ( ) + ( ) = + + <+ + +Φ Φ Φ , .  (24)

Для уравнения (23) соответствующее уравнение (8) имеет вид λ2 – 7λ + 12 = 0, откуда λ1 = 3, λ2 = 4, 

поэтому фундаментальную систему решений однородного уравнения составят функции e ez z
3 4

, . Решение 
уравнения (23) методом вариации произвольных постоянных с учетом условия (15) приводит к формуле 
с единственной произвольной постоянной С
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ez
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Для уравнения (24) соответствующее уравнение (16) имеет вид µ2 – 3µ + 2 = 0, откуда µ1 = 1, µ2 = 2. 

Фундаментальную систему решений однородного уравнения составят функции e ez z
1 2

, . Решение урав-
нения (24) методом вариации произвольных постоянных приводит к формуле 

 Φ+
+ + + +( ) = ( ) +( ) − ( ) +( )z C z C e C z C ez z
 

1 1

1
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,  (25)

где  C z C z1 2
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то такие первообразные существуют, и последующие вычисления дают в качестве этих первообразных, 

например, функции соответственно 2 1 2 1
2

1

2

2

z z e z z ez z+( ) +( )− −
, . Тогда формула (25) при C C

1 2
0

+ += =  
приведет к аналитической в области z < 1 функции Φ+ ( ) =z z2. Поскольку такая функция при α = –1 
может быть единственной, записывать и анализировать условия вида (21) не требуется. Окончательно 
согласно формуле (5) получим следующее решение уравнения (22):
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,

где t C= ∀ ∈1; ;  интегралы берутся по любым кривым в области z >1.
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Заключение
Проведен полный конструктивный анализ исходного уравнения (1). Решен в явном виде пример, по-

казывающий наличие случаев, когда выполняются все условия существования решения. Заметим еще, 
что возможность решить однородные уравнения 2-го порядка вида (23), (24) отмечена в справочнике 
[8, с. 443, пример 2.352].
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