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УДК 517.5

РАЦИОНАЛЬНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ФУНКЦИИ x α
  

С УЗЛАМИ ЧЕБЫШЕВА – МАРКОВА ПЕРВОГО РОДА

В. Ю. МЕДВЕДЕВА1), Е. А. РОВБА1)

1)Гродненский государственный университет им. Янки Купалы, 
ул. Ожешко, 22, 230023, г. Гродно, Беларусь

Рассмотрены приближения функции x α , α > 0, интерполяционными рациональными функциями Лагранжа на 
отрезке −[ ]1 1, . В качестве узлов интерполирования выбраны нули рациональной функции Чебышева – Маркова 
первого рода. Получены интегральное представление остатка интерполирования и оценка сверху рассматривае мых 
равномерных приближений. Подробно изучены полиномиальный и общий рациональный случаи. В полиномиальном 
случае найдена асимптотическая оценка равномерных приближений. При приближении интерполяционными рацио-
нальными функциями Лагранжа с узлами Чебышева – Маркова первого рода получены верхние и нижние оценки. 
Эти оценки близки к оценке наилучших равномерных рациональных приближений анализируемой функции на 
отрезке −[ ]1 1, .
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RATIONAL INTERPOLATION OF A FUNCTION x α
  

WITH CHEBYSHEV – MARKOV NODES OF THE FIRST KIND
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This paper considers the approximations of the function x α , α > 0, by interpolation rational Lagrange functions on 
the interval −[ ]1 1, . Zeros of the rational Chebyshev – Markov function of the first kind are chosen as interpolation nodes. 
An integral representation of the interpolation remainder and an upper estimation for the considered uniform approxima-
tions are obtained. The polynomial and general rational cases are studied in detail. In the polynomial case, an asymptotic 
estimate for uniform approximations is found. When approximating by interpolation rational Lagrange functions with 
Chebyshev – Markov nodes of the first kind, the upper and lower estimations are found. These estimations are close to 
that of the best uniform approximations of the function under consideration on the interval −[ ]1 1, .

Keywords: rational Chebyshev – Markov fraction; rational interpolation; function with power singularity.
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work.

Введение
Многие результаты в теории аппроксимации восходят к приближениям простейших функций. Весь-

ма важной в этом смысле является роль функций x , x α, ex и т. п. Наилучшей полиномиальной аппрок-
симации функции x α в различных метриках посвящены работы С. Н. Бернштейна [1], С. М. Николь-
ского [2], Р. А. Райцина [3], А. Дж. Карпентера и Р. С. Варги [4] и др. Рациональная аппроксимация этой 
функции также вызывает интерес исследователей (см., например, [5, p. 106; 6–9]).

Некоторые математики обратились к полиномиальной аппроксимации функций со степенной осо-
бенностью конкретными методами приближений. Так, Р. А. Райцин [10] проанализировал приближения 
таких функций частичными суммами рядов Фурье – Чебышева. М. И. Ганзбург [11] исследовал полино-
миальные аппроксимации функции x α на отрезке −[ ]1 1,  по расширенным системам узлов Чебышева. 
М. Реверс [12] получил подобные результаты в случае нечетного числа узлов Чебышева первого рода.

В статье [13] рассматривалась аппроксимация функций со степенной особенностью по расширен-
ной системе узлов Чебышева – Маркова. 

В настоящей работе изучаются аппроксимационные свойства интерполяционных рациональных функ-
ций с узлами Чебышева – Маркова первого рода, построенных для функции f x x( ) = α , α > 0, x ∈ −[ ]1 1, .

Цель работы – исследование приближений функции x α , α > 0, на отрезке −[ ]1 1,  интерполяционны-
ми рациональными функциями Лагранжа с узлами в нулях рациональных функций Чебышева – Мар-
кова первого рода, а также получение интегрального представления остатка интерполирования, асимп-
тотических и двусторонних оценок рассматриваемых равномерных приближений.

Результаты и их обсуждение
Общий случай. Пусть ak , k = 1, 2, …, 2n, – комплексные числа (Re ak = 0), удовлетворяющие следую-

щим условиям:

a a a r n rr1 2 0 2
4

4= = … = = = 





+ >, , ,
α

 an + k = – ak, k = 1, 2, …, n, (1)

где α[ ] означает целую часть числа α.
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Тогда рассмотрим функцию

µ
2

1

2

1
n

k

kk

n
x

x a
a x

( ) =
+

+=
∑ arccos

и введем рациональную косинус-дробь Чебышева – Маркова [14, c. 47]
m x xn n2 2( ) = ( )cos .µ

Рациональная функция m xn2 ( ) имеет вид 

m x
p x

a x
n

n

k
k

n2

2

2 2

1

1

( ) = ( )
+( )

=
∏

,

где p xn2 ( )  – некоторый четный алгебраический полином порядка не выше 2n. Обозначим через xk, 
k = 1, 2, …, 2n, нули функции m xn2 ( ). Они являются простыми, симметричными и принадлежат интер-
валу −( )1 1, :

 –1 < x2n < x2n – 1 < … < xn + 1 < 0 < xn < … < x2 < x1 < 1, 
(2)

xn + k = – xn – k + 1, k = 1, 2, …, n.
Построим интерполяционную рациональную функцию Лагранжа с узлами (2) для функции 

f x x( ) = α, α > 0:

 L x f x l xn k k
k

n

2 2

1

2

−
=

( ) = ( )∑, ,
α  (3)

где l x
m x

x x m xk
n

k n k
( ) = ( )

−( ) ′ ( )
2

2

, k = 1, 2, …, 2n.

Везде далее будем называть точки xk , k = 1, 2, …, 2n, узлами Чебышева – Маркова первого рода.
Нетрудно видеть, что в случае, когда параметры ak , k = 1, 2, …, 2n, удовлетворяют условиям (1), 

рациональная функция L x fn2 2− ( ),  является четной и имеет порядок не выше 2n – 2.
Введем обозначения

ε α
2 2 2 2 1 1n nx a x L x f x− −( ) = − ( ) ∈ −[ ], , , , ,

 ε ε2 2 2 2
1 1

n n C
a x a− − −[ ]( ) = ( ), ,

,
 

(4)

где a a a a n= …( )1 2 2, , , .

Аппроксимационные свойства величин (4) описывает следующая теорема.
Теорема 1. Для приближений функции f x x( ) = α, α > 0, на отрезке −[ ]1 1,  интерполяционными ра-

циональными функциями Лагранжа (3) с узлами Чебышева – Маркова (2) справедливы соотношения

 ε π
πα

y

α

α2 2 2

1

2 2
1

2 2 2

4

2
1

1

1
n n

n
x a m x u

u x u u
du

u−

+

+
( ) = ( )

−( ) −( ) + ( )
, sin

++ ( )−∫ yn u1
0

1

,  (5)

 ε π
πα

y y

α

α2 2

1

2 2
1

1

0

1

4

2
1

n
n n

a u

u

du
u u−

−

+ −( ) ≤
−( ) ( ) + ( )∫sin ,  (6)

где 

y
β
β

βn
k

kk

n

k

k

u
u
u a

( ) =
−
+

=
+=

∏
1

2

1

1

, , k = 1, 2, …, n, x ∈ −[ ]1 1, , n > r.

Если полюсы рациональной функции m xn2 ( ) имеют четную кратность, то оценка (6) является точной.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Обратившись к формуле (3), получим 

L x f x l x x l xn k k
k

n

k k
k n

n

2 2

1 1

2

−
= = +

( ) = ( ) ( ) + −( ) ( )∑ ∑, .
α α

Будем полагать, что x ∈( ]0 1, , и исходя из тождества

l xk
k

n

( ) ≡
=

∑
1

2

1

найдем
 ε2 2 2 1 2n nx a m x S x S x− ( ) = ( ) ( ) + ( )( ), ,  (7)
где

S x
x x

x x m x
S x

x x
x x m x

k

k n kk

n
k

k n
1

21

2

2

( ) =
−

−( ) ′ ( ) ( ) =
− −( )

−( ) ′=
∑

α α α α

,
kkk n

n

( )= +
∑

1

2

.

Выберем однозначную ветвь функции f z z( ) = α  в плоскости с разрезом по промежутку z z iy y: ,= −∞ < <{ }0
z z iy y: ,= −∞ < <{ }0  так, что f 1 1( ) = . Тогда для функций S x1( ) и S x2( ) легко получить интегральные пред-

ставления:

 S x
i

x z
x z m z

dz S x
i

x z
x z mn n

1

2

2

2

1

2

1

2
( ) = −

−( ) ( ) ( ) =
− −( )

−( )∫π π

α α α α

δΓ

,
zz
dz( )′

∫
Γδ

,  (8)

где контур Γ Γ Γ Γδ δ δ δ= − − −
1 2 3, , , , 

Γ1, : , ,δ δ+ = = < < +∞{ }z z iy y

Γ2
2 2

, : , arg ,δ δ π π+ = = − ≤ ≤







z z z

Γ3, : , ,δ δ+ = = −∞ < < −{ }z z iy y
а контур ′ = + − +Γ Γ Γ Γδ δ δ δ3 4 1, , , , 

Γ4
2

3

2
, : , arg ,δ δ π π+ = = ≤ ≤








z z z

δ, 0 < δ < xn, – достаточно малое положительное число.
Так как x ∈( ]0 1, , α > 0 и m n2 0 1( ) = , то нетрудно проверить, что

lim ,

,

δ

α α

δ
→

−
−( ) ( ) =

+
∫

0
2

2

0
x z

x z m z
dz

nΓ

lim .

,

δ

α α

δ
→

− −( )
−( ) ( ) =

+
∫

0
2

4

0
x z
x z m z

dz
nΓ

Следовательно, из равенств (8) имеем

 S x
i

x z
x z m z

dz
ni

i

1

2

1

2
( ) = − −

−( ) ( )− ∞

+ ∞

∫π

α α

,  (9)

 S x
i

x z
x z m z

dz
ni

i

2

2

1

2
( ) =

− −( )
−( ) ( )− ∞

+ ∞

∫π

α α

.  (10)

Займемся интегралом (9). Разобьем его на два интеграла по промежуткам − ∞( ]i , 0  и 0, + ∞[ )i  и в первом 
интеграле сделаем замену z = it, а во втором интеграле – замену z = – it. Получим
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S x
x it
x it m it

dt
x it
x it m itn n

1

20 2

1

2
( ) = −

− ( )
−( ) ( ) +

− −( )
+( )

+∞

∫π

α α α α

(( )










+∞

∫ dt
0

.

Здесь также воспользовались четностью функции m tn2 ( ).
Таким образом, 

S x
x it
x it

x it
x it

dt
m itn

1

20

1

2
( ) = −

− ( )
−

+
− −( )

+









 ( )

+∞

∫π

α α α α

.

Аналогично из интеграла (10) можно получить

S x
x it
x it

x it
x it

dt
m itn

2

20

1

2
( ) =

− −( )
−

+
− ( )
+









 ( )

+∞

∫π

α α α α

.

Из найденных интегральных представлений для функций S x1( ) и S x2( ) имеем

H x S x S x

x it
x it

x it
x it

x it
x

n ( ) = ( ) + ( ) =

=
− −( )

−
+

− ( )
+

−
− ( )

1 2

1

2π

α α α α α α

−−
−

− −( )
+









 ( ) =

=
− −( )( )

+∞

+

∫ it
x it
x it

dt
m it

it i i

x

n

α α

α α α

π

20

1

2

1

++ ( )
+∞

∫ t
dt

m itn
2

20

.

Заметим, что 

i i iα α πα− −( ) = 2
2

sin ,

отсюда получим

H x t
x t

dt
m itn

n
( ) = −

+ ( )
++∞

∫
2

2

1

2 2

20
π

πα α

sin

и, следовательно (см. формулу (7)), 

 ε π
πα α

2 2 2

1

2 2
20

2

2
1 1n n

n
x a m x t

x t
dt

m it
x−

++∞

( ) = − ( )
+ ( ) ∈ −[ ]∫, sin , , .  (11)

Обозначим через J xn ( ) интеграл в правой части равенства (11):

J x t
x t

dt
m itn

n
( ) =

+ ( )
++∞

∫
α 1

2 2

20

.

Сделаем в нем замену t i z
z

= − +
−
1

1

2

2
, dt iz

z
dz= −

−( )
4

1
2
2
.

Тогда

 J x i i z
z

z

z x z

dz
M izn

n
( ) = − − +

−




 +( ) − −( ) ( )

+

∫4
1

1 1 1

2

2

1

2
2

2 2
2

2

α

Γ

,  (12)

где M yn2 ( ) – рациональная косинус-дробь Бернштейна [14, c. 49] с полюсами в точках zk и zk ,

z i
a

a
k

k

k

=
+

+

1

1
2
, k = 1, 2, …, 2n;

Γ = = ≤ ≤







z z ei: , .
j j π
0

2



11

Вещественный, комплексный и функциональный анализ
Real, Complex and Functional Analysis

Заметим, что

M y y y y
y z
y zn n n n

k

kk

n

2 2 2

1

2

1

21

2
( ) = ( ) + ( )( ) ( ) =

−
−

−

=
∏χ χ χ, .

В интеграле (12) сделаем еще одну замену:

z u i u u z z dz i
u i u

u
du= + − = +





=
+ −

−
1

1

2

1 1

1

2

2

2
, , .

Получим

 J x u

u x u u
du

M iu u
n

n

( ) =
−( ) −( ) + − −( )

+

+
∫

α

α

1

2 2
1

2 2 2

2

2
0

1

1

1

1 1

.  (13)

Преобразовывая выражение для M iu un2
2

1− −( ),  приходим к следующей формуле:

M iu u u un n n2

2 1
1

1

2
− −( ) = ( ) + ( )( )−y y ,

где y
β
βn
k

kk

n
u

u
u

( ) =
−
+=

∏
1

, βk
ka

=
+

1

1
2
, k = 1, 2, …, n.

Тогда из представления (13) имеем

J x u

u x u u
du

u un
n n

( ) = −
−( ) −( ) + ( ) + ( )

+

+ −∫2
1

1

1

1

2 2
1

2 2 2 1

0

1 α

α y y
.

Подставив данное выражение в равенство (11), получим формулу (5).
Теперь рассмотрим функцию 

ju x
u

x u u
x( ) =

−( ) +
∈[ ]

2

2 2 2
1

0 1, , .

Очевидно, что функция ju x( ) является убывающей на отрезке 0 1,[ ] и ju 0 1( ) =  при каждом фикси-
рованном u, u ∈( )0 1, .

Если учесть, что и m n2 0 1( ) = , то из равенства (5) следует неравенство (6), причем знак равенства имеет 
место в случае, когда функция yn x( ) не меняет знак на отрезке 0 1, .[ ]

Теорема 1 доказана.
Полиномиальный случай. Если положить все ak , k = 1, 2, …, n, равными 0, то m x n xn2 2( ) = cos arccos , 

т. е. является полиномом Чебышева, а узлы xk , k = 1, 2, …, 2n, есть узлы Чебышева.
В этом случае введем обозначение (см. формулу (4))

ε ε2 2 2 2 00n n− −( ) = , .

Теорема 2. Для приближений функции f x x( ) = α, α > 0, на отрезке −[ ]1 1,  интерполяционными поли
номами Лагранжа c узлами Чебышева первого рода справедливо асимптотическое равенство

 lim sin .,n n t tn t
e e

dt
→ ∞ −

−

−

+∞

( ) =
+∫2

4

2
2 2 0

1

0

α
α

ε π
πα  (14)

Замечание. Нетрудно видеть, что 

1

2

1

0

Γ Γα α
α

( ) ≤
+

≤ ( )
−

−

+∞

∫
t
e e

dtt t ,
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т. е.
t
e e

dtt t

α

θ α
−

−

+∞

+
= ( )∫

1

0

Γ ,

где Γ α( ) – гамма-функция Эйлера; θ ∈





1

2
1, .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим следующее равенство, полученное из оценки (6):

 ε π
πα

y y
y

α

α2 2

1

2 2
1

1

0

1

0
4

2
1

1
n

n n
n

u

u

du
u u

u−

−

+ −( ) =
−( ) ( ) + ( ) ( ) = −

∫sin ,
uu
u

n

1 +





.  (15)

Найдем асимптотическое выражение интеграла в правой части равенства (15). С этой целью рас-
смотрим интеграл 

 I u du
u un

n n
=

( ) + ( )
−

−∫
α

y y

1

1

0

1

.  (16)

Введем обозначение

δn
n

=
( )
1

2
23

.

Разобьем интеграл (16) на два интеграла:

 I u du
u u

u du
u u

I In
n n n n

n

n

n

=
( ) + ( )

+
( ) + ( )

= +
−

−

−

−
( )∫ ∫

αδ α

δy y y y

1

1

0

1

1

1

1

nn
2( )
.  (17)

Вначале оценим второй интеграл:

I
u u

u
dun

n

nn

2

1

2

1

1

( )
−

= ( )
+ ( )∫

α

δ

y
y

.

Воспользовавшись неравенством 

 1

1
0 1

2−
+

≤ ∈[ ]−u
u

e uu
, , ,  (18)

найдем

I u e
e

dun

nu

nu
n

2

1 2

4

1

1

( )
− −

−≤
+∫

α

δ

.

Сделаем в этом интеграле замену υ = 2nu и получим 

I
n

e
e

dn
n

n

n

2

1

2

2

2
1

2 1

( )
− −

−≤
( ) +∫α

α υ

υ
δ

υ υ.

Заметим, что δn n → ∞, n → ∞, отсюда

 I o
n

nn
2 1( ) = 





→ ∞α , .  (19)

Теперь займемся интегралом In
1( ) в формуле (17). Нетрудно проверить, что справедливо следующее 

неравенство:

1

1
0

2 1
2−

+
≥ ∈[ ]

− +



u

u
e u

u u

n, , .δ
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Для этого достаточно показать, что функция j u u e u eu u( ) = −( ) − +( ) −
1 1

2
2

 является возрастающей на 
отрезке 0, ,δn[ ]  и учесть равенство j 0 0( ) = .

Следовательно,

y
δ

δ
δ

n

nu u
nu n nu

nu e e e e u
n

( ) ≥ > > −








 ∈[ ]

− +



 −

−
−

2 1
2 2 2 2

1
2

0, , ..

Тогда, учитывая эти неравенства и формулу (18), находим

1
2

1 0
2 2 1 2 2−









 + ≤ ( ) + ( ) ≤ + +( ) ∈− − −δ

y y δ δn nu nu
n n

nu
n

nue e u u e e u, , nn[ ].

Таким образом, получаем

u du
e e

I u du

e e
nu

n
nu n

n nu

n αδ α

δ δ

−

−
( )

−

−+ +( ) ≤ ≤

−








 +

∫
1

2 2

0

1

1

2 2
1

1
2

nnu

n

0

δ

∫ .

Теперь рассмотрим следующую разность:

Λn
n nu nu

nu
n

nu

u du

e e

u du
e e

n

=

−








 +

−
+ +( )

−

−

−

−∫
αδ α

δ δ

1

2 20

1

2 2

0
1

2

1

δδn

∫ =

=

+ +( )( ) − −








 +











−

− − − −u e e u e enu
n

nu n nu nuα αδ
δ

δ

1 2 2 1 2 2
1 1

2

1
nn nu nu nu

n
nue e e e

du
n

2
1

2 2 2 20








 +









 + +( )( )

=
− −

∫
δ

δ

=
+( )

−








 +









 +

− − −

− −

u e e du

e e e

n
nu nu

n nu nu nu

α δ

δ

1 1 2 2

2 2 2

2

1
2

1 ++( )( )
≤∫

δ

δ

n
nue

n

20

≤
+ +( )( ) =

+ +( )
−

−

−

−∫δ
δ

δ
δ

αδ αδ

n nu
n

nu n nu
n

nu

u du

e e

u du
e e

n 1

2 2

0

1

2 4

01 1

nn

∫ ≤

≤ − −∫δ α
δ

n
nuu e du

n
1 2

0

.

В последнем интеграле произведем замену 2nu = υ и получим

 Λn
n

n

n
e d o

n
n

n

≤
( )

= 





→ ∞− −∫
δ

υ υα
α υ

δ

α
2

11

0

2

, .  (20)

С учетом соотношения (20) имеем

I u du

e e

o
n

nn
n nu nu

n
1

1

2 20
1

2

1( )
−

−

=

−








 +

+ 





→ ∞∫
αδ

αδ
, .
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В полученном интеграле сделаем уже известную замену 2nu = υ:

I
n

d

e e

o
nn

n

n
1

1

0

1

1

2
1

2

1( )
−

−

=
( ) −









 +

+ 





=∫α

α

υ υ

δ

α
υ υ
δ

=
( ) +

+ 





→ ∞
−

−∫
1

2

1
1

0

1

n
d

e e
o
n

n
n

α

α

υ υ

δ

α
υ υ

, .

Осталось заметить, что 

υ υ α
α

υ υ

δ

−

−

+∞

+
= ( ) → ∞ >∫

1

1

1 0
d

e e
o n

n

, , ,

и в итоге получим 

I
n

d
e e

o
n

nn
1

1

0

1

2

1( )
−

−

+∞

=
( ) +

+ 





→ ∞∫α

α

υ υ α
υ υ

, .

Если теперь учесть соотношение (19), то из формулы (17) имеем (см. интеграл (16))

 I
n

d
e e

o
n

nn =
( ) +

+ 





→ ∞
−

−

+∞

∫
1

2

1
1

0

α

α

υ υ α
υ υ

, .  (21)

Обратимся к интегралу в равенстве (15):

J u

u

du
u un

n n
=

−( ) ( ) + ( )
−

+ −∫
α

α y y

1

2 2
1

1

0

1

1

.

Нетрудно видеть, что справедливы следующие неравенства:

J u du
u u

In
n r n r

n r≤
( ) + ( )

=
−

− −
− −∫

α

y y

1

1

0

1

,

с одной стороны (см. интеграл (16)),

J u du
u u

In
n r n r

n r≥
( ) + ( )

=
−

+ +
− +∫

α

y y

1

1

0

1

,

с другой стороны.
Тогда на основании равенства (21) имеем

J
n

d
e e

o
n

nn =
( ) +

+ 





→ ∞
−

−

+∞

∫
1

2

1
1

0

α

α

υ υ α
υ υ

, .

В итоге приходим к равенству (14). Теорема 2 доказана.
В точности такой же результат получен М. И. Ганзбургом [11], но только для случая, когда интер-

полирование ведется по расширенной системе узлов Чебышева первого рода, т. е. к узлам Чебышева 
x1, x2, …, x2n добавляется точка x0 = 0. Таким образом, добавление одного узла интерполирования не 
влияет на точность приближений.

Рациональный случай. Введем обозначение 
ε ε2 2 2 2

1 2 2

n a a a n
n

a− { } −= ( )inf .
, , ,

Параметры a1, a2, …, a2n здесь удовлетворяют условиям (1). 
Теорема 3. Для равномерных приближений функции x α, α > 0, интерполяционными рациональными 

функциями Лагранжа (3) с узлами Чебышева – Маркова (2) справедливы неравенства
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C n C n n n rnα πα π α ε α πα π α( ) −( ) ≤ ≤ ( ) −( ) >−sin exp sin exp
2

2
2

22 2 0 , ,

где C α( ), C0 α( ) – некоторые положительные постоянные, зависящие только от параметра α.
В этом случае обратимся к равенству (5). Введем обозначение для интеграла, стоящего в правой 

части:

 J x u

u x u u
du

u un
n n

( ) =
−( ) −( ) + ( ) + ( )

+

+ −∫
α

α y y

1

2 2
1

2 2 2 1

0

1

1

1

1

.  (22)

Так как функция j x u
u

x u u
( ) =

−( ) +

2

2 2 2
1

 переменной u является возрастающей на отрезке 0 1,[ ]  

и j x 1 1( ) =  при каждом фиксированном x, x ∈( ]0 1, , то по формуле Бонне [15, с. 119]

J x u

u

du
u un

n n
( ) =

−( ) ( ) + ( )
∈[ )

−

+ −∫
α

α
x y y

x
1

2 2
1

1

1

1

0 1, , .

Отсюда следует, что

 J x u

u

u
u
du J Jn

n

n
n n( ) =

−( )
( )

+ ( )
= −

−

+

( ) ( )∫
α

α
x

y
y

1

2 2
1

2

1
1 2

1
1

,  (23)

где

J u

u
u dun n

1
1

2 2
1

1

1

( )
−

+
=

−( )
( )∫

α

α
x

y ,

J u

u

u
u
dun

n

n

2

1

2 2
1

3

2

1

1
1

( )
−

+
=

−( )
( )

+ ( )∫
α

α
x

y
y

.

Исследуем первый интеграл. Так как параметры ak , k = 1, 2, …, 2n, удовлетворяют условиям (1), 
рассматриваемый интеграл можно представить в виде

J a u u
u
u

dun
r k

r kk

n
1 1

1

1
1( ) − +

+=
= ( ) −

+∏∫ α

x

β
β

,

где

a u
u

u
u

r n n r n r
r

( ) =
−( )

−
+







= 





+ = + >
+

1

1

1

1
2
4

4

2 2
1

1α
α

, , , .

Пусть

u
u

ur k

r kk

n

n
−
+

= ( )+

+=
∏

β
β

j
1

1

,

тогда

 J a u u u dun n
1 1

1

( ) −= ( ) ( )∫ α

x

j .  (24)

Теперь рассмотрим функцию

Φ β β β jα

x
r r n na u u u du+ +

−( ) = ( ) ( )∫1 2

1 2

1

, , ,

переменных βr + 1, βr + 2, …, βn.
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Эта функция является непрерывной на n r−( )-мерном кубе 0 1, ,[ ] −n r  и нетрудно показать, что в не-

которой точке β β βr r n
n r

+
*

+
* * −( ) ∈( )1 2 0 1, , , ,  она достигает минимума, причем числа β β βr r n+

*
+

* *
1 2, , ,  

попар но различны [16]. Заметим также, что в дальнейших рассуждениях мы следуем методу, предложен-
ному в работе [16].

Значит, в указанной точке
∂
∂

= = + +Φ
βm

m r r n0 1 2, , , , .

Так как

∂
∂

= ( ) ( ) −
+

−
+( )

=

=

−

= +
≠

∏∫
Φ
β

j
β
β β

α

xm
n

k

kk r
k m

n

m

a u u u
u
u

u
u

du

a

2
2

2

1

1
2

1

,

uu u u
u u

dun
m m m

( ) ( )
+

−
−





∫ α

x

j
β β β

2

1
1 1 1

,

то

 a u u u du
u

a u u u du
un

m
n

m
( ) ( )

+
= ( ) ( )

−
*

*
*

*∫ ∫α

x

α

x

j
β

j
β

2

1

2

1

,  (25)

где

j
β
βn
k

kk r

n
u

u
u

m r r n*
*

*
= +

( ) =
−
+

= + +∏
1

1 2, , , , .

Имеет место следующее равенство:

 
j j

β
n n m

mm r

nu
u

A
u

* *

*
= +

( ) − ( ) =
+∑0

1

,  (26)

где Am, m = r + 1, r + 2, …, n, – некоторые числа.
Отсюда получим, что

j j
β

n n m

mm r

nu
u

A
u

* *

*
= +

−( ) − ( )
−

=
− +∑0

1

,

и так как 

j jn nu u* * −
−( ) = ( )( ) 1,

то

 
1 0

1

− ( ) ( )
( )

=
−

* *

* *
= +
∑j j

j β
n n

n

m

mm r

nu
u u

A
u

.  (27)

На основании равенств (26), (27) и формулы (25) заключаем, что

a u u u
u
u du a u u u

u
n

n n
n

n n( ) ( ) ( ) − ( ) = ( ) ( ) − ( )*
* *

*
* *

∫ α

x

αj
j j

j
j j

2

1

2
0 1 0(( )

( )*∫ u u
du

njx

1

.

После несложных преобразований получаем

a u u u du a u u u dun n( ) ( ) = ( ) ( )− * − *∫ ∫α

x

α

x

j j1

1

1 3

1

.

Следовательно, при значениях β β βr r n+
*

+
* *

1 2, , ,  для интеграла Jn
1( )  (см. формулы (23) и (24)) спра-

ведливы соотношения

J a u u u du a u u u dun n n
1 1

3
1

1 2

1

( ) − * − *≤ ( ) ( ) ≤ ( ) ( )∫ ∫α

x

α

x

j j .
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Заметим, что 0 1 0 1≤ ( ) ≤ ∈[ ]a u u, , ,  

 J u u dun n
1 1 2

1

( ) − *≤ ( )∫ α

x

j .  (28)

Теперь обратимся к одному из результатов работы [17], в соответствии с которым при любых γ  > 0 
и n ∈  существуют числа βk , k = r + 1, r + 2, …, n, n > r, такие, что 

u
u
u

C er k

r kk

n
nγ π γβ

β
γ

−
+

≤ ( )+

+=

−∏
1

, u ∈[ ]0 1, ,

где C γ( ) – некоторая положительная постоянная, зависящая лишь от параметра γ. Тогда при таких βk , 
k = r + 1, r + 2, …, r + n1, из неравенства (28) имеем

J u u du u u
u
u

dn n
n n r k

r kk

n
1 1 2

1 1
1

2

1

2

1

2

1 1

1( ) − *
− + −

+

+=
≤ ( ) ≤

−
+∫ ∏α

x

α

j
β
β

uu

C
n

n
n

u dun

x

x

α π α

1

1

1

1

1
1

2

1

2
2

1
1

∫ ≤

≤ −








 − −























− +
exp

11

∫ .

Нетрудно заметить, что

n n n n1 1 1 1 2

1 1α α α α
− > − >, .

Если проследить вывод указанного выше результата в работе [17], то можно увидеть, что постоян-
ная C γ( ) непрерывно зависит от параметра γ, следовательно, 

C
n

C nα α
2

1

2 1

1−








 ≤ ( ) ∈, .

Здесь и далее через Ck α( ) будем обозначать различные положительные постоянные, зависящие лишь 
от параметра α.

В итоге получим, что

J C n n C n nn
1

2 1 1 32 2
( ) ≤ ( ) −( ) ≤ ( ) −( )α π α α π αexp exp .

В последнем неравенстве учтено, что n = n1 + r, r = 





+2
4

4
α

.

Легко видеть, что и для интеграла Jn
2( ) (см. формулу (23)) справедлива такая же оценка:

J u

u

u
u

u

u
u

n

r

n
2

1

2 2
1

3

1

1

1

1
1

1

( )
−

+

*

=
−( )

−
+







( )










+ −
+






α

α

j


( )











≤ ( ) −( ) >
*

∫ r

n u

du C n n n r

j

α π α
x

2

1

3 2exp , .

Из последних двух соотношений и формулы (23) следует, что при некоторых значениях парамет-
ров ak , k = 1, 2, …, 2n,

J x C n n n r xn ( ) ≤ ( ) −( ) > ∈[ ]4 2 0 1α π αexp , , , .

Тогда из соотношений (5) и (22) получим верхнюю оценку в теореме 3.
Нижняя оценка следует, например, из результата Г. Шталя [7].
Теорема 3 доказана.
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Заключение
В работе исследованы приближения функции x α , α > 0, интерполяционными рациональными функ-

циями Лагранжа с узлами Чебышева – Маркова первого рода. Получены интегральное представление 
остатка интерполирования и оценка сверху соответствующих равномерных рациональных приближений, 
которая при определенных условиях является точной. В полиномиальном случае найдена асимптотическая 
оценка равномерных приближений. В случае приближений рациональными функциями оценка сверху от-
личается от известной наилучшей оценки лишь множителем n.
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