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Первое преобразование Пуанкаре
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Второе преобразование Пуанкаре
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приводит систему (1) к системе
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Как видно из систем (9) и (10), прямая z = 0 состоит из траекторий данных систем. Единственным 
состоянием равновесия системы (9) при z = 0 является точка W1 (u = z = 0), которая представляет собой 
простой неустойчивый узел, так как D W W1 11 2( ) = ( ) =, ,s  т. е. D W W1 10 0( ) > ( ) >, .s

Поскольку в системе (10) в правых частях уравнений нет линейных членов, то состояние равнове-
сия W2 (v = z = 0) сложное.

Известно [6], что сумма индексов Пуанкаре всех состояний равновесия динамической системы, включая 
бесконечно удаленные, равна 1. Так как сумма индексов точек O, A, D, E, W1 равна 1, то индекс состояния 

равновесия W2 равен 0. Согласно формуле Бендиксона [4] I e h= + −
1

2
 получаем h = e + 2, где h и e – 

количество гиперболических и эллиптических секторов, примыкающих к точке W2, соответственно. 
Покажем, что e = 1 и, следовательно, h = 3.

Расположение траекторий системы (10) в окрестности точки W2 можно установить методом Фром-
мера  [7]. Однако во избежание громоздких аналитических вычислений, связанных с  этим методом, 
воспользуемся графическим представлением главных изоклин системы (1) в круге Пуанкаре (рис. 1) 
и упростим доказательство. Цифрами 1–11 обозначены области, на которые разбит круг Пуанкаре глав-
ными изоклинами системы (1).

Рис. 1. Главные изоклины системы (1) в круге Пуанкаре
Fig. 1. The main isoclines of the system (1) in the Poincare disk


