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РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ С РАЗРЫВНЫМИ УСЛОВИЯМИ  
ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ
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Рассмотрены различные подходы к решению смешанных задач с разрывными условиями для волнового урав-
нения, основанные на функциональных и классических методах. Показаны отличия в решениях, которые со-
ответствуют разным методам (преобразование Лапласа и метод характеристик) и определениям. Результаты 
продемонстрированы на одной смешанной задаче из теории механического удара о продольных колебаниях 
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полу бесконечного упругого стержня с разрывными начальными и граничными условиями. Модельным примером 
служит задача о колебаниях стержня после продольного удара в торец (в частности, после выстрела пластилиновой 
пулей, прилипающей к концу стержня). 

Ключевые слова: одномерное волновое уравнение; неоднородное уравнение; смешанная задача; разрывные 
начальные условия; разрывные граничные условия; продольный удар; метод характеристик; преобразование Ла-
пласа.
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In this paper, we consider various approaches to solving of mixed problems with discontinuous conditions based on 
functional and classical methods. We show differences in solutions, which correspond to different techniques (the Laplace 
transform and the method of characteristics) and definitions. We demonstrate the results on the case of one boundary-value 
problem from the theory of mechanical impact about longitudinal oscillations of a semi-infinite elastic rod with disconti-
nuous initial and boundary conditions. A model example is the problem of vibrations of the rod after a longitudinal impact 
on the end (e. g., shooting a plasticine bullet sticking to the end of a rod). 
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Введение
Уравнения c частными производными при наличии разрывных начальных и граничных условий до-

вольно широко встречаются в различных приложениях, например при изучении ударных волн в среде [1]. 
Обычно подобные явления моделируются с помощью задачи Коши или смешанной задачи с разрывными 
условиями. Это приводит к трудностям в определениях и интерпретациях решений [2].

Такие задачи часто решаются с помощью преобразования Фурье [3–5], преобразования Лапласа [6–9] 
и иных интегральных и функциональных преобразований [10 –19]. Однако эти методы не охватывают 
все возможные случаи задания условий Коши [20], поскольку обратные интегральные преобразования, 
как правило, сходятся к полусумме левостороннего и правостороннего пределов [21].

В настоящей статье рассмотрим одну задачу из теории механического удара по упругому однород-
ному стержню. Решим ее двумя способами – с помощью преобразования Лапласа и методом характе-
ристик. Эти подходы дадут отличающиеся решения, но найдем способ их согласовать. Также покажем, 
что имеется бесконечное множество различных вариантов определения классического решения задачи 
в силу неоднозначности выбора условий сопряжения на характеристике, однако в каждом из них реше-
ние существует, и оно единственно.

Простейшая задача
Постановка задачи. Рассмотрим простейшую задачу из теории механического удара. Пусть в начальный 

момент времени t = 0 покоящийся стержень подвергся продольному удару грузом массой M по концу x = 0, 
который имеет упругое закрепление, причем в дальнейшем груз остается в соприкосновении со стерж-
нем (т. е. удар является абсолютно неупругим). Кроме того, полагаем, что на стержень не дей ствуют 
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внешние объемные силы. Тогда, пренебрегая весом стержня как силой и его возможными вертикальными 
отклонениями, для определения смещений u найдем решение смешанной задачи в замыкании Q  области 
Q � �� � � �� �0 0, ,  двух независимых переменных t x Q,� �� � 2  
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В задаче (1) a E2 � � , b
SE
M

2 = , c k
M

2 = , где E > 0 – модуль упругости стержня; ρ > 0 – плотность материа-

ла стержня; S > 0 – площадь поперечного сечения стержня; k > 0 – коэффициент жесткости линейного 
упругого элемента, к которому прикреплен конец x = 0 стержня; v – скорость ударяющего груза. Кро-
ме того, полагаем, что материал и поперечные размеры груза и стержня примерно одинаковые и удар 
центральный (груз не может ударить значительно выше или ниже центра поперечного сечения, так как 
иначе необходимо учитывать изгиб). 

Следует отметить, что математически не имеет значения, какого знака величины b2 и c2. Несмотря 
на тот факт, что, исходя из физических предположений, b2 > 0 и c2 > 0, в дальнейшем задачи рассматри-
ваются в общем виде независимо от знака величин b2 и c2.

Решение задачи с помощью преобразования Лапласа. Следуя работе [22], применим формально 
к задаче (1) преобразование Лапласа по переменной t
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Из вышеприведенных выражений видно, что внеинтегральные члены в формулах преобразования Ла-
пласа для производных отбрасываются и данный метод является, по сути, эвристическим.

В таком случае получим спектральную задачу 
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решение которой легко записывается в виде
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Применив обратное преобразование Лапласа 
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получим решение исходной задачи (1) в виде 
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где θ – функция Хевисайда.
Отметим, что согласно формуле (2) при ударе в каждой точке в некоторый момент времени возникает 

скачок силы, движущийся вдоль стержня и проходящий через каждую точку мгновенно. Физически это, 
конечно, невозможно, так как удар имеет свою продолжительность, но в рамках данной задачи этим 
временем пренебрегаем.
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Если b4 – 4a2c2 < 0, то при любом выборе значения комплексного корня b a c4 2 2
4−  в формуле (2) 

получается одно и то же вещественное решение.
Решение задачи методом характеристик. Решая задачу (1) методом характеристик [23], получаем
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Видно, что данное решение вдвое меньше, чем то решение, которое получается с помощью пре-
образования Лапласа. Возникает вопрос: «Почему это произошло и какое решение следует считать 
верным?» Однозначного ответа на указанный вопрос не существует. Так, например, в книге Б. Л. Рож-
дественского и Н. Н. Яненко относительно задачи Коши в классе разрывных функций сказано, что 
«различные процессы могут описываться одними и теми же дифференциальными уравнениями, но 
разными интегральными законами сохранения. Поэтому различие этих процессов проявляется лишь 
на разрывных решениях» [24, с. 507]. Вводя некоторое определение решения, «мы однозначно фикси-
руем интегральные законы сохранения» [24, с. 507]. Примерно такой же подход изложен в монографии 
Дж. Б. Уизема [25, p. 139], где также подчеркнута неединственность определения решения, но правильным 
предложено считать то решение, которое соответствует исходным физическим предположениям. Хотя 
там же отмечено, что чисто математически любое из полученных решений является корректно опреде-
ленным. Некоторые причины возникновения неединственности проанализированы в публикации [26]. 
В статье [27] показано, что обобщение классических решений даже в простом случае второй смешанной 
задачи для одномерного волнового уравнения без потери общности может быть сделано бесконечным 
числом различных способов, но в каждом из таких случаев решение обобщенной задачи единственно. 
В работе [28] сформулированы идея свободы выбора пространств, в которых ищутся решения начально-
краевых задач, и правила переформулировки всех требований задачи в соответствии с этим выбором.

Следует отметить, что в решении (3) нарушается закон сохранения импульса: ударяющий груз мас-
сой M в момент соприкосновения с концом упругого стержня мгновенно теряет половину скорости. 
По сути, это и есть иллюстрация вышеизложенного, несмотря на математически корректное построение 
решения.

Обобщение решения задачи методом характеристик
Рассмотрим детально построение решения задачи (1) методом характеристик. В работе [23] изучен 

более общий случай задачи (1), который имеет вид 

 

� � �� � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � �

t x

t

a u t x f t x t x

u x x x u

2 2 2
0 0

0 0

, , , , ,

, , ,� 00
0

0

0
0

1

2 2 2 1

2

2

,
, ,

, ,

,
, ,

x
x
x

b c u t
t

x

tt x

� � �
�

�
�
�
�

� � � �� � � � �
�

� �

�

�
�

�
� �� �
�
�
�

�

�

�
�
��

�

�
�
�
� , .t 0

 (4)

Решение задачи (4) методом характеристик строится из решения вспомогательной аппроксимацион-
ной задачи
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   � � � � � � � � .. В свою очередь, классическое решение 

задачи (5) определяется как классическое решение задачи с условиями сопряжения [23]: требуется найти 
классическое решение уравнения, удовлетворяющее условиям Коши, граничному условию, а также усло-
виям сопряжения

 u u t x at u u t x at� � � � ��
�

�
� �� � � � � � � ��

�
�
� �� � �� � � �� �, , ,0  (6)

 u u t at u u t att t� � � � ��
�

�
� � � � �� � � �� ��

�
�
� � � �� � � �

, , ,0  (7)

 u u t at x u u t at xt t� � � � ��
�

�
� �� � � �� � � �� ��

�
�
� �� � �� � � �� �, , .0  (8)

Здесь использованы обозначения () ,±  которые соответствуют предельным значениям функции u и ее 
производных ∂ ∂t
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� �� � � �� � � � � � � �� ��

� �
t
k

t
k

x
p

t x
pu t r t u t r t t, lim , ,

�
�

0

где k ≥ 0, p ≥ 0 и r есть функция действительного переменного.
Возникает вопрос: «Почему взяты именно эти условия согласования?» Их выбор обусловливается 

следующими факторами.
1. Условие (6) задается так, чтобы решение было непрерывным. Другой выбор условий сопряжения 

на характеристиках x = x∗ ± at не позволяет удовлетворить условия Коши.
2. Условие (7) берется по тем же причинам. 
3. Первое из условий (8) выбирается, исходя из требования непрерывности решения, тогда как обо-

снование второго из условий (8) отсутствует. Оно просто взято, чтобы функция была непрерывно-диф-
ференцируемой при переходе через характеристику x – at = –x∗. Но существуют и другие варианты за-
дания этого условия. Например, можно потребовать, чтобы изменения скорости ∂t u на характеристиках 
x = at ± x∗ были одинаковыми, как это сделано в работе [29, c. 70–73], т. е. 

 �� � � �� ��
�

�
� �� � � �� � � �� ��

�
�
� �� �� � � �� �

t t t tu u t at x u u t at x, , .  (9)

Но математически, не теряя общности, лучше было бы выбрать

 �� � � �� ��
�

�
� �� � �� � � � �

t tu u t at x C, ,
1  (10)

где C 1� � – некоторая константа, вычисляемая из физических соображений, которые представлены в раз-
личных работах по теории удара и механике сплошных сред [1; 30–32]. 

Решение такой задачи будет единственным. Из него можно получить решение задачи (4) предельным 
переходом. Оно существует только при выполнении равенства f c a bD D0 0 0 0 0 0 01

2 2 2 2
,� � � � � � � � � � � � � ��� � � �

f c a bD D0 0 0 0 0 0 01

2 2 2 2
,� � � � � � � � � � � � � ��� � � �  и удовлетворяет условиям согласования 

u u t at u u t at Ct t� � � � ��
�

�
� � � � �� � � �� ��

�
�
� � � � �

�� � �� � � � � �
, , ,0

01 2� ��1
2

.

Если выбрать C 1 2 10

2

� � �
�� � �� �

, то это решение будет согласовано с тем решением, которое было по-

лучено с помощью преобразования Лапласа в простейшем случае. 

Основной результат
Теперь строго обоснуем рассуждения предыдущего абзаца.
Определение 1. Непрерывную функцию u назовем классическим решением задачи (5), если функ-

ция u является дважды непрерывно-дифференцируемой и удовлетворяет уравнению � � �� � � � � � �t xa u t x f t x2 2 2
, ,

� � �� � � � � � �t xa u t x f t x2 2 2
, ,  всюду, за исключением характеристик x – at = 0, x – at = ± x∗ и x + at = x∗, первому начальному 

условию u x x0, ,� � � � ��  x ≥ 0, второму условию Коши 

 � � � �
�

�

�
�
�

��

� �
� �

�

�t u x
x x

x x

x

x
0

1

2

,
, ,

, ,





�

�
 (11)
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на множестве 0, ,x x� ��� � � �� � и граничному условию

 � � � �� � � � �
�

�

�

�
�

�
�

� � �
� �

� �

�

�t xb c u t
t x

a

t x
a

t
t

t

2 2 2 1

2

0,
, ,

,,







�
�

�
 (12)

на множестве 0, , .
x
a

x
a

� ��

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
�  Кроме того, функция u на характеристиках x – at = 0, x – at = ± x∗ 

и x + at = x∗ удовлетворяет условиям сопряжения (6), (7), (10).
Определение 2. Непрерывную функцию u назовем классическим решением задачи (4), если она и ее 

частные производные первого и второго порядка (там, где существуют) являются поточечным преде-
лом классических решений задачи (4) и их частных производных соответственно при x∗ → 0.

Замечание 1. Определение 1 данной работы отличается от определения 1, приведенного в статье [23], 
поскольку условия сопряжения (6), (7), (10) отличаются от условий сопряжения в публикации [23].

Теорема 1. Если выполняются условия гладкости f C Q� � �1 , �� �� �� �C2 0, ,  �1
1
0� �� ��� ��C x, , 

�2
1� ��� �� ��C x , , �1

1
0�
�

�
�

�

�
�

�

�
��

�

�
��

�
C x

a, ,  �2
1�
�

�
�

�

�
�

�

�
��

�

�
���

�
C x

a ,  для заданных функций, то существует единст

венное классическое решение задачи (5) в смысле определения 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Сначала докажем существование данного решения. Как известно, общее ре-

шение неоднородного уравнения представляет собой сумму общего решения однородного уравнения 
и частного решения неоднородного уравнения [33]. Пусть w Q: → – частное решение неоднородного 
уравнения, удовлетворяющее однородным условиям Коши w x w xt0 0 0, ,� � � � � � �  и � � � � � �t w x f x2

0 0, , . 
Такое решение w существует [28; 33; 34], и оно имеет вид [34]

w t x
a
d f d
t

x a t

x a t

, , .� � � � �� �
� �� �

� �� �
1

2
0

� � � �
�

�

Если f C Q� � �1
, то w C Q� � �2

.

Тогда общее решение уравнения (1) записывается в виде
 u t x w t x g x at g x at, , ,� � � � � � �� � � �� �� � � �1 2  (13)
где g 1� � и g 2� � – некоторые почти всюду дважды непрерывно-дифференцируемые функции. 

Удовлетворяя условия Коши, получаем формулы

g
a

d C x xx
x

x

x
1

1 1
2

1

2
0

� � �� � � �
� � � � � �� �

�
�

�
� � � , , ,

g
a

d C x xx
x

x

x
2

1 1
2

1

2
0

� � �� � � �
� � � � � �� �

�
�

�
� � � , , ,

 g
a

d C x xx
x

x

x
1

2 2
2

1

2

� � �� � � �
� � � � � � �� �

�
�

�
� � � , , ,  

(14)

 g
a

d C x xx
x

x

x
2

2 2
2

1

2

� � �� � � �
� � � � � � �� �

�
�

�
� � � , , ,  

где C1 и C2 – произвольные постоянные из множества действительных чисел . Из условия сопряже-
ния (6) следует, что C1 = C2.

Согласно представлению (13) и граничному условию (12) 

� � � �� � � � � � � � �� � � �� � �� � � �� � � �
t x x tb c u t t at atb w Dg Dg2 2 2 2 1 2 2

0 0, , ww

c w g g a D g g

t

t at at at D

,

,

0

0
2 1 2 2 2 1 2 2

� �

� � �� � � �� � �� �

�

� � � � �� � � � � � � �� �
� � � �� � � �

�

�
�

�

�
�at t t x

a�1 0, , .
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Отсюда имеем обыкновенное дифференциальное уравнение для определения функции g 1� � на отрезке 
��� ��

�x , 0

 
c w z

a g g a D g D gz z z z2 1 2 2 2 1 2 2
0��

�
�

�
�
� � �

�

�
�

�

�
� � �� � �� � � � �� � � � � � � �

, �� �

� � �� �

� � �

� � ��
�
�

�
�
� � �

�

�
�

�

�
� � ��

�
�

� � � �b w z
a Dg Dg z

az zx
2 1 2

10, � ��
�
� � � ��

�
�

�
�
� � �� ��

t w
z
a z x2
0 0, , , .

 
(15)

Учитывая условие сопряжения (7), должны выполняться условия

 
g g

g

C
a

d

D

x
1 1

1

0

1 1

0

0 0
0

2 2

0

1� � � �

� �

� ��� � � �� � � �
� �

� � �

�� � �

�
�

��
�

� � � ,

�� � �0

1

1
0

1

2
0

1

2
0

� � � �� �� � � � � � � �D D
a

g  .

 (16)

Уравнение (15) относительно функции g 1� � вместе с условиями (16) рассматриваем как задачу Коши 
для дифференциального уравнения второго порядка. Решая эту задачу, получаем

 

g z
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z b a c
a

b z a1
2

2

0
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2
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2
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�
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�
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�
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�
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cc

b z
a

z b a c
a

d z
z

2

2

2

4 2 2

2

0
2

4

2
exp ,

�� ��

�
��

�

�
��

�� � ��

�

�
�

�

�

�
�

��
� �

�sh ��� ��x , ,0

 

(17)

где

 z z
a w z

a b w z
a Dg zt x� � � ��

�
�

�
�
� � � ��

�
�

�
�
� � � ��

�
�

�
�
� � ��� �

� 2 2 2
0 0, , ��

�� � �� � � �

�

�
�

�

�
� �

� ��
�
�

�
�
� �

�

�
�

�

�
� � �� � � �c w z

a g a D gz z z2 2 2 2 2
0, , , 00� �.

В целях получения обыкновенного дифференциального уравнения для определения функции g 1� � на 
луче �� �� ��

�, x  воспользуемся граничным условием (12). В результате имеем

 
c w z

a g g a D g D gz z z z2 1 2 2 2 1 2 2
0��

�
�

�
�
� � �

�

�
�

�

�
� � �� � �� � � � �� � � � � � � �

, �� �

� � �� �

� � �

� � ��
�
�

�
�
� � �

�

�
�

�

�
� � ��

�
�

� � � �b w z
a Dg Dg z

az zx
2 1 2

20, � ��
�
� � � ��

�
�

�
�
� �� � �� ��t w

z
a z x2
0, , , .

 
(18)

Условия Коши в этом случае найдем, исходя из условия согласования (10). Они примут вид 

 
g x g x

Dg x C
a Dg

1

2

0 1

1

2

0
1

1

0 0

0
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� �

� �� � � � � �� �
� �� � � � �
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�

,

�� � �� �� �x 0 .

 (19)

Величины g x1
0

� � �� �� � и Dg x1
0

� � �� �� �  вычисляются по формуле (17). Решая задачу Коши (18), (19) 

относительно функции g 1� �
, получаем
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Таким образом, согласно формулам (14), (17) и (20), поскольку функция g 1� � была определена для 
всех действительных чисел, а функция g 2� � – для положительных чисел, то построена функция u, опре-
деленная соотношением (13) на всем первом квадранте плоскости. Но при построении были введены 
константы C1 и C2. Покажем, что функция u, заданная формулами (13), (14), (17) и (20), не зависит от 
выбора констант интегрирования C1 и C1 = C2. Из представлений (13), (14), (17) и (20) следует, что функ-
ция u является непрерывно-дифференцируемой, если рассматривать ее как функцию от констант C1 
и C2. Теперь, подставляя выражения (14), (17) и (20) и равенство C1 = C2 в соотношение (13), получаем 

�� �
�

�
�

u

C
C C1 2

2

0.

Таким образом, функция u, заданная формулами (13), (14), (17) и (20), не зависит от выбора конс-
танты C 1� �

. Здесь было использовано обозначение v v X�
� �

 – применение функции к части аргумен-
тов, которое преобразует функцию v X Y x y z Z: ,� � � �   в функцию � �v Y y z Z:  ∈  по формуле 
v y v y� � � � ��, .

Непосредственной проверкой убеждаемся, что функция u удовлетворяет уравнению (1) и условиям (6), 
(7), (10) – (12), т. е. является решением исходной задачи в смысле определения 1. 

2. Теперь докажем единственность решения. Предположим, что существуют два решения – u1 и u2. 
Тогда можно показать, что их разность U = u1 – u2 является функцией класса C Q2 � � и удовлетворяет 
смешанной задаче 

� � �� � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �

�

t x

t

t

a U t x t x

U x U x x

2 2 2
0 0 0

0 0 0 0

, , , ,

, , , ,

22 2 2
0 0 0� � �� � � � � � � �

�

�
�
�

�
�
� b c U t tx , , .

В свою очередь, решение U ≡ 0 такой задачи единственно [35; 36] в классе C Q2 � �. Отсюда следует, 
что u1 – u2 = 0.

Для построения решения можно было воспользоваться тем фактом, что оно представляет собой 
совокупность решений задач Коши, Гурса и Пикара. При таком подходе единственность вытекает из 
построения, поскольку решение полученных задач определяется единственным образом (для задачи 
Коши см. [28; 33], для задачи Гурса см. [33; 37–39], а для задачи Пикара см. [23; 35; 36; 40]).

Теорема 2. Пусть выполняются условия гладкости f C Q� � �1 , �� �� �� �C2 0, , �2
1
0� �� �� �C , , 

�2
1
0� �� �� �C ,  для заданных функций. Тогда решение задачи (4) в смысле определения 2 существует 

и является единственным тогда и только тогда, когда выполняется условие согласования � � � �1

2 2 2 2
0 0 0 0 0� � � � � � � � � � ��f c a bD D, .

� � � �1

2 2 2 2
0 0 0 0 0� � � � � � � � � � ��f c a bD D, .  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимо повторить рассуждения статей [23; 41– 43]. 
Замечание 2. Если в задачах (4) и (5) c = 0, то в теоремах 1 и 2 можно понизить требования гладкости 

�1
1
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�
C x

a, , �2
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C x

a ,  и �2
1
0� � �� ��C ,  до �1 0�

�

�
�
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�
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�
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�
��

�
C x

a, , �2�
�

�
�

�

�
�

�

�
��

�

�
���

�
C x

a ,  и �2 0� � �� ��C ,  

соответственно. Обоснование данного факта фактически представлено в работе [41].

О выборе константы в условии сопряжения
В начале ударного процесса на отрезке 0, x��� �� сформирована ударная волна (рис. 1).

Рис. 1. Формирование ударной волны
Fig. 1. Formation of the shock wave
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Из точки x∗ ударная волна начинает распространяться в сторону ∞ (прямая волна) и в сторону точ-
ки O (обратная волна) (рис. 2). 

При t x
a�
�
 обратная волна достигает точки O и создает волну в противоположном направлении, т. е. 

еще одну прямую волну (рис. 3).

Отраженная волна в силу физических свойств должна распространяться (рис. 4) с такой же скоростью 
(с таким же разрывом скоростей), что и исходная волна, порожденная ударным процессом, так как 
в упругих однородных стержнях ударные волны распространяются с одинаковыми скоростями [1; 32]. 
Это влечет условие сопряжения (9).

В работе [32] приведена явная формула для расчета разрыва напряжения при ударе

 � � �� � � ��
�

�
�� �� � v c, (21)

где σ – напряжение в сечении стержня; v – скорость ударившего груза; ρ – плотность материала; 

c E� �  – стандартная скорость распространения напряженного состояния вдоль стержня (постоянная 

величина в данном случае). Применяя закон Гука в виде σ = Eε, где E – модуль Юнга, а ε = ∂x u – дефор-
мация стержня, записываем выражение (21) в виде 

 � � � �� � � � ��
�

�
� �

� �
x xu u c

a
v
E

v�
const.  (22)

Таким образом, с одной стороны, чисто физически вместо условия сопряжения (9) лучше взять ус-
ловие 
 � � � �� � � � ��

�
�
� �� � � � � � � ��

�
�
� �� �� � � �� �

x x x xu u u ut at x t at x, , .  (23)

Оно является корректно заданным, поскольку из волнового уравнения, условия сопряжения (6) и фор-
мул (13) и (14) следует равенство

� �
�

� � � � ��
�

�
� �� � � � � � �� � �

� �

x xu u t at x
x x

a
, .

 � �1 2

2

С другой стороны, исходя из общего решения волнового уравнения (13), при хотя бы непрерывно-диф-
ференцируемом частном решении w можем вычислить

� �� � � � � � �� � � �� �� � � �
t tu t x w t x aDg x at aDg x at, , ,

1 2

 � �� � � � � � �� � � �� �� � � �
x xu t x w t x Dg x at Dg x at, , .

1 2  
(24)

Отсюда следуют равенства

� � � �� � � � ��
�

�
� �� � � � � � � � ��

�
�
� �� �� � � �� �

x x t tu u u ut at x a t at x, , .

Рис. 2. Распространение ударной волны
Fig. 2. Propagation of the shock wave

Рис. 3. Формирование отраженной ударной волны
Fig. 3. Formation of the reflected shock wave

Рис. 4. Распространение исходной и отраженной ударных волн
Fig. 4. Propagation of the original and reflected shock waves



15

Дифференциальные уравнения и оптимальное управление 
Differential Equations and Optimal Control 

Это позволяет говорить о некоторой физической эквивалентности условий сопряжения (23) и (9). 
Хотя для вывода условия (9) воспользовались условием (23), непрерывностью функции  f  и общим ре-
шением волнового уравнения.

В предельном случае задачи (5), исходя из формул (24) и (10), можем вычислить

 � �� � � � ��
�

�
� � � � � �

�� ��

�
�

�

�
�

� � � � �
x xu u t at C a, .

� �
1 2 11

2

0

2
 (25)

Сравнивая формулы (25) и (23), приходим к выводу, что величина �
�

1 21

2

0

2
� �

�� �� �C  равна скорости 

ударившего груза. Это говорит о том, что если мы хотим, чтобы величина � �
2 1
0�� � �  численно рав-

нялась скорости ударившего груза, то следует выбрать C 1 2 1
0

2

� � �
�� � �� �

.

Заключение
Рассмотрены два различных подхода (на основе метода характеристик и преобразования Лапласа) 

к определению решения смешанной задачи с разрывными условиями. Показано, что метод характерис-
тик позволяет получить больше решений за счет варьирования условий согласования. Но в каждом 
конкретном случае будет существовать единственное классическое решение. Также отметим, что при 
решении задач с разрывными условиями интегральные преобразования не всегда применимы, тогда 
как метод характеристик избавлен от этих проблем.
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