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УДК 004.9, 519.6

ОСОБЕННОСТИ МАШИННОЙ АРИФМЕТИКИ  
ВЫСОКОПРОИЗВОДИТЕЛЬНЫХ МОДУЛЯРНЫХ  

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ СТРУКТУР 

А. Ф. ЧЕРНЯВСКИЙ 1), Е. И. КОЗЛОВА1), А. А. КОЛЯДА1)

1)Институт прикладных физических проблем им. А. Н. Севченко БГУ,  
ул. Академика Курчатова, 7, 220045, г. Минск, Беларусь

Рассмотрены процедуры формирования модулярного кода для различных вариантов модулярных систем 
счисления. Определены особенности машинной арифметики базовых интегральных характеристик модулярного 
кода. Предложено доказательство теоремы о минимально избыточном модулярном кодировании как эффек-
тивном способе снижения времени вычисления интегральных характеристик модулярного кода. Показано, что 
введение в модулярный код минимальной избыточности существенно упрощает расчет интервально-индексных 
характеристик и связанных с ними форм представления целых чисел при реализации ряда немодульных опера-
ций. Отмечено некоторое уменьшение эффективности минимально избыточных модулярных систем счисления 
по мере увеличения в используемых приложениях количества интегральных характеристик модулярного кода, 
а также при изменении знака числа или цифр полиадического кода. Это обстоятельство не снижает целесооб-
разности применения минимально избыточных модулярных систем счисления в широкой сфере приложений 
минимально избыточной модулярной арифметики, включая системы цифровой обработки сигналов, защиты 
информации, информационные технологии и др.

Ключевые слова: модулярная арифметика; минимально избыточный модулярный код; интегральные характе-
ристики модулярного кода.
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The procedures for generating a modular code for various variants of modular number systems are herein considered. 
The features of machine arithmetic of the basic integral characteristics of the modular code are noted. Proof of the theo-
rem on minimally redundant modular coding is proposed as an effective way to reduce the time of computing the integral 
characteristics of a modular code. It is shown that the introduction of minimal redundancy into a modular code greatly 
simplifies the calculation of interval-index characteristics and related forms of representing integers when implementing 
a number of non-modular operations. We noted a certain decrease in the efficiency of minimally redundant modular num-
ber systems if the number of integral characteristics of the modular code, the sign of the number or digits of the polyadic 
code increases in the used applications. This circumstance does not reduce the expediency of using minimally redundant 
modular number systems in a wide range of applications of minimally redundant modular arithmetics, including digital 
signal processing, information security, information technology, etc.

Keywords: modular arithmetics; minimally redundant modular code; integral characteristics of minimally redundant 
modular code.
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Введение
Существующие формы параллельной обработки информации реализуются различными числовыми 

системами с параллельной структурой. В последние годы наблюдается рост внимания к исследова ниям 
в области теории и приложений модулярных систем счисления (МСС), которые характеризуются макси-
мальным уровнем внутреннего параллелизма. С точки зрения принципов высокоскоростных вариантов 
построения машинной арифметики наиболее существенными достоинствами МСС являются табличная 
структура алгоритмов, параллелизм базовых немодульных процедур, их модульность и простота конвейе-
ризации на уровне операций над малоразрядными вычетами, высокая эффективность корректирующих 
кодовых конструкций.

В работе рассматриваются процедуры формирования модулярного кода для различных вариантов 
МСС [1–9]. Отмечаются особенности машинной арифметики базовых интегральных характеристик 
модулярного кода (ИХМК). Намеренно редко используется специальная математическая терминология, 
характерная для большинства публикаций выбранной тематики. По мнению авторов, это обеспечит по-
ложительную заинтересованность в прочтении статьи широким кругом специалистов радиофизического 
и инженерно-технического профиля.

Формирование модулярного кода
Устройства модулярного типа реализуют вычислительные процессы в виде последовательностей 

модульных операций сложения, вычитания и умножения целых чисел без анализа на переполнение. 
Арифметические процедуры над элементами диапазона М в МСС производятся независимыми друг 
от друга операциями по ее основаниям (каждому из модулей), что и определяет параллелизм таких 
систем. Обычно эти процессы сопровождаются операциями деления на константу (масштабирования), 
одиночными немодульными операциями и др.

Фундаментальную значимость в модулярной арифметике имеет процедура формирования модулярно-
го кода x x xk1 2, , , ,�� �  отвечающего множеству целых чисел Х и удовлетворяющего системе сравнений

 

X x m

X x m

X x mk k

� � �
� � �

� � �

1 1

2 2

mod ,

mod ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

mod .

 (1)
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Если натуральные числа m1, m2, …, mk попарно просты (каждый модуль mi имеет по крайней мере 
два положительных делителя – mi и 1), то решением этой системы является класс вычетов по модулю 

M mk i
i

k
�

�
�
1

, который задается сравнением

 X M x Mi
k

i k i k i
i

k

k�
�

� � ��1

1

, , mod ,�  (2)

где главные компоненты
M M

m M x X i ki k
k

i
i k i k m i m

i i, , ,, ., , ,� � � � � ��� 1
1

Параметр M xi k mi
, ,
� �1  являющийся мультипликативной инверсией, т. е. обратным элементом по мо-

дулю mi величины M i l Xi l, , ,� � �  определяется по стандартной формуле:
x Xi mi
= ,

где
 X m mm i� �1, .  (3)

В неизбыточных МСС каждому модулярному коду x x xk1 2, , ,�� � отвечает целое число, а не класс 
вычетов, при этом взаимная однозначность обеспечивается выбором рабочего диапазона D на основе раз-
личных множеств вычетов. Эту роль, как правило, выполняют множества

Z MM kk
� �� ��0 1 1, , ,

или

Z M M M
M

k k k
k

� � � � � � �
�
�
�

�
�
�2 2

1
2

1, , , .

При модулярном кодировании каждому X ∈ D ставится в соответствие код, представляющий 
собой набор x x xk1 2, , ,�� � остатков x Xi mi

=  от деления X на mi, где i k=1, . Используется запись 
X x x xk� �� �1 2, , , .

Декодирующее отображение выполняется по правилам

X M xi k i k i
i

k

Mk

�
�
� , ,�
1

 при X ZMk
∈ ,

X M xi k i k i
i

k

Mk

�
�
�

�

, ,�
1

 при X ZMk
� � .

Пример 1. Решение системы сравнений (1) на основании класса вычетов по модулю Mk .
Представим целое число X = 18 модулярным кодом простых чисел (m1 = 2, m2 = 3, m3 = 11, m4 = 13).
Соответствующая система сравнений имеет вид

 

18 0 2

18 0 3

18 7 11

18 5 13

1

2

3

4

� �
� �
� �
� �

(mod ),

(mod ),

(mod ),

(mod ).

m
m
m
m

 (4)

На основании сравнения (2) для главных компонент системы сравнений (4) получаем
M4 = 858, M1, 4 = 429, M2, 4 = 286, M3, 4 = 78, M4, 4 = 66,

x1 = 0, x2 = 0, x3 = 7, x4 = 5,
µ3, 4 = 1, µ4, 4 = 1.

Главные компоненты µ1, 4 и µ2, 4 не имеют значений.

Проверка: X M xi i i
i

� � � � � � �� �� � � � � �
�
� , , mod mod mod4 4

1

4

858 78 7 66 5 858 876 858� 118.
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Когда целое число X ZMk
� �  представляется модулярным кодом элемента X Mk

 диапазона ZMk
, соот-

ветствие между ними описывается выражением 
 X X X MM kk

� � � �sn ,  (5)
где sn X� � – знак данного числа.

Наряду с другими версиями модулярной арифметики на практике часто применяется версия, ис-
пользующая полиадическую форму целого числа, которая имеет вид 

X M x X Z M x ZM i i
i

k

i mk i
� � � ��

�
� 1

1

0 1, ., ,

С учетом выражения (5) получаем равенство

sn X
X

M
x
m

M

k

k

k

k� � �
� ��

�
�
�

�

�
�
�
�
�

�
�

�

�
�

2 2
,

где xk – старший коэффициент полиадической формы целого числа X Mk
.

Алгоритм расчета ИХМК (ранга �k X� � интервального индекса I Xk � � и полиадического кода 
x x xk , , ,�� �2 1  числа X ) позволяет также определять знак числа из симметричного диапазона ZMk

− .
Модулярный код x x xk1 2, , ,�� � в явном виде не содержит информацию о величине элементов его 

рабочего диапазона D. Для выполнения операций, каким-либо образом зависящих от местоположения 
элементов во множестве или за пределом диапазона D, в МСС используются определенные формы 
и операции представления целого числа через цифры модулярного кода. Базовые формы целого числа 
для немодульных операций включают одну или несколько ИХМК.

Для выполнения сложных немодульных операций (контроль переполнения, сравнение чисел, определе-
ние знака числа, округление, деление и др.) в МСС используются базовые ИХМК – ранг, ядро, минимальный 
след, коэффициенты полиадического представления чисел. Выбор ИХМК и методов их формирования 
определяет сложность соответствующих алгоритмов реализации немодульных процедур. Различные 
ИХМК позволяют в рамках определенного базового представления чисел выделять из модулярного кода 
числа искомую информацию о его величине. 

Базовые интегральные характеристики МСС
Ранговая форма целого числа X Ml

 l-го порядка в МСС с основаниями m1, m2, …, ml и диапазоном 
Z MM ll

� � �� �0 1 1, , ,  описывается выражениями [2]

 X M M x M X M x M X x MM i l i mi

l

l i l i l l l
i

l

i l ill i
� � � � � � � ��

� �
� �, , , , ,,

1

1 1

� � ll i m
x

i

�1
.  (6)

Следует отметить, что для каждого числа X ZM Ml l
∈  существует единственное значение рангового 

числа � �l lX x x x� � � �� �1 2, , , . Поскольку вычисления по выражению (6) легко распараллеливаются, 
оно широко используется для выполнения немодульных операций модулярными конвейерными струк-
турами, при этом основной операцией является определение рангового числа � x� �.

Учитывая широкое распространение системного формирования базовых ИХМК на основе последо-
вательностей значений Mi l, ,

−1  рассмотрим процедуру вычисления структуры и элементов одной из таких 
последовательностей.

Пример 2. Формирование последовательности структурных значений Mi k mi
, ,
−1  являющихся мульти-

пликативной инверсией по модулям mi соответствующих элементов исходной последовательности мо-
дулей Mi k, .

Для МСС с основаниями m1 = 11, m2 = 13, m3 = 15, m4 = 16 получены следующие значения моду-
лей Mi, k :

Mk = M4 = m1 m2 m3 m4 = 34 320,

M M M
m M M

m M M
mk

k k k
1 1 4

1
2 4

2
3 4

3

3120 2640 2288, , , ,, , ,= = = = = = =
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M M
m M M

m
m m m
m

k
4 4

4
1 3

3

1

1 2 3

1

2145 195, ,, ,= = = = =

M M
m M M

m2 3
3

2
3 3

3

3

165 143, ,, ,= = = =

M m m
m M m m

m1 2
1 2

1
2 2

1 2

2

13 11, ,, .= = = =

Используем выражение (3) для определения последовательности значений Mi l, ,
−1  являющихся об-

ратными элементами по модулю mi значений M i l ki l, , , , ,=1  исходной последовательности, в результа-
те получаем

M M M M M
1 4

1

2 4

1

3 4

1

4 4

1

2 2

1

1 1 1 3 1 5 1 6 1 3
8 1 2 1

, , , , ,
, , , , ,

, , , ,
� � � � �� � � � � 66,

M M M M
1 3

1

2 3

1

3 3

1

1 2

1

1 1 1 3 1 5 1 1
7 3 2 6

, , , ,
, , , ,

, , , .
� � � �� � � �

Величина N X X
Ml
l

� � � �
�
�

�

�
�  является интервальным номером целого числа X относительно модулей 

m1, m2, m3, …, ml, l ≥ 1.
В МСС с основаниями m1, m2, m3, …, ml > l – 2, l > 1, и диапазоном ZMl  ранг �l MX l

� � числа X x x x X ZM ll
� �� � �1 2, , , , ,

X x x x X ZM ll
� �� � �1 2, , , , , представляется в виде

 � �l lX X X� � � � � � � �^ � ,  (7)
где

�̂l l i l i
i

l
X m R x� � � � �

�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�1
1

, ,

 R m
m M x m M xx i li l
l

i
i l i m i i l i m mi

i
i l

, , , , , ,� � � ��
�

�
�

�

�
� � �� �

�
�1 1

1

1
1 1  (8)

 R x
M

xl l
l

l m
l l

l

, , .� � �
�1

 (9)

В МСС с основаниями m1, m2, …, ml для числа X x x x X Z lM ll
� �� � � �1 2 1, , , , , , максимальное зна-

чение ранга � �l l MX X
l

� � � � � удовлетворяет условию

� � �l l l MX A A Z l l
l

� � � � � � �� � � � �, max max , .1 1

Величина �l X� � является минимальной ИХМК для целого числа X в МСС с основаниями 
m1, m2, …, ml – 1, ml ≥ l – 2, l > 1, и принимает значение 0 или 1.

Интервальный индекс I Xl � � произвольного элемента X x x xl� �� �1 2, , ,  диапазона ZMl  МСС с осно-
ваниями m1, m2, …, ml > l – 2, l > 1, описывается формулой

I X I X m Xl l l l� � � � � � � �^ � ,

^I X R xl i l i
i

l

ml

� � � � �
�
� , .
1

Для интервального индекса I X� � и его эвклидовых составляющих – компьютерного интервально-
го индекса ^I X� � и главного интервального индекса J X� � произвольного элемента X x x xk� �� �1 2, , ,  
симметричного диапазона Z M2

−  МСС c основаниями m1, m2, …, mk – 1, mk = 2m0, mk ≥ k – 2, – действитель-
ны следующие соотношения [5; 6; 9]:
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Вычеты Ri, k рассчитываются по формулам (8) и (9).
Алгоритм вычисления ИХМК с применением интервально-индексного метода четного модуля рас-

смотрен в работе [9].
Для улучшения арифметических и иных свойств числовых систем часто используется кодовая избы-

точность. Применение избыточности кодирования элементов рабочего диапазона в модулярных струк-
турах существенно упрощает выполнение немодульных операций. Однако это обеспечивается только 
при введении относительно большой избыточности и, как следствие, требует значительных аппаратур-
ных затрат. Отмеченный недостаток в значительной мере устраняется при использовании специфиче-
ского способа введения избыточности, положенного в основу минимально избыточной МСС [1; 3; 4; 7]. 

В избыточной МСС интервально-модульная форма (ИМФ) целого числа X задается соотношением

 X M M x M I X M x Mi l i l i mi

i

l l i l i l l
i

� �� �� � � � � �� �
�

�

�

� � � �� , , , ,1 1

1

1

1

1 1 1 11

1

1

I X
i

l

� �
�

�

� ,  (11)

I X m M x M Xi
i

k

i k i m k
i

� � � � �� �� ��

�

�

�
�

�
�� 1

1

1

1

1

1, .

Набор величин x x xl l l l1 1 2 2 1 1, , ,, , ,� � � ��� � и интервальный индекс I X� � формируют интервально-
модулярный код целого числа X. 

С помощью ранговой и интервально-индексной характеристик, а также связанных с ними форм целого 
числа можно реализовать все немодульные операции.

Минимально избыточная МСС (МИМСС)
Основой минимально избыточной конфигурации процедуры расчета ИХМК служат ИМФ (11), 

эвклидовы составляющие – компьютерный интервальный индекс ^I X� �  и главный интервальный ин-

декс J X� �,  а также интервальный номер N X X
M� � � �
��

�
��
, минимальная ИХМК �l X� � и вспомогатель-

ный модуль m0. 
При минимально избыточном модулярном кодировании применяется диапазон D, мощность кото-

рого меньше мощности диапазона ZMk

−  классической неизбыточной МСС с базисом m m mk1 2, , , .�� �
В соответствии с китайской теоремой об остатках при любом l > 1 задаваемое ИМФ (11) отображе-

ние I Xl � � числа X однозначно как на множестве Z, так и на диапазоне ZMk

− .
Теорема (о минимально избыточном модулярном кодировании как эффективном способе сниже-

ния времени вычисления ИХМК). Чтобы в МСС с попарно простыми основаниями m1, m2, …, mk ин
тервальный индекс I X� � каждого элемента X x x xk� �� �1 2, , , , x Xi mi

= , i k=1, , диапазона D � � � � � � �� ��Z M M MM2 1 1, , ,

D � � � � � � �� ��Z M M MM2 1 1, , ,  (M = m0 Mr – 1 = m0 m1 … mk – 1; m0 – вспомогательный модуль) полностью 
определялся компьютерным интервальным индексом – вычетом ^I Xk � �, необходимо и достаточно вы
полнить следующее условие [9]:

mk ≥ 2m + ρ, m0 > ρ, ρ = ρk – 1, max ,
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где ρ = ρk – 1, max – максимальное значение ранговой характеристики �k X� � �1  (при l = k – 1 в формуле (7)).
Проанализируем следующие расчетные значения для интервального индекса I X� � целого числа X:

 I X I X m m I X I Xk k k k� � � � � � � � � �� � � � �^ ^ ^
sn 0 1 ,I X I X m m I X I Xk k k k� � � � � � � � � �� � � � �^ ^ ^
sn 0 1 ,  если ^I X mk � � � 0,  

(12)
I X I X mk k� � � � � �^ , если ^I X mk k� � � .

Вычеты R xi k, � � и R xk k, � � рассчитываются по формулам (8) и (9).
На основании формулы (10) получены следующие экстремальные значения интервального индек-

са I X� �:
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1.

C учетом выражений (13) расчетные значения (12) для интервального индекса I X� � целого числа X 
можно представить в виде

I X I X m m I X I Xk k k k� � � � � � � � � �� � � � �^ ^ ^
sn 0 1 ,I X I X m m I X I Xk k k k� � � � � � � � � �� � � � �^ ^ ^
sn 0 1 , если ^I X Ik � � � max,

 I X I X mk k� � � � � �^ , если ^I X Ik � � � max
.  (14)

Теорема полностью доказана.
Сравнение формул (7) и (14) показывает, что переход к минимально избыточному кодированию по-

зволяет при оценке интервального индекса I Xk � � вместо трудоемкой процедуры сужения ИМФ целого 
числа Х применять относительно простое выражение sn m I Xk0

1� � � �� �^
.sn m I Xk0

1� � � �� �^
.

Использование МИМСС с кодовой избыточностью значительно уменьшает вычислительную слож-
ность определения значений интервального индекса I X� � целого числа X, компьютерного интервально-

го индекса ^I X I X
m� � � � �

0
 и главного интервального индекса J X

I X
m� � � � ��

�
�

�

�
�

0

. Так, вычисление интер-

вального индекса I Xk � � целого числа X, заданного неизбыточным модулярным кодом x x xk1 2, , , ,�� �  
требует 0 5 5 12

2
, k k� �� � модульных операций и 0 5 1, k k �� � таблиц для хранения вычетов (8) и (9). 

В МИМСС соответствующие затраты по формулам (12) составляют k модульных операций и k таблиц 
для хранения вычетов [9]. В случае минимальной избыточности коэффициенты информационной эф-
фективности за счет снижения вычислительных затрат на определение интегральных характеристик 
оцениваются значениями

K k k
kMO

�
� �2
5 12

2
для числа модульных операций,

Kт K
k

t
�

�1
2

для количества необходимых таблиц. 
Таким образом, с увеличением числа k оснований МИМСС коэффициенты информационной эффек-

тивности KMO и Kт алгоритмических структур возрастают, асимптотически приближаясь к величине k
2
.

Практическую важность имеет обеспечиваемая в МИМСС простота выполнения вычислительных 
процедур в симметричных диапазонах. В отличие от неизбыточных МСС идентификация отрицатель-
ных и неотрицательных компонент рабочего диапазона D � �Z M2  производится с помощью интервально-

го номера N X X
M

� � � �
��

�
��
, формируемого по главному интервальному индексу J X

I X
m� � � � ��

�
�

�

�
�

0
 и ми-

нимальной ИХМК � X� �, которые отвечают числу X Z M� �
2  в МСС с базисом m m m mk1 2 1 0, , , ,�� ��  

и диапазоном ZM , без использования четного модуля mk .
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Заключение
Введение в модулярный код минимальной избыточности существенно упрощает расчет интервально- 

индексных характеристик и связанных с ними форм представления целого числа при реализации ряда 
немодульных операций. Алгоритм расчета ИХМК можно рекомендовать в качестве эффективной основы 
синтеза немодульных процедур, включая расширение кода, масштабирование, деление целого числа 
(общий случай), преобразование модулярного кода в позиционную систему счисления, контроль ошибок 
и др. Однако следует отметить уменьшение эффективности МИМСС по мере увеличения в используе-
мых приложениях количества ИХМК, а также при изменении знака числа или цифр полиадического 
кода. Отмеченное обстоятельство не снижает целесообразности применения МИМСС в широкой сфере 
приложений минимально избыточной модулярной арифметики, таких как системы цифровой обработки 
сигналов, защиты информации, информационные технологии и др.
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