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МНОГОУРОВНЕВЫЕ АЛГОРИТМЫ  
ДЛЯ ЗАДАЧ ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ ПРЕЦЕДЕНТНОГО ТИПА
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Рассматривается специальный класс задач принятия решений прецедентного типа, которые часто возникают 
в слабо формализованных предметных областях. Для решения таких задач, как правило, применяются эвристические 
алгоритмы, которые не могут быть строго обоснованы. Показано, что данный класс задач сводится к стандартной 
задаче распознавания образов с обучением. Это позволяет вместо эвристических алгоритмов использовать много-
уровневые модели, которые дают возможность повысить точность решения, а в некоторых случаях обосновать его 
правильность. Приведен анализ различных вариантов построения многоуровневых моделей. Предложен много-
уровневый алгоритм для задачи принятия решений, основанный на структурировании информации. 

Ключевые слова: многоуровневый алгоритм; задача принятия решений; прецедентный тип; распознавание 
образов с обучением; модели корректировки; модели на основе структурирования информации.
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formalised subject areas. To solve such problems, as a rule, heuristic algorithms are used, which cannot be strictly jus-
tified. It is shown that this class of problems can be reduced to a standard problem of pattern recognition with learning. 
Instead of heuristic algorithms, this allows to use multilevel models that make it possible to improve the accuracy of the 
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Анализ проблемы и постановка задачи
Проблема принятия решений играет важную роль в жизни человека. В результате развития формаль

ных методов ее решения сложилась отдельная дисциплина – теория принятия решений (ТПР) [1]. Ста-
новление ТПР определялось, с одной стороны, развитием вычислительной техники и математических 
методов, а с другой – возникновением новых задач в сфере жизнедеятельности человека. Появление задач 
в порой слабо формализованных предметных областях требует модификации уже существующих и разра-
ботки новых подходов. В последнее время это часто связано с проблемами измеримости и структуризации 
информации, использования экспертных знаний и многими другими аспектами ТПР. Решение подобных 
проблем невозможно без привлечения современных научных теорий, таких как теория искусственного 
интеллекта, теория распознавания образов (ТРО) и пр. Симбиоз ТПР и ТРО как раз и представляет собой 
одно из возможных направлений в развитии новых моделей и методов принятия решений.

Универсальной постановки для задач принятия решений не существует. Построение решений осущест-
вляется стандартным для математики образом. Если обозначить через X множество возможных решений, 
то процесс построения решений реализуется в множестве X  2. Для организации процесса в множестве X  2 
необходимо определить тип отношения на этом множестве: либо частичный порядок, либо эквивалент-
ность. Множества могут быть заданы либо аналитически (с использованием принципа свертки), либо 
по прецедентности (или по примерам).

Таким образом, конкретизируя тип отношения на множестве X  2, а также способы задания информации 
и принятия решений, можно получить большое разнообразие задач принятия решений. 

Ограничимся случаем, когда на множестве X  2 задано отношение эквивалентности. Следствием этого [2] 
является разбиение множества решений X на непересекающиеся подмножества, включающие сходные 
между собой решения. Существенную роль при этом играет способ задания информации о множестве X. 
Практически важным является случай, когда такая информация задана неполностью (частично). В этой 
ситуации говорят о задании информации по прецедентности (или по примерам). Приходим к варианту 
задачи, который можно назвать задачей выбора или в формальном смысле задачей вычисления свойств 
объектов x ∈ X. Сам же способ принятия решений в такой последовательности просто ассоциируется 
с вычисленным свойством [3].

В данной ситуации задача принятия решений сводится к вычислению (определению) свойств ана-
лизируемой информации и на формальном уровне может быть сведена к одной постановке. Это задачи 
исчисления высказываний, предикатов [4], задачи логической диагностики [5] и, наконец, просто плохо 
формализованные задачи ТРО [6]. 

Во всех перечисленных задачах имеются множества, разбитые на подмножества, которые заданы 
примерами объектов – носителями определенного свойства. Таким образом, приходим к классическо-
му варианту задачи распознавания образов с обучением: множество объектов X произвольной природы 
разбито на некоторое, возможно и бесконечное, число подмножеств (классов) X1, …, Xl. Информация 
о подмножествах X1, …, Xl задана с помощью конечной выборки X  0, содержащей объекты из каждого 
класса Xi. Требуется, пользуясь только выборкой X  0, указать алгоритм A (может быть, наилучший в неко-
тором смысле), определенный на всем множестве X, результат работы которого для каждого x ∈ X можно 
интерпретировать в терминах принадлежности классам Xi.

Задача распознавания в приведенной постановке является индуктивной по построению, и все алгорит-
мы, используемые для ее решения, будут эвристическими. Вместе с тем в задачах принятия решений даже 
в  условиях индуктивности необходимо, чтобы 
результат был в максимальной степени строгим. 
Для этого в ТРО разработана методология, харак-
терная именно для индуктивных задач. Ее суть 
заключается в следующем: вначале с помощью 
эвристических алгоритмов получается возможное 
решение, которое затем улучшается допустимы-
ми математическими средствами. Это позволяет 
как минимум существенно упростить требования 
к алгоритмам, а как максимум повысить качество 
финального решения.

На рис. 1 приведена общая схема построе-
ния многоуровневых моделей распознавания 
для случая, когда число уровней равно двум. 
Обобщение для большего числа уровней оче-
видно.

Рис. 1. Общая схема построения  
двухуровневых моделей распознавания (Инф – информация):  

а – вариант 1; б – вариант 2
Fig. 1. General scheme for constructing two-level recognition models: 

a – variant 1; b – variant 2
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Принципы построения моделей в представленных двух вариантах различаются. В варианте 1 (см. рис. 1, а) 
строится суперпозиция алгоритмов A1, …, An и некоторых отображений, результатом чего является 
алгоритм A0. Все алгоритмы работают с одним входным объектом x. В варианте 2 (см. рис. 1, б ) инфор-
мация о задаче структурируется (декомпозируется). Каждый алгоритм Ai работает со своим входным 
объектом xi, а алгоритм A0 применяется для синтеза результата на входном объекте x, который является 
суперпозицией объектов x1, …, xn.

Предполагается рассмотреть варианты построения многоуровневых (двухуровневых) алгоритмов 
распознавания в контексте задачи принятия решений.

Многоуровневые модели корректировки
Активное использование варианта 1 (см. рис. 1, а) в ТРО было инициировано Ю. И. Журавлевым [7]. 

Смысл его предложения был очень простым. Поскольку эвристические алгоритмы являются плохо управ-
ляемыми, то, получив с их помощью на первом шаге хоть какое-то решение, на следующем шаге можно 
скорректировать его так, чтобы итоговое решение было лучше любого из исходных решений, полу-
ченных эвристическими алгоритмами. Тем самым управление решением передавалось на второй либо 
последующие шаги, а требования к эвристическим алгоритмам существенно понижались. Также было 
замечено, что любой алгоритм распознавания можно рассматривать как суперпозицию распознающего 
оператора и решающего правила. Вследствие этого исследования таких схем стали развиваться в двух 
направлениях. В рамках первого направления предполагалось, что набором алгоритмов A1, …, An достав-
ляется финальный результат, который формируется на базе пространства 2 0 1� � �,  либо 3 0 1 2� � �, , . 
Данное направление стало называться логической корректировкой, так как для построения алгоритма A0 
использовалась алгебра логики [8]. В рамках второго направления в качестве алгоритмов A1, …, An при-
менялись распознающие операторы, которые в общем случае формируют результат на базе пространства 
действительных чисел . Благодаря этому для построения алгоритма A0 на уровне распознающих опера-
торов можно использовать обычные алгебраические операции, а далее остается достроить суперпозицию 
с решающим правилом. Такое направление называется алгебраической корректировкой.

Уточним постановку задачи распознавания, а также введем некоторые дополнительные обозначения. 
Уточнение постановки связано со свойством алгоритма «может быть, наилучший в некотором смысле». 
Дело в том, что в задаче имеется только конечная выборка объектов X  0 ⊂ X. При условии, что множе-
ство X разбито на подмножества X1, …, Xl, информация P x P x P xl� � � � � � � �� �1 , ,  считается заданной для 
всех x ∈ X  0. Здесь P x P x x Xi i i� ��� � � � � � � �� �0 1 1,  – обычный предикат, характеризующий принад-
лежность классам Xi. Так как система предикатов P x� � определена только для объектов x ∈ X  0, то и наи-
лучший в любом смысле алгоритм можно определить лишь на этих объектах. В итоге выборка объектов 
X  0 ⊂ X обычно разбивается на две выборки – обучающую ( , , , , , )X X X m i l X XS S i S

0 0 01� � � � �� � � � �  
и контрольную ( , , , , , ).X X X q i l X XC C i C

0 0 01� � � � �� � � � �  Эти выборки удовлетворяют условию 

X XS C
0 0� ��, X X XS C

0 0 0� � .  Теперь свойство «может быть, наилучший в некотором смысле» подразу
мевает, что алгоритм A должен доставлять результат, наилучший для выборки XC

0
. С учетом этого уточ-

ним постановку задачи распознавания следующим образом: требуется, пользуясь только выборкой XS
0
, 

указать алгоритм A, являющийся наилучшим для контрольной выборки XC
0 и определенный на всем 

множестве X, результат работы которого для каждого x ∈ X можно интерпретировать в терминах при-
надлежности классам Xi.

Задачу, которая решается в такой постановке, обозначим через Z X XS C� � �0 0
, . Нетрудно заметить, что каж-

дой выборке X x xC q
0

1� �� �, ,  можно поставить в соответствие матрицу I X P x P xC q
ql0

1 2� � � � � � � ��
�

�
��, , .  

Назовем ее информационной матрицей для задачи  Z. Теперь алгоритм распознавания можно опре-
делить как отображение вида � � � � � � � � �� �x X A x X P x P xS

A
l
A

, : , , ,
0

1  где P xi
A � �� � 

2 3
. Но  неза

висимо от выбора пространства результатов в  последнем случае выборке  XC
0  сопоставим матрицу 

I X P x P xA
C

A A
q

ql ql0

1 2 3� � � � � � � ��
�

�
� � �, , .   Здесь через P x P x P xA A

l
A� � � � � � � �� �1 , ,  обозначена система 

предикатов, полученная с помощью алгоритма A. В свою очередь, матрица I XA
C
0� � может быть названа 

алгоритмической матрицей для задачи Z. Перейдем непосредственно к рассмотрению результатов раз-
личных видов корректировки.
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Логическая корректировка. Зафиксируем задачу Z и набор эвристических алгоритмов A An1, ,…  
(n ∈ ). Результатом решения задачи Z алгоритмом Ai будет матрица I XAi

C
ql ql0

2 3� �� �  , которая в силу 
эвристичности алгоритма Ai может не совпадать с матрицей I XC

0� �. Предположим, что любая оптимиза-
ция алгоритма Ai, которая привела бы к уменьшению указанного несовпадения, либо невозможна, либо 
избыточно трудозатратна. В таких условиях уместно ввести некоторую функцию f ql n ql

: . 
3 3� � �  Если 

при этом потребовать, чтобы  f  была инвариантна относительно размерности задачи (величин q, l, числа 
алгоритмов n), а также строилась только с помощью логических операций (дизъюнкции (∨), конъюнк-
ции (∧), отрицания (¬)), то вполне уместно говорить, что с помощью  f  можно корректировать результаты 
A X A XC n C1

0 0� � � � �, , . Соответствующий алгоритм Af  называется логическим корректором (на рис. 1 он 
обозначен через A0). Заметим также, что аналогичную функцию  f  можно ввести и для пространства 

2

ql
. 

Во всех случаях приходим к следующей задаче: необходимо построить логический корректор Af , который 
улучшает результаты работы эвристических алгоритмов, и при этом снизить сложность его реализации.

Результаты решения такой задачи в полном объеме можно найти в работе [9]. Ниже излагается толь-
ко их суть и дается краткий анализ. 

Первый результат касается построения оптимального по качеству логического корректора. Для этого 
из матриц A X A XC n C1

0 0� � � � �, ,  строится специальная матрица T, столбец i которой соответствует после-
довательности наборов строк матрицы A Xi C

0� �. Для оценки качества алгоритма вводится функционал ка-
чества � : 3 2B B Rql ql� � , который вычисляется покомпонентно следующим образом: � �0 0 1 1 0, , ,� � � � � �  
� �0 1 01, ,� � �  � � � � � �1 0 2 0 2 110 20 21, , , , , .� � � � � � � � �  Корректирующую функцию  f  предлагается строить 
как набор строк матрицы T. Доказано, что в этом наборе с помощью простых замен можно осущест

вить конструктивное построение  f  ∗, для которого � I X I X
A

C C
f �� � � ��

�
�

�
�
��

0 0
, min. Также показано, что слож-

ность построения алгоритма Af ∗  не превосходит O q l2 2� �.
Второй результат касается реализации функций  f  на базе формул трехзначной логики. Для этого 

вначале определяются функции, аналогичные дизъюнктивным нормальным формам (ДНФ) двузначной 
логики. Для построения  f  используется матрица T. В этом случае  f  можно рассматривать как не всюду 
определенную функцию трехзначной логики на решетке En

3
. В итоге задачу построения корректора можно 

свести к продолжению  f  на En
3
. Последнюю задачу предлагается рассматривать в классе нормальных 

канонических форм [10]. Построение искомой функции  f  осуществляется в несколько этапов. Вначале 
с помощью матрицы T строятся ДНФ, соответствующие различным областям истинности. Затем для 
продолжения на решетке En

3 осуществляется специальная операция склеивания построенных ДНФ. И на-
конец, для полученной функции строится сокращенная (тупиковая) ДНФ, что позволяет существенно 
снизить сложность итогового алгоритма Af .

Необходимо отметить еще два обстоятельства. Во-первых, любое теоретическое исследование в та-
кой области, как ТРО, было бы неполноценным без подкрепления практическими результатами. В этом 
смысле исследование логической корректировки можно считать вполне полноценным. Описанные 
выше алгоритмы Af использовались при решении практических задач. Полученные при этом результа-
ты подтвердили возможность применения таких алгоритмов на практике. Более подробно с данными 
выводами можно ознакомиться в работе [11]. Во-вторых (и это, может быть, самое главное), алгебры 
B2 2� � � �ql, , ,  и B3 3� � � �ql, , ,  не являются конечно представимыми и, как следствие, не со-
держат базис. По этой причине логические корректоры не обладают всеми необходимыми свойствами, 
обеспечивающими существование алгоритмов, точных для задачи Z. В лучшем случае удается построить 
оптимальный алгоритм, что не позволяет ничего сказать о разрешимости задачи в глобальном смысле.

Алгебраическая корректировка. Смысл алгебраической корректировки также очень простой. Ал-
горитм A x X P x P xS

A
l
A

: , , ,� � � � � � �� �0

1  который плохо поддается корректировке логическими функция
ми  f, заменяется на новый. Для этого вводится более «богатое» по сравнению с 3

l  ( )2
l  пространство Y 

(как правило, Y = l ), но с одним ограничением: должно существовать отображение c Y l
:

3
→   ( )2

l  (на-
зываемое обычно решающим правилом), которое является непротиворечивым и допускает существо-
вание корректных алгоритмов таких, что I X I XA

C C
0 0� � � � �. Отображение B x X YS: ,� �0  являющееся 

частью исходного алгоритма A, называется обычно распознающим оператором. В работе [7] показано,  
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что всякий алгоритм A допускает представление в виде суперпозиции распознающего оператора B и кор-
ректного решающего правила c (для этого отображение c должно быть просто сюръективным).

Введем в пространстве Y операторные корректоры g Y Y: → ,  подходящая суперпозиция которых 
с наборами распознающих операторов и образует искомые алгебры. В работах [7; 8] было показано, что 
для большинства известных эвристических моделей построение корректных алгоритмов может быть 
осуществлено в рамках линейной алгебры. Правда, к таким моделям предъявлялись достаточно серьез-
ные требования: существование набора операторов B, которые на контрольной выборке размерности q 
образуют базис пространства матриц Y q ql� � �

def

 . Таким образом, в рамках данного направления можно 
сформулировать следующую задачу: необходимо указать отличные от линейных методы построения 
операторных корректоров g, обеспечивающих существование (а еще лучше построение в явном виде) 
корректных алгоритмов в модели Ag, а также определить, как это сделать наиболее простым с вычисли-
тельной точки зрения способом и, главное, что это дает для разрешимости задачи Z.

Более подробное описание соответствующих результатов можно найти в работе [11]. Ниже приво-
дится их краткий обзор. Итак, начнем с того, что необходимо решить задачу Z, причем указать в мо-
дели Ag корректный алгоритм такой, что I X I XA

C C
0 0� � � � �. Зафиксируем решающее правило c в прост

ранстве ql и  построим область R Zc � � такую, что � � � � � � � � �b r R Z c r bql
c2 , : . Последнее условие 

гарантируется сюръективностью c, а то, что оно приводится только для 2
ql
, не ограничивает общности 

изложенных ниже результатов. Теперь можно сформулировать первый результат: для корректности моде-
ли Ag на Z необходимо и достаточно, чтобы A X R Zg C c

0� � � � � � �. Этот простой критерий корректности 
дает возможность свести исходную задачу к исследованию области R Zc � �. Данная область образует 
выпуклое подмножество в пространстве ql, что в классе линейных пороговых решающих правил с 
позволяет рассматривать ее как решение системы нестрогих линейных неравенств. Множество таких 
решений может быть охарактеризовано в терминах отделимости специальным образом построенных 
подпространств. Для их описания потребуется следующее обозначение. Разобьем множество индексов 
I q l� �� � � �� �1 1, , , ,  на два ( , )t�� �0 1  подмножества: M i j i j I P x tt j i� � � � �� � � �� �, , , . Такая возмож-
ность существует в силу введенных выше ограничений. Теперь критерий корректности можно сделать 
более конструктивным: для корректности модели Ag на Z необходимо и достаточно, чтобы

� � �� � � �� � � � � �
� �� � ��

B g B B B X E c B Xm
i j M

C ij
i j M

C1
0

0
0

1 0

, , : min , max
, ,

,, ,Eij� ��

�
�

�

�
�

где g B Bm1, ,�� � – суперпозиция отображений g и набора распознающих операторов B Bm1, ,…  (m ∈ ); 
Eij – канонический базис в пространстве ql; B X EC ij

0� �,  – скалярное произведение матриц в прост
ранстве ql; c0 – параметр линейного порогового решающего правила c. 

Введем два вида алгебр: A1 � �� �ql
, ,  (имеет тип 2 1, ; символ  обозначает унарную операцию 

умножения матрицы на скаляр) и A2 � � �� �ql
, , ,  (имеет тип 2 2 1, , ). Обе алгебры являются коммута-

тивными относительно введенных операций, т. е. операции выполняются покомпонентно. Дело в том, 
что в общем случае q ≠ l, и поэтому определить иначе коммутативные алгебры невозможно. Нетрудно 
заметить, что алгебры A1 и A2 представляют собой модели для построения искомой суперпозиции. 
Для алгебры A1, линейной по построению, без труда можно определить условия полноты (так как она 
является конечно представимой и содержит базис) и корректности. Фактически эти условия повторяют 
полученные в работе [8] результаты. Что касается алгебры A2, то это уже полиномиальная модель. Для нее 
могут быть получены более интересные результаты. Полнота для алгебры A2 также связана с сущест
вованием распознающих операторов  B, обеспечивающих возможность алгебраического несовпаде-
ния для каждого элемента из множества I, а вот корректность определяется условием, позволяющим 
отличать в алгебраическом смысле элементы из множества M1. Кроме того, показано, что в алгебре 
A3

1� � �� � �ql
, , ,  (имеет тип 2 1 1, , ; символ –1 обозначает операцию коммутативного обращения мат

риц) условия корректности могут быть получены в линейном замыкании [11].
Еще один вид операторных корректоров можно построить, основываясь на изоморфизме простран-

ства ql и тензорного произведения  

q l⊗ . Для этого можно использовать билинейное отображение 
h q l ql:  � �  (билинейным оно названо, так как является линейным по каждой из двух перемен-
ных  – классам и объектам контрольной выборки). Детали построения таких корректоров изложены 
в работах [9; 12]. Полученную в итоге билинейную модель обозначим через A4 (в данном случае не 
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совсем уместно использовать алгебраическую нотацию, так как здесь скорее можно вести речь о су-
перпозиции алгебр). Для нее основной результат сформулируем следующим образом: в A4 корректный 
алгоритм A можно построить, если существует распознающий оператор B такой, что строки матрицы 
B XC

0� � не совпадают для всех объектов из XC
0
, принадлежащих различным классам. Для модели A4 также 

определено условие полноты и предложен явный вид корректного алгоритма A.
Полученные для алгебраической корректировки результаты позволили расширить представление 

о разрешимости задачи распознавания в целом. Ранее при рассмотрении задачи оптимизации для ло-
гической корректировки вводились специальные функционалы качества ϕ. Теперь сделаем небольшое 
уточнение для данных функционалов в терминах предикатов P x� � и P xA � �. Для этого зафиксируем не-
который алгоритм A и предположим, что ему можно сопоставить подмножества X x X P xi

A
i
A� � � � �� �: .1  

Почти очевидно, что X Xi i
A≠  для всех i l� �� �1, , , но тем не менее X X X XA

i
A

i

l

i
i

l
= = =

= =1 1

 

. Тогда лю-

бая монотонная функция �A
AX X: , ,� � � �0 1  удовлетворяющая условиям �A

AX X, ,� � �1  если X = X  A, 
и �A

AX X, ,� � � 0  если X ∩ X  A = ∅, представляет собой функционал качества алгоритма A. Очевидно, что 
задача Z может быть названа разрешимой, если существует такой алгоритм A, для которого �A

AX X, .� � �1  
В задаче распознавания все множество X является недоступным, имеется только конечная выборка объек
тов X  0 ⊂ X. Более того, качество алгоритма A можно оценивать только на контрольной выборке XC

0
. Ис-

ходя из этого, если говорить о разрешимости задачи Z, то интерес представляет связь между �A
AX X,� � 

и �A C C
AX X0 0

, .� �  Такая связь также почти очевидна: � � � � � � � � �� �A X X X X XA
A

C A C C
A� �, , , .1 1

0 0 0  Непо-
средственным следствием данной эквивалентности будет такое утверждение: корректность алгоритма A 
является необходимым условием разрешимости задачи. С использованием этой зависимости можно 
получить целый ряд достаточных условий разрешимости, а также условия на структуру контрольной 
выборки XC

0
, метод корректировки для построения пространства X.

Сформулируем теперь некоторые выводы из приведенного описания способов решения задачи рас-
познавания. Первый вывод: для логической и алгебраической корректировок достаточно двухуровне-
вой схемы. Для логической корректировки это обусловливается тем, что соответствующие алгебры не 
являются конечно представимыми и, как следствие, не содержат базис. Для алгебраической корректи-
ровки дело обстоит несколько иначе. В данном случае может быть сформулирован в некотором смысле 
предельный результат, который стал следствием развития такого подхода. Суть этого результата очень 
проста: если объекты контрольной выборки не совпадают, а эвристический алгоритм не является невы-
рожденным, то в билинейном замыкании единственного распознающего оператора всегда может быть 
конструктивно построен корректный (точный для заданной выборки) алгоритм. Отсюда почти очевид-
но такое утверждение: если корректный алгоритм невозможно построить в двухуровневой модели, то его 
невозможно построить в принципе для рассматриваемой задачи. Второй вывод касается постановочной 
сути задачи. В процессе решения любой задачи приходится ограничиваться рассмотрением только кор-
ректных алгоритмов, что обеспечивает лишь необходимые условия разрешимости задачи распознава-
ния на всем множестве допустимых объектов. Любые другие предположения относительно структуры 
информации, свойств алгоритмов и прочих параметров носят исключительно теоретический характер 
и не оказывают влияния на индуктивность задачи. И наконец, третий вывод имеет в большей степени 
практический характер. За пределами контрольной выборки XC

0 алгебраический корректор A0 вел себя 
не совсем адекватно. Когда речь шла о нелинейных замыканиях (степенные корректоры, билинейные 
операторы [11]), то соответствующие алгоритмы отказывались от распознавания даже при небольших 
отклонениях от объектов контрольной выборки. Можно предположить, что при использовании линей-
ных корректоров [7] алгоритмы были бы лучше, но для них, к сожалению, нет явного вида алгоритмов. 
Последнее обстоятельство затрудняет практическую проверку линейных корректоров.

Многоуровневые модели,  
основанные на структурировании информации

Перейдем теперь к обсуждению варианта 2, представленного на рис.  1, б. В  этом варианте подра
зумевается, что решение задачи осуществляется через структурирование информации. Изложенные ниже 
результаты можно разделить на два направления. В первом из них структурируется выборка объектов X  0, 
а во втором – признаковое пространство, в котором определено множество X. Сразу отметим, что в первом 
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случае решение полностью соответствует схеме, приведенной на рис. 1, б. Во втором случае требуется 
незначительное уточнение схемы, которое представлено на рис. 2. Стоит упомянуть, что само по себе 
структурирование информации играет несущественную роль, обычно оно осуществляется для дости-
жения одной из следующих целей. Первая цель – это уменьшение сложности решения исходной задачи 
через ее разбиение на подзадачи. Такое разбиение обычно называется декомпозицией. Вторая цель, 
которая здесь также достижима, – это синтез алгоритма как результат комбинирования алгоритмов, ре-
шающих отдельные подзадачи в рамках построенной структуры. Эти подзадачи двойственны и могут 
рассматриваться в рамках единой методологии. Ниже приводится интерпретация результатов в контексте 
достижения второй цели. 

Синтез алгоритмов на основе структурирования выборок. Полное описание результатов, пред-
ставленных далее, можно найти в работе [13]. Отметим только, что там рассмотрение ведется исходя из 
достижения первой цели, т. е. речь идет о декомпозиции задачи распознавания. Пусть задана некоторая 
задача Z X XS C� � �0 0

, . Предположим, что выборки XS
0  и XC

0 можно разбить на конечное число t ∈  под-

множеств: X X XS S S
t0 0 1 0� �� �, ,

, ,  и X X XC C C
t0 0 1 0� �� �, ,

, , . Допустим, что между этими выборками можно 
установить соответствие, которое представим в виде матрицы

X X

X X X X

X X X

C C
t

S C S C
t

S
t

C S

0 1 0

0 1 0 1 0 1 0

0 0 1 0

, ,

, , , ,

, ,

, ,

,

�

�

� � �

�

� � � �

� � ,, ,

,

,,

.

t
C
t

S

S
tX

X

X0

0 1

0� �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

Каждый элемент данной матрицы, соответствующий некоторым столбцу XC
j0,  и строке XS

i0,
, можно 

рассматривать как подзадачу Z X Xij S
i

C
j� � �0 0, ,

, . Полное описание всего множества таких задач полу
чается в том случае, если имеется набор подзадач Zii, i l� �� �1, , . По нему же восстанавливается ис-
ходная задача Z. Таким образом, при описании свойств, которыми должно обладать разбиение, можно 
ограничиться свойствами набора из t подзадач. Показано, что при выполнении условий X XS

i
S
j0 0, ,

,� � �  
X X i jC

i
C
j0 0, ,� � �� �  для большинства известных моделей распознавания решения подзадач Zii соот-

ветствующими алгоритмами Ai совпадут с решением задачи Z алгоритмом A A At� ���1  (символ ⊕ 
обозначает операцию прямого суммирования), при этом существует условие, которому каждый алго-
ритм Ai должен удовлетворять на подзадачах Zui при u ≠ i, и оно является необходимым и достаточным.

Условия, о которых идет речь выше, хотя и просты, но не очень конструктивны, так как в большей 
степени носят существовательный характер. По  этой причине проверить их выполнение на практи-
ке непросто. Чтобы избежать подобных затруднений, определены еще два достаточных условия, при 
выполнении которых на наборе задач искомый алгоритм может быть получен также прямым сум
мированием алгоритмов Ai. Для формулировки первого условия введем понятие линейной оболочки 
l X XS

i
C
i0 0, ,


� � в  пространстве  X. Оказывается, если подзадачи Z i lii , , , ,� �� �1  удовлетворяют ус-

ловию � � �� �i j t, , , ,1  l X X l X XS
i

C
i

S
j

C
j0 0 0 0, , , ,

 
� � � � � �� при i ≠  j, то результат будет аналогичен 

сформулированному выше в тех же самых моделях и с теми же последствиями для синтеза алгоритмов. 
Для определения второго достаточного условия введем понятие характеристического вектора. Пусть 
Ri ⊂  ( , , ),i n� �� �1  R Rn

n
1��� �  . Отображение � � �R R R R nn n

x x x
1 1 1, ,

, , ,�� � � � � � � � � �� �  определенное 

для всех x x xn
n� �� ��1, ,   на основании правила � �R i R ii i

x x R x x R� � � �� � � � � � �� �1 0, , , назовем ха-
рактеристическим вектором. По аналогии с линейной оболочкой можно определить характеристиче-
скую оболочку: � R R S

i
C
i

i n
X X

, ,

, ,
.�� � � �0 0



 В этом случае легко доказать, что если для всех подзадач вы-

полняется условие � � �� �i j t, , , ,1  � �R R S
i

C
i

R R S
j

C
j

n n
X X X X

1 1

0 0 0 0

, ,

, ,

, ,

, ,

�� � �� �� � � � � ��
 

 при i ≠  j, то 
результат снова будет аналогичен сформулированному выше.

Таким образом, для реализации алгоритмов по варианту 2 потребуется построить совокупность под-
задач Zii, i l� �� �1, , , проверить выполнение одного из трех условий (указанных выше), а затем синтези
ровать алгоритм в виде A A At� ���

1
. При выполнении всех условий решение (и даже корректность) 

сохраняется. Но во всех случаях алгоритмы остаются эвристическими.
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Синтез алгоритмов на основе структурирования признакового пространства. Необходимость 
в подобных алгоритмах часто возникает при решении задач медицинской диагностики [14]. Для таких 
задач часть информации о диагнозе, как правило, берется из литературы в виде логических построений 
(правил), а часть информации – из личного опыта врача. В последнем случае информация обычно не 
формализована и может быть представлена в виде примеров 
(прецедентов). Таким образом, имеем дело с вариантом 2. Для 
установления диагноза, когда информация представлена по 
правилам, используется алгоритм A1. Традиционно в качестве 
такого алгоритма применяется метод (алгоритм) резолюций Ро-
бинсона, который реализует логический вывод. В свою очередь, 
для диагностики по примерам целесообразно использовать под-
ходящий алгоритм распознавания A2. Но здесь могут возник-
нуть проблемы. Для одного и того же пациента алгоритм A1 
по части описания, соответствующей логической информации, 
может предложить одно решение, а алгоритм A2 по другой части 
описания может предложить иное решение. Возникает вопрос, 
нельзя ли объединить решения A x1� � и A x2 � �, чтобы получить 
интегрированный результат A x

0 � �.
Предлагаемый подход к решению указанной проблемы ос-

нован на модификации двухуровневой модели в варианте 2. 
Схематично это решение представлено на рис. 2. 

Возможность такого объединения информации возникает по причине того, что в предметной области 
часто можно выполнить бинеаризацию признакового пространства. В данном случае правила пред-
ставляются в виде формул алгебры логики, а прецедентная информация рассматривается как векторы 
в пространстве 2

n (n ∈ ). По этой причине предлагается вначале построить специальный алгоритм 
распознавания, ориентированный на работу в таком пространстве. Для его построения можно использо-
вать меру прецедентности � : , 2 2 1 1

n n� � �� � как функцию, удовлетворяющую следующим условиям: 

� �

� � � � �

� � � � �
� � �

x x

x x x x

x x x x

x x x

n
1 2 2

1 2 1 2

1 2 2 1

1 2 1

1

,

, ,

, , ,

, ,


�

� �

� � xx2 0� � �

�

�
�

�
�

,

где x2 – логическое отрицание объекта x2. Введем обозначения I n� �� �def
1, , ,  L l� �� �def

1, ,  и некоторую 
матрицу aij ∈

ln. Будем полагать, что элементы данной матрицы удовлетворяют следующим усло-
виям: � � � ��i j a i aij ij

j
, , ; , .0 0  И наконец, так как речь идет о задаче распознавания, будем считать, 

что заданы все ее компоненты в виде выборок X X XS C
0 0 0
, , . В результате проведенных рассуждений 

алгоритм A2 можно рассматривать как отображение � �x X , A x X P x P xS
A

l
A

: , ,� � � � � � �� �0

1  и описать 
в виде последовательности следующих шагов.

Шаг 1. Фиксируем некоторый объект x ∈ X.
Шаг 2. Для каждого i ∈ L и для всех x Xv S i∈ ,

0  вычисляем

� x x a av
j

n

ij
j

n
u

ij, ,� � �
�

�
��

�

�
�� � �� � �

�

�
��

�

�
��

�

�

�
� �
1

1

1

1

где

u � ��
�

1

2

,

,

если xj ≠ xvj,
если иначе.

Шаг 3. Если все x Xv S i∈ ,

0  исчерпаны, то вычисляем 

P x x xi
A

x X
v

v S i

� � � � �� �
� ,

max , .
0

�

Если номера классов i ∈ L не исчерпаны, то выбираем очередной класс i ∈ L и возвращаемся к шагу 2. 
В противном случае алгоритм заканчивает работу.

Рис. 2. Схема для задачи  
со структуризацией признакового пространства

Fig. 2. Scheme for a problem  
with structuring feature space
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Нетрудно заметить, что описанный алгоритм A однозначно связан с параметрами aij , выбор и спо-
соб подсчета которых определяется в основном внеалгоритмическими соображениями: выбором прост
ранства описания объектов из множества X, желанием придать числам aij ∈  и величинам P xi

A � � не-
которую содержательную интерпретацию, способом формализации понятия прецедентности объектов 
и т. п. Для лучшего понимания задачи и анализа исходной информации величины P xi

A � � желательно 
интерпретировать в терминах предметной области, поэтому выбор и способ подсчета параметров aij  
имеют существенное значение. Хотя стоит заметить, что работа алгоритма A от этого зависит несильно. 
К примеру, их значения можно положить равными единице, что для задачи распознавания непринци-
пиально.

Опишем одну из возможных схем определения параметров aij .
Шаг 1. Фиксируем номер класса i ∈ L.
Шаг 2. Для всех признаков j n� �� �1, ,  вычисляем

b m xij i
x X

vj
v S i

� � �
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
�1

0
,

,

где xvj – значение признака  j в векторе x Xv S i∈ , .
0

Шаг 3. Выполняем шаги 1 и 2 до тех пор, пока все номера классов и все признаки в каждом классе 
не будут исчерпаны. Затем переходим к шагу 4.

Шаг 4. Для всех признаков  j ∈ I и классов i ∈ L вычисляем

b l b a b bj
i

l

ij ij ij j� � �
�

�
��

�

�
�� � ��

�
�1

1

, .

Отметим, что введение такого алгоритма A2 позволило получить лишь часть решения. Для получе-
ния решения на всем объеме информации предлагается информацию из правил преобразовать к объект
ному представлению. Нетрудно показать, что в этом случае применимым является алгоритм A2, при 
этом результаты его использования совпадают с результатами применения алгоритма резолюций к ис-
ходному множеству правил. Предлагается также провести процедуру нормализации, в ходе которой по-
лученное множество объектов объединяется с выборкой X  0 ( ).XS

0  Для объединенной выборки доказано, 
что нормализация не меняет результатов, которые могли быть получены в случае обратного перехода 
к исходной информации алгоритмами A x1� � и A x

2 � �.
В данном случае синтез заключается в доопределении алгоритма A2 на множество объектов, полу-

ченных в ходе нормализации. С использованием построенной схемы были проведены тесты для данных, 
содержащихся в различных репозитариях машинного обучения. Кроме того, успешно решены практи-
ческие задачи из области ортопедии и спортивной травматологии. 

Заключение
В работе рассмотрен специальный класс задач принятия решений прецедентного типа, для реше-

ния которых, как правило, применяются эвристические алгоритмы. Показано, что данный класс задач 
сводится к стандартной задаче распознавания образов с обучением. Это позволяет вместо эвристиче-
ских алгоритмов использовать многоуровневые модели, которые дают возможность повысить точность 
решения, а в некоторых случаях обосновать его правильность. Приведен анализ различных вариантов 
построения многоуровневых моделей. 
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