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УДК 517.925.7

О МЕРОМОРФНЫХ РЕШЕНИЯХ УРАВНЕНИЙ,  
СВЯЗАННЫХ С НЕСТАЦИОНАРНОЙ ИЕРАРХИЕЙ  

ВТОРОГО УРАВНЕНИЯ ПЕНЛЕВЕ

Е. В. ГРОМАК 
1), В. И. ГРОМАК 

1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Рассматривается нестационарная иерархия второго уравнения Пенлеве, которая представляет собой последо-
вательность полиномиальных обыкновенных дифференциальных уравнений четного порядка, имеющих единую 
дифференциально-алгебраическую структуру, определяемую оператором LN. Первый член этой иерархии при N = 1 
есть второе уравнение Пенлеве, а последующие уравнения порядка 2N содержат произвольные параметры. Их также 
называют обобщенными высшими аналогами второго уравнения Пенлеве порядка 2N. С данной иерархией связаны 
иерархии первого уравнения Пенлеве и уравнения P34 из классификационного списка канонических уравнений 
Пенлеве. Кроме того, рассматривается линейное уравнение второго порядка, коэффициенты которого определяются 
решениями уравнений нестационарной иерархии второго уравнения Пенлеве и уравнения P34. С использованием 
метода Фробениуса получены достаточные условия мероморфности общего решения линейных уравнений второго 
порядка с коэффициентами, определяемыми решениями первых трех уравнений нестационарной иерархии вто-
рого уравнения Пенлеве и уравнения P34. Также получены достаточные условия рациональности общего решения 
линейных уравнений второго порядка с коэффициентами, определяемыми рациональными решениями уравнений 
нестационарной иерархии второго уравнения Пенлеве и уравнения P34.

Ключевые слова: уравнения Пенлеве; иерархия второго уравнения Пенлеве; мероморфные решения.

ON MEROMORPHIC SOLUTIONS OF THE EQUATIONS  
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E. V. GROMAK a, V. I. GROMAK a

aBelarusian State University, 4 Niezaliezhnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus
Corresponding author: E. V. Gromak (lenagromak@tut.by)

The non-stationary hierarchy of the second Painlevé equation is herein considered. It is a sequence of polynomial ordi-
nary differential equations of even order with a single differential-algebraic structure determined by the operator LN. The 
first member of this hierarchy for N = 1 is the second Painlevé equation, and the subsequent equations of 2N order contain 
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arbitrary parameters. They are also named generalised higher analogues of the second Painlevé equation of 2N order. 
The hierarchies of the first Painlevé equation and the equation P34 from the classification list of canonical Painlevé equa-
tions are also associated with this hierarchy. In this paper, we also consider a second order linear equation the coefficients 
of which are determined by solutions of the hierarchy of the second Painlevé equation and the equation P34. Using the 
Frobenius method, we obtain sufficient conditions for the meromorphicity of the general solution of second-order linear 
equations with the coefficients defined by the solutions of the first three equations of the non-stationary hierarchy of the 
second Painlevé equation and the equation P34. We also find sufficient conditions for the rationality of the general solution 
of second-order linear equations with coefficients determined by rational solutions of the equations of the non-stationary 
hierarchy of the second Painlevé equation and the equation P34.

Keywords: Painlevé equations; the hierarchy of the second Painlevé equation; meromorphic solutions.

Введение
Известно, что канонические уравнения Пенлеве P P1 6�� �, которые являются решением классифика-

ционной проблемы относительно свойства Пенлеве для обыкновенных дифференциальных уравнений 
второго порядка, в общем случае определяют новые трансцендентные функции, имеющие приложения 
как в различных математических задачах, так и в вопросах физики и математической физики [1– 4]. 
В связи с этим существует интерес к изучению иерархий уравнений Пенлеве, которые представляют со-
бой бесконечные последовательности нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений, имею
щих единую дифференциально-алгебраическую структуру, при этом первыми членами таких иерархий 
являются уравнения Пенлеве [5–9]. Уравнения иерархий, как и сами уравнения Пенлеве, при специаль-
ных значениях параметров имеют специальные классы решений, выражающиеся через классические 
трансцендентные функции, а также алгебраические или даже рациональные решения.

Известно, что общее решение линейного уравнения �� � � � �� � �u q z u� � 0  (уравнение Ламе), где 
� � � �� �n n 1 , n ∈ , q z� � – двоякопериодическая эллиптическая функция Вейерштрасса с периодами � �, � 
и двукратными полюсами в точках m m m m� �� � � � �, , ,  а µ – произвольная постоянная, представляет 
собой мероморфную функцию [10, с. 150]. 

В настоящей работе найдем достаточные условия на постоянные параметры A, B, C, µ линейного 
уравнения 
	 �� � � � � �� � �u Aw Bw Cw u2

0� , 	 (1)

где w z� � – фиксированное решение нелинейного уравнения нестационарной иерархии второго уравнения 
Пенлеве, при выполнении которых общее решение уравнения (1) мероморфно или даже рационально.

Иерархия второго уравнения Пенлеве
Нестационарная иерархия второго уравнения Пенлеве имеет вид 

	  P D w L w w zw D d
dz

NN
N2

2 2
2 0 1 2

� � �� � � ��� �� � � � �� � � �� � � �: , , , , ,� 	 (2)

где оператор LN  определяется рекуррентным соотношением [11] 

	 DL u D u D u L u L u u u u z NN N z N
  

� � � � � �� � �� � � � � � � � � � � �1

3

14 2 1 2� , , , , , , 	 (3)

здесь βN – параметр. Тогда для N = 1, 2, 3 последовательно получаем первые три уравнения иерархии 
P N
2

2� �
:

	 P w w zw2

3
2: ,�� � � � � 	 (4)

	 P w w w w w w w w zw2

4 4 2 2 5

1

3
10 10 6 2

� � � � � �� � �� � � � �� �� � � �: ,� � 	 (5)

	
P w w s w w w w w s w w2

6 6 2

1

4 4

1

2 2
: 2 5 7 70 10 42

� � � � � �� �� �� � � �� � �� � � ��� � � 556

70 2 70 6

3

4

1 2

2 3

2

2 5

1

�� � �
� � � �� �� � �� � � �� �� � � �

� �

� �

w w

w s s w w w s w w s 220
7w zw� � �,

	
(6)

где s1 = β1 + β2, s2 = β1β2.
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Иерархию P N
2

2� � также называют обобщенной (или нестационарной) иерархией второго уравнения 
Пенлеве P2 (см., например, [7–9; 12; 13]), поскольку первое уравнение этой иерархии, равно как и первое 
уравнение иерархии P N

2

2� �
, которая впервые приведена в работе [14] и может быть получена из иерархии 

P N
2

2� � при β =  0 (здесь и далее � � � �� �� ��1 2 1, , , ),n  есть второе уравнение Пенлеве, а последующие 
уравнения обобщают соответствующие уравнения иерархии P N

2

2� �
. Заметим, что уравнение P N

2
2� � имеет 

порядок 2N, где N определяет номер оператора LN  и номер уравнения иерархии. Аналитические свойст
ва решений второго уравнения Пенлеве, т. е. случай N = 1, рассмотрены, например, в работах [2; 15], 
а свойства второго члена иерархии, т. е. случай N = 2, – в статьях [16–19].

С иерархией (2), (3), которая является редукцией иерархий KdV и mKdV [14], связаны другие иерар-
хии обыкновенных дифференциальных уравнений. Действительно, введем функции

	 q z w z w z q z L q z zN
N� � � �� � � � � � �� � � � ��� �� �

� �
: , : .

2

2
�  	 (7)

Тогда уравнение (2) можно записать как D w N�� � � �� �
2

1

2
� � , а также представить в виде эквивалент-

ной системы

	 � � � � �� � � �� � � �w q w wN N2
2 0, ,� � � 	 (8)

где � �N N q z D� � � �� � �� � � � �� �� � �� �, , .� �
1

2
 Функция q z� � при этом удовлетворяет уравнению

	 P qN
34

2

2 2

2
2

2
0

� � �� �
�� �

� � �: .�
�
�

�
�
� 	 (9)

Уравнение (9) определяет обобщенную иерархию уравнения P34 [20], так как в случае N = 1 функция 
� q z� �� � из формулы (7) имеет вид �1

2
z q z� � � � , а уравнение (9) сводится к уравнению

	 ���
� � � �� �� � � �

�
q

q zq z q q q

z q

4 4
1

4

2

3 2 2 2 2�
, 	 (10)

которое калибровочным преобразованием q q z� ��
2

 приводится к виду

�� �
�� �

� � �q
q
q

zq q
q

2

2

2
2

1

2
� .

Это уравнение обладает свойством Пенлеве и имеет порядок 34 из классификационного списка Пен
леве [1, с. 456].

В случае N = 2 функция � q z� �� � имеет вид �2
2

13
2

z q q q z� � � �� � � �� , а уравнение относительно 
q z� � сводится к уравнению

	 q q q q q4 2

2

2

2

2

1

2

2
2

2 6 6
2

� � �
�� �

� � �� � � �� �� � ��
�

�
�

� �
. 	 (11)

В случае N = 3 функция � q z� �� � имеет вид 

�3
4 3 2

1

2

210 3 5 10
2

z q q q q s q q s q z� � � � � � ��� � � �� � � � ��� � �� �
,

а уравнение относительно q z� � сводится к уравнению

	
q q q s q q qs s q q6 3

2

3

3 1

2 2

1 2
2

2 60 6 30 6 20
� � �

�� �
� � �� � �� � � � �� � �� � ��

�
�

� �� � �

� � � �� � �� � � �

2

3

1

4
2

3

30 10
2

q q q s q �
�
,

	

(12)

где s1 = β1 + β2, s2 = β1β2.
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В уравнении (9) предполагаем, что � q� � � 0. В противном случае имеем уравнение

	  P q L q z zN
N1

2 2

2
0

�� � � � � � ��� �� � �: ,� 	 (13)

которое определяет обобщенную иерархию первого уравнения Пенлеве. В силу системы (8), если q q z� � � 
есть решение уравнения P N

1

2 2�� �
, то функция w z� �, определяемая из уравнения Риккати w′ – w2 = q, яв-

ляется решением уравнения P N
2

2� � при � � 1
2
.

При N = 1 в формуле (13) уравнение � � �w w z2

2
 определяет однопараметрическое семейство реше-

ний второго уравнения Пенлеве (4) при � � 1
2
, которые выражаются через функции Эйри и их произ-

водные.
При N = 2 уравнение (13) определяет первое уравнение Пенлеве �� � � �q q q z

3
2

2

1
� .

Хорошо известно, что решения уравнений P1 и P2 являются мероморфными функциями [21]. Дока-
зательство аналогичного свойства мероморфного продолжения (СМП) для уравнений иерархий P N

1

2 2�� � 
и  P N

2

2� �
, т. е. доказательство того, что любое локальное голоморфное решение произвольного уравнения 

этих иерархий допускает аналитическое продолжение до функции, мероморфной на всей комплексной 
плоскости, приведено в  работах  [22;  23]. Заметим также, что решения соответствующих уравнений 
иерархий P N

2
2� � и  P N

34

2� � связаны бирациональными соотношениями (7) и (8). Следовательно, решения 
w z q zN N� � � �� � � �,  уравнений этих иерархий мероморфны или рациональны одновременно (см. [20, лем-
ма 1]). Это означает, что уравнения иерархии P N

34

2� � также обладают СМП.
Прежде всего рассмотрим некоторые свойства уравнений иерархии P N

2

2� �
, которые непосредственно 

следуют из определения оператора  LN .
Порядок подвижных полюсов решений такой же, как и для решений уравнения P N

2
2� � (т. е. первый 

порядок), причем
	 w z c

z z c z zj
j

j
� � � � � �� �

�

�

�
0

0

1

, 	 (14)

где c N� � � �� �1 2, , , .  В силу совпадения доминантных членов уравнения P N
2

2� � и  P N
2

2� � имеют одина-
ковые резонансные полиномы, которые можно выписать в явной форме. Эти полиномы определяют но-
мера коэффициентов разложения (14), являющиеся произвольными. Также решения уравнения P N

2

2� �
, как 

и решения уравнения P N
2

2� �
, обладают свойством нечетности относительно параметра α, т. е. уравнение 

P N
2

2� � инвариантно относительно дискретной симметрии S w z w z: , , , , .� � � �� �� � �� �
Для решений уравнения P N

2
2� � бесконечно удаленная точка может быть точкой голоморфности, при 

этом для рациональных решений бесконечно удаленная точка является точкой голоморфности с разло
жением

w z z O
z

� � � � � �
�
�

�
�
�

� 1

2
.

Нетрудно привести пример значений параметров и решений уравнений иерархии P N
2

2� �
, для которых 

уравнение (1) как имеет, так и не имеет СМП. 

В частности, для параметров A B C� � � �
1

4
0, �  и решения произвольного уравнения иерархии (2) 

w z=
1
, α = –1 (см. [11, лемма 2]) уравнение �� � �u

z
u1

4
0

2
 не обладает СМП, поскольку общее решение 

имеет вид u z C C z� � � �� �1 2 Log , тогда как в случае –A = C = 1, B = µ = 0 уравнение �� � �u
z
u2 0

2
 с об-

щим решением u = C1z
2 + C2 z

–1 обладает СМП.
Для получения условий наличия СМП для уравнения (1) достаточно, чтобы оно имело только ре-

гулярные особые точки в комплексной плоскости (для решений уравнений иерархий P N
2

2� � это выпол
няется), а показатели, относящиеся к данным особым точкам, были целыми, причем разложения решений 
в окрестностях особых точек не должны содержать логарифмических членов, т. е., по сути, в окрестности 
произвольной регулярной особой точки должна существовать мероморфная фундаментальная система 
решений (ФСР).



23

Дифференциальные уравнения и оптимальное управление 
Differential Equations and Optimal Control 

Второе уравнение Пенлеве (4) и линейное уравнение (1)
Произвольное решение уравнения (4) в окрестности подвижного полюса z = z0 в зависимости от вы-

бора ε (ε2 = 1) имеет одно из двух разложений:

	 w z
t

z t t ht z t O t� � � � �
�

� �
�

� � ��
�

� � � �1

6 4

3

72
0

2 3

0

4 5
, 	 (15)

где z – z0 = t, а h – произвольная постоянная. Разложение (15), по сути, определяет локальное общее 
решение уравнения (4) в окрестности особой точки z0. Для особой точки z0 определяющее уравнение 
записывается в виде
	 � � ��� � � �1 0, 	 (16)
где λ = A – εC, и при
	 � �� � � � �� � � �A C m m m1 , ,� 	 (17)
имеет целые корни ρ1 = m + 1, ρ2 = –m, при этом m зависит от выбора ε и от выбора особой точки z0. 
В соответствии с методом Фробениуса для старшего показателя ρ1 = m + 1 имеем голоморфное в окрест
ности особой точки z0 решение

	 u z t a t a t a t a t O t t z zm
1

1

1 2

2

3

3

4

4 5

01� � � � � � � � � �� � � ��
, . 	 (18)

Второе решение, линейно независимое с  решением u z1� �, можно построить по формуле u z u z u z dz
z

2 1 1

2� � � � � � ��� .

u z u z u z dz
z

2 1 1

2� � � � � � ��� . Решение u z2 � � не содержит ln ,z z�� �0  если вычет R m u zm z z
� � � � �

�

�
: res

0

1

2  равен нулю. 
Это условие вместе с условием целостности показателей ρ1 и ρ2 является достаточным для мероморф-
ности общего решения уравнения (1) в окрестности точки z = z0. Если данные условия выполняются 
для произвольного конечного полюса z0, то общее решение уравнения (1) глобально мероморфно, т. е. 
уравнение (1) допускает СМП. Заметим, что из формулы (18) имеем

R a R a a a am m0 2 1 2 2 31 1

3

1 2 3� � � � � � � � � �� �, ,
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(19)

Рассмотрим различные возможности для параметров A, B, C, µ. Для поставленной задачи необхо-
димо рассматривать независимо две возможности (ε = 1 и ε = –1), поскольку фундаментальная система 
должна быть мероморфной как в окрестности полюсов с вычетом 1, так и в окрестности полюсов с вы-
четом –1.

1. Пусть в формуле (17) λ = A – εC = 0, т. е. m = 0 для обоих значений ε. Тогда это условие влечет 
A = C = 0, а определяющее уравнение (16) имеет корни ρ1 = 1, ρ2 = 0. Для старшего показателя ρ1 = 1 
получаем решение (18), где m = 0,

a B a B a B B z1 2

2

3

2

0
2

2

12 144
2 8� � �

�
� � � �� �� � �

�, , ,

a B B B z4

4 2 2

0

1

2880
36 24 2 7 10� � �� � � � �� �� � �� � � � , ,

при этом R Bm 0� � � �. Следовательно, условие B = 0 вместе с условием A = C = 0 является необходимым 
и достаточным для мероморфности ФСР уравнения (1) в этом случае.

2. Пусть m ≠ 0 для некоторого выбора ε. Тогда A C m m� � � �� �� 1 , и для показателя ρ1 = m + 1 имеем 
решение (18), где

a B
m

a
B m Az mz m z

m m1 2
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, .

Тогда из формулы (19) следует: если m = 0, то R Bm 0� � � �, если же m = 1, то

R
B A B z Az

m 1
4 1 2 2

36

3

0 0� � �
� �� � �� � � � �� �� �� � � �

.

Пусть ε = 1 и A C m m m� � � � � �
1 1

2

1, .�  Для ε = –1 положим, что A C m m m� � � � � �
2 2

2

2, .�  Тогда 
корни определяющего уравнения в  обоих случаях целые. В  первом случае имеем корни ρ1 = m + 1, 
ρ2 = – m1, а во втором случае – корни ρ1 = m2 + 1, ρ2 = – m2.

Для ε = 1, вычисляя вычеты u z
1

2� � � в окрестности точки z = z0 при m1  =  0 и m1  = 1, получаем два случая:
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Для ε = –1 также имеем два случая:
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� 	 (21)

Рассматривая совместно случаи (20) и (21) и считая, что B = 0, для параметров получаем следующие 
возможности:
	 A B C m m= = = = =0 01 2( ), 	
	 A B C m m� � � � � �1 0 1 1 01 2, , ( , ), 	 (22)
	 A B C m m� � � � � � �1 0 1 0 11 2, , ( , ). 	

Таким образом, справедлива нижеприведенная лемма.
Лемма 1. Пусть w z� � есть произвольное фиксированное решение уравнения  (4) и  выполняется 

хотя бы одно из условий (22). Тогда в окрестности произвольной особой точки решения w z� � для урав­
нения (1) существует мероморфная ФСР.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В случае выполнения первого из условий (22) общее решение выписывается в яв-
ной форме и является целым. Особые точки уравнения (1) исчерпываются особыми точками решения w z� �, 
которые при выполнении второго или третьего из условий (22) могут быть лишь регулярными особыми 
точками с целыми показателями как для полюсов с вычетом 1, так и для полюсов с вычетом –1. Разложе-
ния решений ФСР в окрестности произвольной особой точки z0 не имеют ln .z z�� �0  Лемма 1 доказана.

Исключая тривиальный случай (первое из условий (22)), при выполнении второго и третьего из усло
вий (22) из уравнения (1) получаем

	 �� � � � �� � � �u w w u� � �2

2

2

2
0 1, . 	 (23)

Целью дальнейшего рассмотрения уравнений (5) и (6) является доказательство следующего утверж-
дения, которое в силу леммы 1 справедливо для уравнения (4).

Теорема 1.  Для уравнения (23), где w z� � есть произвольное фиксированное решение уравнений (4) – (6), 
общее решение мероморфно.

Уравнение P
2

4� � и линейное уравнение (23)
Решение уравнения (5) может иметь лишь простые полюсы (14) c вычетами ±1, ±2. Подставляя выраже-

ние w z c z z z z r� � � �� � � �� ��
0

1

0
�  и сравнивая коэффициенты при первой степени γ, находим уравнение 

для резонансов. Если c = ±1, то резонансы r� �� �2 1 2 5, , , . Если же c = ±2, то резонансы r� � �� �4 2 5 7, , , . 
Непосредственной подстановкой полярного разложения (14) убеждаемся, что в окрестности подвижного 
полюса z0 решение может иметь одно из следующих представлений:
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где t  =  z  –  z0, ε
2  =  1,  h1,  h2,  h3  – произвольные постоянные, а  c z h h

3
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36
�
� � � �� � � �  и  все остальные коэффициенты  cj, j ≥  6, однозначно определяются через 

h1, h2, h3 и z0;

	 w z t c t c t c t h t c t h t c tj
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где t  =  z  –  z0, ε
2  =  1,  h1,  h2  – произвольные постоянные, а  c1 1

30
�
��
, c z

3
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2
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12 600
�

�� ��
, c4

2

144
�

�� �
, 

c
6

1
5

21 600
�

�� �� � �
 и все остальные коэффициенты cj,  j ≥ 8, однозначно определяются через h1, h2 и z0.

Покажем, что для решений уравнения (5) справедлива следующая лемма.
Лемма 2. Пусть w z� � есть произвольное фиксированное решение уравнения (5). Тогда в окрест­

ности произвольной особой точки решения w z� � для уравнения (23) существует мероморфная ФСР.
Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Пусть w z� � � 0 – решение уравнения (5) с разложением (24) в окрестности 

произвольного полюса z = z0. Тогда для уравнения (1) в окрестности особой точки z0 определяющее 
уравнение принимает вид (16) и при выполнении условия (17) имеет целые корни ρ1 = m + 1, ρ2 = –m. 
Для показателя ρ1 = m + 1 получаем решение (18), где
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Обозначим вычет полюса z = z0 функции u z
1

2� � � при m = m0 через R m u zm z z m m
0 1

2

0
0
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�

�

�
res .  Тогда из 

формул (18) и (19) следует: если m = 0, то R Bm 0� � � �, если же m = 1, то R
B B

m 1
4

36

2

� � �
�� �� �

.

Пусть, как и в уравнении (23), A = –1, C = ε2, B = 0. Тогда при ε2 = ε имеем λ = –2, m = 1, ρ1 = 2, ρ2 = –1 
и Rm 1 0� � � . Если же ε2 = –ε, то λ = 0, m = 0, ρ1 = 1, ρ2 = 0, при этом Rm 0 0� � � .

Следовательно, уравнение (23) в окрестности полюсов решения w z� � уравнения (5) с разложени-
ем (24) имеет мероморфную ФСР.

2. Рассмотрим случай полюсов решения w z� � уравнения (5) с разложением (25). В этом случае опре-
деляющее уравнение для уравнения (1) принимает вид (16), где λ = 4A – 2εC, и при
	 � �� � � � �� � � �

4 2 1A C m m m, ,� 	 (26)
имеет целые корни ρ1 = m + 1, ρ2 = –m. Тогда для показателя ρ1 = m + 1 получаем решение (18), где
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Пусть, как и в уравнении (23), A = –1, C = ε2, B = 0. Тогда при ε2 = ε имеем λ = – 6, m = 2, ρ1 = 3, ρ2 = –2 
и Rm 2 0� � � . Если же ε2 = –ε, то λ = –2, m = 1, ρ1 = 2, ρ2 = –1, при этом Rm 1 0� � � .

Следовательно, уравнение (23) в окрестности полюсов решения w z� � уравнения (5) с разложением (25) 
имеет мероморфную ФСР, что и доказывает справедливость леммы 2.

Уравнение (6) и линейное уравнение (23)
Непосредственной подстановкой разложения (14) в уравнение (6) убеждаемся, что в окрестности 

подвижного полюса z = z0 решение уравнения (6) может иметь одно из следующих представлений:
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где t = z – z0, ε
2 = 1, h1, h2, h3, h4, h5 – произвольные постоянные,
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и все остальные коэффициенты cj,  j ≥ 8, однозначно определяются через h1  –  h5 и z0;
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где t = z – z0, ε
2 = 1, h1, h2, h3 – произвольные постоянные,
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и все остальные коэффициенты cj,  j ≥ 8, однозначно определяются через h1  –  h3 и z0;

	 w z t
s t c t c t t h t c tj

j

j
� � � � � � �

�
� �

�

�

�3

70

3

14 400

1
3

3

5

5 6

1

7

8

� � � �
, 	 (29)

где t = z – z0, ε
2 = 1, h1, h2 – произвольные постоянные, а c
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1. Пусть w z� � � 0 – решение уравнения (6) с разложением (27) в окрестности произвольного полюса 
z = z0. Тогда для уравнения (1) и особой точки z0 определяющее уравнение принимает вид (16) и при 
выполнении условия (17) имеет целые корни ρ1 = m + 1, ρ2 = –m. Для показателя ρ1 = m + 1 получаем 
решение (18), где
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Обозначим вычет полюса z = z0 функции u z
1

2� � � при m = m0 через R m u zm z z m m
0 1

2

0
0

� � � � �
�

�

�
res . Тогда из 

формул (18) и (19) следует: если m = 0, то R Bm 0� � � �, если же m = 1, то

R
B C A h B A C h

m 1
8 4 1 2

36

3

2 1� � �
� �� � � � �� � �� �� � � ��

.

Пусть, как и в уравнении (23), A = –1, C = ε2, B = 0. Тогда при ε2 = ε имеем λ = –2, m = 1, ρ1 = 2, ρ2 = –1 
и Rm 1 0� � � . Если же A = –1, C = –ε, B = 0, то λ = 0, m = 0, ρ1 = 1, ρ2 = 0, при этом Rm 0 0� � � .

Следовательно, уравнение (23) в окрестности полюсов решения w z� � уравнения (6) с разложением (27) 
имеет мероморфную ФСР.

2. Рассмотрим случай полюсов решения w z� �  уравнения (6) с разложением (28). В этом случае оп
ределяющее уравнение принимает вид (16), где λ = 4A – 2εC, и при выполнении условия (26) имеет 
целые корни ρ1 = m + 1, ρ2 = – m. Тогда для показателя ρ1 = m + 1 получаем решение (18), где

a B
m

a
B m m A m m h

m m1 2

2 2

1

1

4 1 1 12

4 1 3 2

2
� �

�
�
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�� � �� �
�� � �

, ,

a
m mB B A m m h

m m3

2 2
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4 3 4 3

�
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�� �� �3 2m
,

при этом
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,

225
.

Пусть, как и в уравнении (23), A = –1, C = ε2, B = 0. Тогда при ε2 = ε имеем λ = – 6, m = 2, ρ1 = 3, ρ2 = –2 
и Rm 2 0� � � . Если же ε2 = –ε, то λ = –2, m = 1, ρ1 = 2, ρ2 = –1, при этом Rm 1 0� � � .

Следовательно, уравнение (23) в окрестности полюсов решения w z� � уравнения (6) с разложени-
ем (28) имеет мероморфную ФСР.

3. Рассмотрим случай полюсов решения w z� � уравнения (6) с разложением (29). В этом случае опре-
деляющее уравнение принимает вид (16), где λ = 9A – 3εC, и при 

� �� � � � �� � � �
9 3 1A C m m m, ,�

имеет целые корни ρ1 = m + 1, ρ2 = –m. Тогда для показателя ρ1 = m + 1 получаем решение (18), где

a B
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a
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при этом R B
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3 0

0
.

Пусть, как и в уравнении (23), A = –1, C = ε2, B = 0. Тогда при ε2 = ε имеем λ = –12, m = 3, ρ1 = 4, 
ρ2 = –3 и Rm 3 0� � � . Если же ε2 = –ε, то λ = – 6, m = 2, ρ1 = 3, ρ2 = –2, при этом Rm 2 0� � � .
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Следовательно, уравнение (23) в окрестности полюсов решения w z� � уравнений (5) и (6) с возмож-
ными разложениями (24), (25) и (27) – (29) соответственно имеет мероморфную ФСР, что и доказывает 
теорему 1 для уравнений (5) и (6).

Рациональные решения уравнения (2) и линейное уравнение (23)
В этом разделе покажем, что общее решение уравнения (23) для решений уравнений иерархии (2) 

может быть рациональным.
Известно (см., например, [11]), что условие α = n ∈ Z является необходимым и достаточным условием 

существования рациональных решений w z, �� � и q z, ,� �� � уравнений иерархии (2) и (9) соответственно. 
Рациональные решения имеют структуру

	 w z n d
dz

Q z

Q z
q z nN n

N

n
N

N� � �
� �

� �
� �� � � � �

� �

�

�

�
�

�

�

�
�

��
�
�

�
, ln , , ,

1 1

2
�
��
� � � � �� �
2

2

2

d
dz

Q z nn
N

ln , ,� 	 (30)

где Q zn
N� � � � – обобщенные полиномы Яблонского – Воробьева, которые для N-го уравнения иерархии 

могут быть построены по рекуррентным соотношениям

Q z Q z z Q z Q z L d
dz

Qn
N

n
N

n
N

n
N

N�
� �

�
� � � � � �� � � � � � �� � � � �� �1 1

2 2 2

2
2 2 ln nn

N z n� � � �
�

�
�

�

�
� � �, , , , ,1 2 3

с начальными полиномами Q Q zN N
0 11
� � � �� �, .

Структура полиномов Q zn
N� � � � получена в работе [11]. В частности, справедливо соотношение (фор-

мула (48) в статье [11]; далее для упрощения записи опускаем верхний индекс, т. е. Q z Qn
N

n
� � � � � )

	 Q Q Q Q n Qn n n n n� � � �� � � � �� �1 1 1 1

2
2 1 . 	 (31)

Из формулы (31) получаем два соотношения:
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. 	 (32)

Прежде всего заметим, что уравнение (23) при µ = 0 имеет решение u z w z dz
z

1 2� � � � � �
�

�
��

�

�
���exp ,�  кото-

рое в силу формулы (30) для рационального решения w z� � записывается в виде 

u z
Q
Q
n

n
1

1

2

2

2

1� � � �
�
�

�

�
� ��
��

�, .

Второе решение уравнения (23) при µ = 0, линейно независимое с решением u z1� �, построим по формуле

	 u u dzz z u z dz
Q
Q

Q
Q

z
n

n

n

n

z

2 1 1

2 1 1

22 2
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. 	 (33)

Из формулы (33) при ε2 = 1, считая, что во втором из соотношений (32) n → n – 1, находим

u
n

Q Q
Q
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В этом случае общее решение уравнения (23) при µ = 0 и ε2 = 1 имеет вид

	 u z
C Q C Q

Q
n n

n
� � �

� �

�

1 2 2

1

. 	 (34)

Если в уравнении (23) µ = 0 и ε2 = –1, то u z
Q z
Q z
n

n
1

1� � � � �
� �

�
. Тогда в силу формулы (33) получаем
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Общее решение уравнения (23) при µ = 0 и ε2 = –1 имеет вид

	 u
C Q C Q

Q
z n n

n
� � �

�� �1 1 2 1
. 	 (35)

Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть в уравнении (23) µ = 0 и w d
dz

Q z

Q z
n
N

n
N

�
� �
� �

�
� �

� �ln
1  есть рациональное решение уравнения (2) 

при α = n ∈ Z +, где Q zn
N� � � � – полиномы Яблонского – Воробьева. Тогда общее решение уравнения (23) имеет 

вид (34) при ε2 = 1 и вид (35) при ε2 = –1.
Из бирациональной зависимости между решениями уравнений (2) и (9), определяемой соотноше

ниями (7) и (8), а также из теорем 1 и 2 следует справедливость нижеприведенного утверждения.
Теорема 3. Пусть в уравнении �� � � � �� � �u q z u� 0 функция q z� � является произвольным фиксиро­

ванным решением уравнений (10) – (12). Тогда общее решение этого уравнения мероморфно. Если же 
µ = 0 и q z� � есть рациональное решение уравнения (9), то общее решение рационально.

Заметим, что результаты настоящей работы для второго уравнения Пенлеве (2) частично получены 
в статье [24]. Некоторые результаты данного исследования анонсированы в публикации [25]. Аналогич-
ная задача для иерархии первого уравнения Пенлеве рассмотрена в работе [26].

Пример. Для уравнения (6) (N = 3) первые полиномы Яблонского – Воробьева имеют вид
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Тогда при α = 3 получаем рациональное решение
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Линейное уравнение (23) при µ = 0, w w= 3
3[ ] и ε2 = 1 и ε2 = –1 соответственно принимает вид 
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В силу теоремы 2 эти уравнения имеют общее решение u z C Q C Q
Q

� � � �1 3
3

2 1
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3

[ ] [ ]

[ ]
 и u z C Q C Q
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3

3
3

[ ] [ ]

[ ]
 

соответственно. Заметим, что в приведенных формулах s1, s2 – произвольные параметры уравнения (6), 
а C1, C2 – постоянные интегрирования. 
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