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О РЕШЕНИИ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ПУАНКАРЕ  
ДЛЯ ОБОБЩЕННЫХ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ  

В ОДНОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЯХ
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Аннотация. В односвязных областях с гладкими границами рассматривается краевая задача типа задачи Пуан-
каре для одного эллиптического дифференциального уравнения второго порядка, порождающего класс обобщенных 
гармонических функций. При достаточно общих предположениях относительно коэффициентов краевого условия 
рассмат риваемой задачи устанавливается, что ее решение сводится к последовательному решению хорошо изу-
ченных интегро-дифференциальной краевой задачи Гильберта и дифференциальной краевой задачи Гильберта 
в классах аналитических функций комплексной переменной. Кроме того, определяются необходимые и достаточные 
условия разрешимости исследуемой задачи и доказывается ее нетеровость.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение; обобщенная гармоническая функция; краевая задача Пуанкаре; 
обобщенная краевая задача Гильберта; интегральное уравнение; односвязная область.
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ON THE SOLUTION OF THE POINCARÉ BOUNDARY  
VALUE PROBLEM FOR GENERALISED HARMONIC  
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Abstract. In this paper, a boundary value problem of the Poincaré type is considered for one second-order elliptic 
differential equation, generating a class of generalised harmonic functions, in simply connected domains with smooth 
boundaries. It is established that for sufficiently general assumptions about the coefficients of the boundary value con-
dition of the considered problem, its solution reduces to the sequential solution of the well-studied integro-differential 
Hilbert boundary value problem and the differential Hilbert boundary value problem in classes of analytic functions of 
a complex variable. In addition, necessary and sufficient solvability conditions of the considered problem are obtained 
and its Noetherian pro perty is proved.

Keywords: differential equation; generalised harmonic function; Poincaré boundary value problem; generalised Hil-
bert boundary value problem; integral equation; simply connected domain.

Введение
Пусть L – простая замкнутая кривая Ляпунова, лежащая внутри единичного круга U z z

1
1

� � �� �:  
и заданная параметрическим уравнением вида z t s x s iy s� � � � � � � � �, 0 ≤ s ≤ l, где s – длина дуги [1], 
а T  + – конечная часть комплексной плоскости переменной z = x + iy, ограниченная кривой L. В облас-
ти T  + рассматривается следующее дифференциальное уравнение:
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2
; W z U x y iV x y� � � � � � � �, ,  – неизвестная функция; n – неко-

торое неотрицательное целое число.
В работах [2; 3] было установлено, что всякое регулярное решение уравнения (1) в области T  + пред-

ставляется в виде

 W z B z
zz

d z
dz

B z
zzk

n
n k k

k
k

n

k
n

k

n n

� � �
�

�

�
�

�

�
�

� �
�

�
�

�
�

�

�
�

� �

� �
� �

1 1
0 0

� �� � � �k k

k

d f z
dz

,  (2)

где B
n k

k n kk
n �

�� �
�� �

2 !

! !
, а �� �� � � �z f z,  – аналитические в области T  + функции.

Так как при n = 0 решения уравнения (1) являются комплекснозначными гармоническими функция-

ми в области T  + (т. е. регулярными решениями уравнения Лапласа 
�
� �

�� �2

0
W
z z

z
 в области T  + ), то, следуя 

работам [4; 5], в дальнейшем при n ≥ 1 решения дифференциального уравнения (1) в области T U� �� 1  
будем называть обобщенными гармоническими функциями порядка n в области T  +, а функции �� � �z  
и f z� � �, входящие в правую часть представления (2), – первой и второй аналитическими компонентами 
обобщенной гармонической функции W z� � соответственно.

Через Gn
mT H L� � �� � � � � обозначим класс обобщенных гармонических функций порядка n в облас-

ти T  +, для которых в представлении (2) аналитические компоненты �� � � � �� � � �� � � � � �z f z A T H Lm, , 
т. е. �� �� � � �z f z,  непрерывно (в смысле Гёльдера) продолжаются на кривой L вместе со своими произ-
водными до порядка m включительно.

Рассматривается следующая краевая задача: требуется найти все обобщенные гармонические функ-
ции W z� � порядка n (n ≥ 1) в области T  +, принадлежащие классу Gn

nT H L� �� �� � � � �1  и удовлетворяю-
щие на L условию
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 a t
W t

x
b t

W t
y

c t W t q t t L� � � � �
�

� � � � � �
�

� � � � � � � � �, ,  (3)

где a t b t c t q t� � � � � � � �, , ,  – заданные на кривой L комплекснозначные функции из класса H L� � (т. е. удов-
летворяющие на L условию Гёльдера).

Исходя из работы [6, с. 80], сформулированную выше задачу будем называть краевой задачей Пуан-
каре для обобщенных гармонических функций порядка n, или сокращенно задачей GPn. 

В работах авторов [1; 4; 5] были построены явные решения задачи GP1 в круге T z z rr
� � �� �: , 

0 < r < 1, при определенных предположениях относительно коэффициентов a t b t c t� � � � � �, ,  краевого ус-
ловия (3).

Настоящая статья посвящена построению общего конструктивного метода решения задачи GPn 
для обобщенных гармонических функций в произвольных односвязных областях, границами которых 
служат кривые Ляпунова, лежащие внутри единичного круга. Ради краткости изложения ограничимся 
рассмотрением предлагаемого метода решения задачи GPn для обобщенных гармонических функций 
первого порядка (т. е. при n = 1), так как распространение данного метода на случай произвольного n 
составляет лишь технические сложности (возникают более громоздкие формулы).

Решение задачи GP1

Рассмотрим случай, когда a t b t c t H L� � � � � �� � �, , ,

 a t ib t a t ib t t L� � � � � � � � � � � � �0 0, , .  (4)
Прежде чем изложить метод решения задачи GP1, напомним одно вспомогательное интегральное пред-
ставление для кусочно-аналитических функций комплексной переменной, установленное в моногра-
фии [7]. 

Пусть � � � �IndG t
2

 – индекс Коши функции G t a t ib t2 � � � � � � � � вдоль кривой L, причем в силу усло-
вий (4) имеем G t

2
0� � � . Тогда (см., например, [7, с. 354]) справедливы следующие утверждения.

Лемма 1. Если функция �� � � �� �� � � � � �z A T H L2 , G t
2

0� � � , t ∈ L, и χ < 2, то имеет место представ-
ление 

 �
�

� �
�

� � �
�

�

�

� �
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� �

�� � ��
�
�

�
�
� �� z

i G
z z d c z

L
k

k

k1

2
1

2 0

2

ln ,  (5)

где � � � � �� � � � ��� ��  – действительная функция переменной ��� �0, l , удовлетворяющая условию Гёль-
дера, c0, c1, …, c–χ + 1 – комплексные числа, а c–χ + 2 – действительное (или чисто мнимое) число, опре-

деляемые по заданной функции �� � �z  единственным образом, причем здесь под ln 1 ��
�
�

�
�
�

z
�  понимается 

ветвь, исчезающая при z = 0.
Лемма 2. Если функция �� � � �� �� � � � � �z A T H L2 , G t

2
0� � � , t ∈ L, и χ ≥ 2, то имеет место представ-

ление 

 �
�
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�
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� ��z

i G
z z d c
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1

2
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2

0
ln ,  (6)

где c0 0� � ��� ; � � � � �� � � � ��� ��  – действительная функция переменной �� � �0, l , которая удовлетво-
ряет условию Гёльдера и определяется по заданной функции �� � �z  с точностью до выражения, ли-
нейно зависящего от 2 2 1� �� � �  произвольных действительных постоянных, причем здесь также под 

ln 1 ��
�
�

�
�
�

z
�  понимается ветвь, исчезающая при z = 0.

Замечание. Отметим, что с помощью дифференцирования из формулы (5) получаются следующие 
представления:
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Аналогично из формулы (6) получаем
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Переходим непосредственно к решению задачи GP1.
Во-первых, заметим, что с учетом соотношений �

�
�
�
�

�
�
�

�
�

�
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
�x z z y

i
z z

,  краевое условие (3) 
можно переписать в следующем виде:
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Во-вторых, из представления (2) при n = 1 следует, что всякая обобщенная гармоническая функция 
W z� � из класса G

1

2T H L� � �� � � � � задается формулой
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,  z ∈ T  +, (8)

где �� �� � � �z f z,  – аналитические в области T  + функции, которые принадлежат классу A T H L� � �� � � � �2
.

С учетом представления (8) имеем
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 (9)

В силу формул (9) краевое условие (7) принимает вид
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В свою очередь, последнее равенство можно записать следующим образом:
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(10)
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где приняты обозначения

G t a t ib t G t
t a t ib t

tt
c t

G t
t

2 1

0

2

2

1

2

� � � � � � � � � � �
� � � � ��� ��
�

� � �

� � �

, ,

aa t ib t a t ib t

tt

tc t
tt

� � � � ��� �� � � � � � ��� ��
�� �

�
� �

�

2

1

2

1
2

,

M t a t ib t M t
t a t ib t

tt
c t

M t
t

2 1

0

2

2

1

2

� � � � � � � � � � �
� � � � ��� ��
�

� � �

� � �

, ,

aa t ib t a t ib t

tt

tc t
tt

� � � � ��� �� � � � � � ��� ��
�� �

�
� �

�

2

1

2

1
2

.

Теперь, переходя к комплексно-сопряженным значениям, из формулы (10) имеем
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(11)

Почленно сложив равенства (10) и (11), а затем разделив обе части полученного равенства на 2, по-
лучим
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(13)

В свою очередь, почленно вычтя из равенства (10) равенство (11), а затем разделив обе части полу-
ченного равенства на 2i, будем иметь
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(14)

Пусть, как и прежде, � � � �IndG t
2

 – индекс Коши функции G t2 � � вдоль кривой L. Предположим, что 
функция Q t� � известна. Тогда равенство (12) является дифференциальной задачей Гильберта относи-
тельно аналитической функции �� � �z  (см., например, [7, с. 357]).

Далее, следуя работе [7, с. 357], если χ < 2, то решения �� � �z  дифференциальной задачи Гильбер-
та (12) будем искать по формуле (5), а если χ ≥ 2, то решения �� � �z  данной задачи будем искать по 
формуле (6). В результате получаем выражение, которое представляет собой интегральное уравнение 
Фредгольма второго рода относительно неизвестной функции � s� �:
 K� � � � � � �

�

� �� � � � � � � � � � � � � � � �� �
�

� �

s s K s d Q s c s
L

k
k

k, Re ,2

0

2

 (15)
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где ядро K s, �� � вполне определенным образом выражается через G t
2 � �; Q s Q t s� � � � ��� ��. Отметим также, 

что, подставив в краевое условие (12) сумму c tk
k

k

�

� �

�
0

2�

 и ее производные, а затем сгруппировав члены, 

содержащие одну и ту же постоянную ck , получим функции �k s� �, k = 1, 2, …, –χ + 2.
Итак, дифференциальная краевая задача Гильберта (12) равносильна интегральному уравнению Фред-

гольма (15) в том смысле, что если �� � �z  – некоторое решение задачи Гильберта (12), то найдется функ-
ция � s� �, являющаяся решением уравнения Фредгольма (15) и связанная с �� � �z  по формуле (5) (если 
χ < 2) или формуле (6) (если χ ≥ 2).

Далее введем в рассмотрение однородное интегральное уравнение 
 �� �� � � � � � � � � � ��K � � � � � �s s K s d

L

, ,0  (16)
союзное с уравнением 
 K�� �� � �s 0.  (17)

Как известно (см., например, [7, с. 175]), для разрешимости неоднородного интегрального уравне-
ния Фредгольма (15) (а значит, и задачи Гильберта (12)) необходимо и достаточно, чтобы выполнялись 
следующие условия:
 Q d k rk

L
1

0 1 2� � � �� � � � � � �� , , , , ,  (18)
где 

 Q Q ck
k

k1

0

2

2� � � �
�

� � � � � � � �
�

� �

�Re ,  (19)

а � � � � � �
1 2� � � � � � �, , , r  – полная система линейно независимых над полем действительных чисел ре-

шений однородного интегрального уравнения (16). При выполнении условий (18) общее решение не-
однородного интегрального уравнения Фредгольма (15) задается формулой

 � � � � � �s Q s R s Q d s
L

j
j

r

j� � � � � � � � � � � � �� �
�

1 1

1

, ,  (20)

где R s, �� � – обобщенная резольвента ядра K s, �� � (см., например, [8, с. 179]); � �j
j

r

j s
�
� � �

1
 – общее ре-

шение однородного уравнения (17), т. е. здесь β1, β2, …, βr – произвольные действительные постоянные.
Наконец, подставляя функцию � s� �, задаваемую равенством (20), в правую часть формулы (5) (если 

χ < 2) или формулы (6) (если χ ≥ 2), получаем решение дифференциальной задачи Гильберта (12) в виде 
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(21)

где

R z
i

R
G

z z d
L
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2 1

1
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2
1,

,
ln ,�

�
� �
�
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� �

�� � �
�

�
�

�

�
��

кроме того, здесь учтено, что � � � � � �� � � � � �, .
1 1 1

 При χ ≥ 2 в правой части формулы (21) сумму c zk
k
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нужно заменить на число c

0
0� � ��� .  

В свою очередь, с помощью дифференцирования из формулы (21) получаем
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(23)

При χ ≥ 2 в правых частях равенств (22) и (23) суммы kc zk
k

k
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1
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 и k k c zk
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 соответственно 
будут отсутствовать.

Переходя к пределу при z → t ∈ L, с учетом формул Сохоцкого, выражений (13) и (19) из формул (21), 
(22) и (23) соответственно получаем
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где 
q t q t q t R t
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Поскольку f z A T H L� � � �� �� � � � � �2  и L является кривой Ляпунова, для граничных значений функ-
ции f z� � � и ее производных справедливы следующие формулы (см., например, [7, с. 40]):
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С помощью формул (27) несложно установить справедливость следующих равенств:
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где приняты обозначения
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причем здесь �k t, ,�� �  �k t, �� � (k = 0, 1, 2) – вполне определенные фредгольмовы ядра, так как функции 
G t

2 � �, M tk � � (k = 0, 1, 2) удовлетворяют на L условию Гёльдера, а L является кривой Ляпунова.
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С учетом равенств (28) и (29) формулу (26) можно переписать в виде
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(30)

где 
� � � �

1 2 1 2k k k k k kt t R t t t N t, , , , , , , ,� � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � �  k = 0, 1, 2.

Далее, подставив в левую часть равенства (14) вместо �� � �t , 
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где �
2k t, ,�� �  �

2k t, �� � (k = 0, 1, 2) – вполне определенные фредгольмовы ядра; �j t� � (  j = 0, 1, …, l ) – 
вполне определенные функции, принадлежащие классу H L� �, αj (  j = 0, 1, …, l ) – произвольные дейст-
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Однако представление (32) есть не что иное, как краевое условие исследованной (см., например, 
[7, с. 357]) интегро-дифференциальной задачи Гильберта относительно аналитической функции f z� � �.

Решая задачу Гильберта (32) (в случае ее разрешимости), определяем аналитическую функцию 

f z� � �. Подставляя в правую часть краевого условия (12) вместо f t� � �, d f t
dt

� � � и 
d f t

dt

2

2

� � �  граничные зна-

чения найденной функции f z� � � и ее производных и решая дифференциальную задачу Гильберта (12), 
определяем аналитическую функцию �� � �z . Наконец, подставляя значения найденных аналитических 
функций �� � �z  и f z� � � в правую часть формулы (8), получаем решение искомой задачи GP1.

Из приведенных выше рассуждений вытекает справедливость следующего основного утверждения.
Теорема 1. Пусть a t ib t a t ib t t L� � � � � � � � � � � � �0 0, , . Тогда решение граничной задачи GP1 сво-

дится к последовательному решению интегро-дифференциальной задачи Гильберта вида (32) относи-
тельно аналитической функции f z� � � и дифференциальной задачи Гильберта вида (12) относительно 
аналитической функции �� � �z . Для того чтобы граничная задача GP1 была разрешимой, необходимо 
и достаточно, чтобы одновременно были разрешимы вспомогательные задачи Гильберта (32) и (12). 

В заключение важно отметить, что при выполнении условий a t ib t a t ib t t L� � � � � � � � � � � � �0 0, , , 
дифференциальная задача Гильберта (12) и интегро-дифференциальная задача Гильберта (32) в классах 
аналитических функций являются нетеровыми (см., например, [7, с. 362]), т. е. как число p линейно не-
зависимых решений соответствующих задачам (12) и (32) однородных задач, так и число q условий раз-
решимости вспомогательных неоднородных задач являются конечными. Таким образом, в силу пред-
ставления (8) и теоремы 1 задача GP1 при выполнении условий (4) также будет нетеровой.
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