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СТаТиСТиЧЕСкая  ПРоВЕРка  ГиПоТЕЗ  о  ЗнаЧЕнияХ  ПаРаМЕТРоВ 
БиноМиаЛЬноЙ  УСЛоВно  аВТоРЕГРЕССионноЙ  МоДЕЛи  

ПРоСТРанСТВЕнно-ВРЕМЕннЫХ  ДаннЫХ

М. К. ЖУРАК 1), Ю. С. ХАРИН 1)

1)Учреждение БГУ «Научно-исследовательский институт прикладных  
проблем математики и информатики», пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Республика Беларусь

Построена новая, биномиальная условно авторегрессионная модель пространственно-временных данных, 
которая является многомерной неоднородной марковской цепью с конечным пространством состояний. Исполь-
зован метод максимального правдоподобия для статистического оценивания параметров модели. Доказано, что 
построенные оценки являются состоятельными и асимптотически нормально распределенными. Вычислена ин-
формационная матрица Фишера, которая имеет блочно-диагональный вид и является невырожденной. Результаты 
анализа асимптотических свойств оценок максимального правдоподобия использованы при построении статис-
тики для статистической проверки гипотез о значениях параметров биномиальной условно авторегрессионной 
модели. Построено решающее правило для статистической проверки гипотез и получено асимптотическое вы-
ражение мощности теста для семейства контигуальных альтернатив. Проведены компьютерные эксперименты 
на модельных данных для анализа эффективности построенного решающего правила. Представлены графики 
зависимостей экспериментальных и теоретических оценок вероятности ошибки первого рода и мощности теста 
от длительности наблюдений, иллюстрирующие согласие теоретических и экспериментальных результатов.

Ключевые слова: пространственно-временные данные; векторная цепь Маркова; оценки максимального правдо-
подобия; проверка гипотез.
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This paper is devoted to new binomial conditional autoregressive model of spatio-temporal data. This model is multi-
dimensional non-homogeneous Markov chain with a finite state space. We use the maximum likelihood method for sta-
tistical estimation of the model parameters. We show that these estimators are consistent and asymptotically normally 
distributed. Fisher information matrix is calculated; it takes block-diagonal form and is nonsingular. The results of the 
analysis of the asymptotic properties of the maximum likelihood estimators are used to construct a statistic for statistical 
testing of hypotheses about the values of the parameters of the binomial conditional autoregressive model. Decision rule 
for statistical hypotheses testing is built and an asymptotic expression of the power of the test is obtained for a family of 
contiguous alternatives. Experiments have been conducted on simulated data to evaluate performance of the constructed 
decision rule. Plots of experimental and theoretical estimates of the first type error probability and power of the test in 
dependence on the length of the observation period are presented, they illustrate adequacy of theoretical and experimental 
results.

Key words: spatio-temporal data; vector Markov chain; maximum likelihood estimator; statistical hypotheses testing.

введение
Моделирование и анализ пространственно-временных данных являются актуальной теоретической 

и прикладной задачей [1– 6]. Байесовская пространственно-временная модель применялась для анализа 
случаев заболевания раком [1]. Байесовская пространственно-временная геостатическая модель [2] ис-
пользовалась для решения задач при большом объеме данных. В [3] решается задача предсказания ско-
рости ветра на основе пространственно-временных данных. Пуассоновская авторегрессионная модель, 
которая была применена для анализа финансовых данных фондовых операций, изучена в [4].

В [5] разработана биномиальная условно авторегрессионная модель пространственно-временных дан-
ных и предложен алгоритм вычисления оценок максимального правдоподобия (ОМП). Результаты тео-
ретического анализа свойств построенных ОМП представлены в [6]. В настоящей статье развиваются  
исследования [5; 6] и решается задача статистической проверки гипотез о параметрах биномиальной ус-
ловно авторегрессионной модели на основе наблюдаемых пространственно-временных данных.

биномиальная условно авторегрессионная модель 
Введем обозначения: Ω, , P( ) – основное вероятностное пространство; N – множество натуральных 

чисел; Z – множество целых чисел; R – множество действительных чисел; s S n∈ = …{ }1 2, , ,  – ин-
дексная переменная, кодирующая пространственные координаты географических регионов (далее бу-
дем называть их сайтами), на которые разбита изучаемая пространственная облаcть; n – число сайтов; 
t ∈ Z  –  дискретное время; x A Ns t, , , ,∈ = …{ }0 1  – дискретная случайная величина наблюдения в момент 
времени t в сайте s, принимающая значения из множества A; F x u S t Ft u< = ∈ ≤ −{ } ⊂s tt, : , 1  – s-ал-

гебра, порожденная указанными в скобках случайными величинами; z j mj t, , , , ,∈ = …R1 1  – наблюдае-
мый (известный) набор значений m внешних факторов в момент времени t; L x{ } – закон распределения 
вероятностей случайной величины x; E D cov⋅{ } ⋅{ } ⋅{ }, ,  – символы математического ожидания, диспер-
сии, ковариации случайных величин соответственно; Bi ⋅( ); ,N p  – биномиальный закон распределения 
вероятностей с параметрами N ∈ N, 0 ≤ p ≤ 1 для случайной величины x:

 P x x={ } = ( ) = −( ) ∈ { } = ⋅( )−l l N p C p p l A L N pN
l l N lBi Bi; , :: , , ; , ,1  (1)

где C N N l lN
l = −( )( )! ! !/ .
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Определим биномиальную условно авторегрессионную модель пространственно-временных дан-
ных, следуя [5]. Предполагается, что при фиксированной предыстории F x s S tt s< = ∈ ≤ −{ }, : ,t t 1  
случайные величины x1, t , x2, t , …, xn, t  условно независимы и имеют биномиальный закон распределе-
ния вероятностей (1):
 L x F N ps t t s t, ,; , ,<{ } = ⋅( )Bi  (2)

причем параметр ps, t  удовлетворяет соотношению

 ln , , ,,

,
, , , ,

p
p

a x b z s S ts t

s t
s i i t

i

n

j

m

s j j t1 1
1 1−

= + ∈ ∈−
= =
∑ ∑ Z  (3)

где a a as s s n
n= …( )′ ∈, ,, , ;1 R  b b bs s s m

m= …( )′ ∈, ,, , ;1 R  qs s s
n ma b= ′ ′( )′ ∈ +, ;R  s ∈ S; q q q= ′ … ′( )′ ∈ +( )

1, , n
n n mR 

q q q= ′ … ′( )′ ∈ +( )
1, , n

n n mR  – составной вектор-столбец параметров модели; штрих обозначает транспонирование. 
Справедливо следующее выражение для вычисления вероятности ps, t , вытекающее из (3):

 p p X Z Y Y s S ts t s t t s t s t, , :: exp exp , , ,= ( ) = ′( ) + ′( )( ) ∈ ∈−
−

1
1

1q q Z  (4)

где Z z z z Rt t t m t
m= …( )′ ∈1 2, , ,, , ,  – вектор-столбец, задающий значения m внешних факторов в момент 

времени t; X x x At t n t
n= …( )′ ∈1, ,, ,  – вектор-столбец, задающий временной срез исследуемого явления 

по всем n сайтам в момент времени t ∈ Z; Y X Zt t t
n m= ′ ′( )′ ∈−

+
1, R  – составной вектор-столбец «предоп-

ределенных» переменных в (4). Обозначим: L l l l A jj j n j
n n= = …( )′ ∈ = …








1 1 2, ,, , : , , , n  – лексикогра-

фически упорядоченное множество n = +( )N n1  всевозможных значений, которые принимает вектор 
X Lt : .= n

теорема 1 [5]. Если имеет место модель (2), (3), то наблюдаемый векторный временной ряд Xt 
является конечной неоднородной n-мерной векторной цепью Маркова с конечным пространством 
состояний L и матрицей вероятностей одношаговых переходов Q Q t q tI J= ( ) = ( )( ) ∈[ ] ×q q n n, , ,, 0 1 ,  
I I J J Ls s= ( ) = ( ) ∈, :

 q q t C a I b Z a I b ZI J I J N
J

s s t

J

s s t
s

s

, , , :: exp exp= ( ) = ′ +( )( ) + ′ + ′− −q 1 11 (( )( ) ∈
−

=
∏

N

s

n

t
1

, Z.  (5)

В условиях теоремы 1, если вектор внешних факторов не зависит от t, матрица вероятностей одно-
шаговых переходов (5) также не зависит от t и цепь Маркова является однородной.

Оценки максимального правдоподобия параметров модели  
и их асимптотические свойства

Примем обозначения: q q q= ′ … ′( )′ ∈ +( )
1, , n

n n mR  – составной вектор n n m+( ) параметров, подлежа-
щих оцениванию; Om

m∈ R  –  m-нулевой вектор-столбец.
В рамках модели (2), (3) логарифмическая функция правдоподобия для n × T пространственно-

временных наблюдений x s S t Ts t, : , , , , ,∈ = …{ }1 2  где T – длительность наблюдения, имеет аддитив-
ный по q1, …, qn вид [5]

l l l x Y N Y Cs s
s

n

s s s t s t s t N
xsq q q q q( ) = ( ) ( ) = ′ − + ′( )( ) +

=
∑
1

1, ln exp ln,
,, .t

t

T

( )
=
∑
1

ОМП ^q∈ +( )Rn n m  составного вектора параметров определяется как решение следующей экстремальной 
задачи [5]:
 l q

q
( ) →max.  (6)
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теорема 2 [6]. Если имеет место модель (2), (3), m = 1, внешний параметр z1t = z ≠ 0 не зависит 
от времени t и векторная цепь Маркова Xt ∈ L является стационарной, то при любых ограниченных 
значениях коэффициентов qs{ }  и ограниченном z ∈ R1 информационная матрица Фишера является 
невырожденной и имеет следующий блочно-диагональный вид:

 G N Y Y p X z p X z Y X z it t i t i t t t= ′ ( ) − ( )( ){ }{ } = ′( )′ =− − −diag E 1 1 11, , , , , 11, , .… n  (7)

теорема 3 [6]. Если m = 1, z1t = z ≠ 0 не зависит от t и цепь Маркова Xt ∈ L стационарна, то при 
любых ограниченных значениях коэффициентов qs{ }  и ограниченном z ∈ R1 построенные согласно (6) 
оценки максимального правдоподобия ^qs{ }^qs{ } при T → +∞  являются состоятельными и асимптотически 
нормально распределенными:

 L T N Gn n
^q q−( ){ }  → ( )+( )

−0
1

10, ,L T N Gn n
^q q−( ){ }  → ( )+( )

−0
1

10, ,  (8)

где информационная матрица Фишера G вычисляется по формуле (7).

Статистическая проверка гипотез
По наблюдаемым пространственно-временным данным x s S t Ts t, : , , , ,∈ = …{ }1 2  необходимо про-

верить простую гипотезу H0 : q
0 = q* о том, что вектор параметров q0 совпадает с наперед заданным 

вектором q* +( )∈ Rn n 1  против сложной альтернативы H H1 0
0= ≠ *: .q q  

Построим статистику
 g g X X T GT T= …( ) = −( )′ −( ) ≥* *

1 0, , :: ,^ ^q q q qg g X X T GT T= …( ) = −( )′ −( ) ≥* *
1 0, , :: ,^ ^q q q qg g X X T GT T= …( ) = −( )′ −( ) ≥* *

1 0, , :: ,^ ^q q q q  (9)

где ^q  – оценка максимального правдоподобия параметров модели, определяемая (6), а матрица G най-
дена в теореме 2.

теорема 4. Если верна гипотеза H0 , то при T → ∞  имеет место сходимость статистики gT по 
распределению вероятностей к центральному c2-распределению с n n +( )1  степенью свободы

 L gH T n n0 1
2{ } → +( )c . (10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся асимптотическим свойством (8) из теоремы 3. Рассмотрим по-
следовательность случайных векторов

 x x q qT Tk
n nTG R= ( ) = −( ) ∈* +( )1 2 1/ .^x x q qT Tk

n nTG R= ( ) = −( ) ∈* +( )1 2 1/ .^  (11)

Если верна гипотеза H0 , то в силу (8), (11) имеем сходимость

L N IH T n n n n0 1 10x{ } → ( )+( ) +( ), ,
т. е.

 x η η ηT
D

k
n n

n n n nR L N I → = ( ) ∈ { } = ( )+( )
+( ) +( )

1
1 10, , ,  (12)

где Im – единичная m m×( ) -матрица. Согласно (9), (11) статистика gT представима в виде

g T GT T T= −( )′ −( ) = ′* *^ ^q q q q x x ,g T GT T T= −( )′ −( ) = ′* *^ ^q q q q x x ,g T GT T T= −( )′ −( ) = ′* *^ ^q q q q x x ,

откуда согласно (12) имеем при T → ∞

gT
D

k
k

n n

 → ′ =
=

+( )

∑η η η2
1

1

.

Поэтому в силу определения центрального c2-распределения получаем утверждение (10) теоремы. ■
Построим решающее правило для статистической проверки гипотез H0, H1:

 d d X X
g
gT
T

T

= …( ) =
<
≥





1

0
1

, ,
, ,
, .

D
D

 (13)
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Следствие. Если пороговое значение D в решающем правиле (13) имеет вид

D = −( )
+( )

−F
n nc a

1
2
1 1 ,

где F
n nc +( )

⋅( )
1

2  – функция распределения c2-распределения вероятностей с n n +( )1  степенями свободы, 

то при T → ∞  асимптотический размер теста (13) равен заданному уровню значимости a ∈( )0 1, .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что при пороговом значении D = −( )

+( )

−F
n nc a

1
2
1 1  вероятность ошибки 

первого рода сходится к заданному уровню значимости a:

P H H P g F F FH T
n n n n n n

1 0
11 1 1 1

0 1
2

1
2

1
2{ } = − <{ } → − ( ) = −

+( ) +( ) +( )

−D Dc c c −−( )( ) =a a.■

теорема 5. Если рассматривается семейство контигуальных простых альтернатив H
T
aT1

0 1: *q q= + ,

H
T
aT1

0 1: *q q= + ,  где a – некоторый ненулевой вектор из Rn n +( )1 , то при T → ∞  имеет место сходимость 

распределения вероятностей статистики gT к нецентральному c2-распределению с n n +( )1  степеня-
ми свободы и параметром нецентральности D2 = ′a Ga

 L gH T n nT1
2 1
2{ } → +( )cD , .  (14)

При этом справедливо следующее асимптотическое выражение мощности теста (13):

 w P d w F FT H T
n n n n

= =( ) → = − −( )( )* −

+( ) +( )1 2 1
2

1
21 1 11

c c a
D ,

.  (15)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (8), если верна гипотеза H1T , при T → ∞,

 L T
T
a L T a N GH n nT1

1 01
1^ ^q q q q− −













= −( ) −{ } → ( )* *
+( )

−, .L T
T
a L T a N GH n nT1

1 01
1^ ^q q q q− −













= −( ) −{ } → ( )* *
+( )

−, .L T
T
a L T a N GH n nT1

1 01
1^ ^q q q q− −













= −( ) −{ } → ( )* *
+( )

−, .  (16)

Рассмотрим случайный вектор xT , определенный (11). В силу (16) имеем

L N G a IH T n n n nT1 1
1 2

1x{ } → ( )+( ) +( )
/ , ,

т. е.

 x x η η ηT Tk
D

k
n n

n n n nR L N G a I= ( )  → = ( ) ∈ { } = ( )+( )
+( ) +( )

1
1

1 2
1, , ./  (17)

Тогда статистика gT теста (13) представима в виде суммы квадратов:

 g T GT T T k
k

n n

= −( )′ −( ) = ′ → ′ =* *

=

+( )

∑^ ^q q q q x x η η η2
1

1

,g T GT T T k
k

n n

= −( )′ −( ) = ′ → ′ =* *

=

+( )

∑^ ^q q q q x x η η η2
1

1

,g T GT T T k
k

n n

= −( )′ −( ) = ′ → ′ =* *

=

+( )

∑^ ^q q q q x x η η η2
1

1

,  (18)

причем ηTk{ }  асимптотически нормально распределены согласно (17). В силу определения нецент-
рального c2-распределения (см., например, [7]) получаем первое утверждение теоремы (14). 

Вычислим теперь асимптотическую мощность теста, используя (18) и (14):

w P H H P g

P g F

T T T H T

H T

T

T
n n

:

,

= { } = ≥{ } =

= − <{ } → − ( ) =
+( )

1 1 1

1 2 1
21 1 1

D

D D
D

c −− −( )( )
+( ) +( )

−F F
n n n nc c a

D2 1
2

1
2
1 1

,

.■

результаты компьютерного моделирования
Компьютерные эксперименты проводились на модельных данных. Рассматривалась модель (2), (3) 

при следующих числовых значениях параметров: m = 1, z = 2, N = 4, A = { }0 1 2 3 4, , , , , n = 3, 

S = { }1 2 3, , ,  q q q q0
1
0

2
0

3
0= ( ), , ,  q1

0 0 20 0 18 0 15 0 20= − −( )′, ; , ; , ; , ,  q2
0 0 18 0 24 0 05 0 10= − − −( )′, ; , ; , ; , ,  q3

0 0 13 0 13 0 29 0 30= − −( )′, ; , ; , ; , ,

q3
0 0 13 0 13 0 29 0 30= − −( )′, ; , ; , ; , ,  n = +( ) =N n1 125.  
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Проверим гипотезу о равенстве вектора параметров нулевому вектору ( ):*q = = ∈0 012
12R

H

H H
0

0

1 0
0

: ,

: .

q

q

=

= ≠

0

0

Согласно (3) в этом случае гипотеза H0 означает, что xs t,{ } – «чисто случайная» последовательность, т. е. 
последовательность независимых, одинаково распределенных случайных величин с законом распределе-

ния вероятностей Bi ⋅





; , ,N 1
2

 не зависящим ни от прошлого состояния, ни от внешних факторов.

Зададим уровень значимости a = 0,05 и найдем пороговое значение в (13) D = −( ) =−Fc12
2
1 1 0 05 21 03, , .  

Тогда в силу (15)
w FT → − ( )

D

1 21 03
2 12
2c
,

, ,

где параметр нецентральности D = ′2 0 0T Gq q .  Тогда решающее правило (13) примет вид

d d X X
T G
T GT= …( ) =

′ <

′ ≥






1

0 21 03
1 21 03

, ,
, , ,
, , .

^ ^

^ ^

q q

q q

На рис. 1 и 2 представлены графики зависимостей экспериментальных и теоретических оценок 
вероятности ошибки первого рода и мощности теста в зависимости от длительности наблюдений T 
( , ).T ∈[ ]20 300  Экспериментальные (выборочные) оценки вероятности ошибки первого рода и мощ-
ности теста вычислялись по методу Монте-Карло по M реализациям:

^ ^ ^a q q q= ′ ≥ ={ }( ) ( )

=
∑1 21 03
1M
I T Gk k

k

M

, ,0^ ^ ^a q q q= ′ ≥ ={ }( ) ( )

=
∑1 21 03
1M
I T Gk k

k

M

, ,0

^ ^ ^w
M

I T GT
k k

k

M

= ′ ≥ ={ }( ) ( )

=
∑1 21 03 0

1

q q q q, ,^ ^ ^w
M

I T GT
k k

k

M

= ′ ≥ ={ }( ) ( )

=
∑1 21 03 0

1

q q q q, ,

где I ⋅{ }  – индикаторная функция; ^q k( )  – оценка максимального правдоподобия вектора 12 параметров 
по k-й реализации пространственно-временных данных; q – истинное значение вектора параметров; 
M = 1000 – количество реализаций Монте-Карло.

Рис. 1. Зависимость вероятности ошибки первого рода от длительности наблюдений:  
  заданный уровень значимости;    экспериментальная вероятность ошибки первого рода 
Fig. 1. Dependence of the first type error probability on the length of the observation period: 

  defined significance level;    experimental first type error probability



22

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics

Из рис. 1 и 2 видно согласие теоретических и экспериментальных результатов.

заключение
Таким образом, в работе построен статистический тест для проверки гипотез о значениях параме-

тров биномиальной условно авторегрессионной модели пространственно-временных данных. Найдено 
асимптотическое выражение мощности построенного теста. Проведены компьютерные эксперименты 
на модельных данных, показавшие согласие теоретических и экспериментальных результатов.
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Рис. 2. Зависимость мощности теста от длительности наблюдений: 
  теоретическая мощность;    экспериментальная мощность 

Fig. 2. Dependence of the power of the test on the length of the observation period: 
  theoretical power of the test;    experimental power of the test


