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Изучены характеристики случайных процессов, обладающих свойствами фрактальности и самоподобия. В ос
нове исследования лежит рассмотрение численных характеристик процессов, таких как математическое ожидание, 
дисперсия, ковариация, асимметрия и эксцесс, а также моментов и семиинвариантов высших порядков, которые 
в дальнейшем могут быть использованы при оценке качества, выборе наилучшего алгоритма моделирования и изу
чении реальных данных. Исследование проведено для широко используемого на практике случайного процесса 
фрактального броуновского движения. Отмечено, что данный процесс обладает свойством стационарности при-
ращений, однако в общем случае его приращения зависимы, что значительным образом усложняет алгоритмы, ис-
пользуемые при моделировании процесса.

Ключевые слова: фрактальное броуновское движение; характеристики случайных процессов; зависимость и не
зависимость приращений процессов.
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This article is dedicated to the study of the characteristics of random processes, with properties of self-similarity 
and fractality. The study is based on the consideration of numerical characteristics of processes such as mean, variance, 
covariance, skewness and kurtosis, and the moments and cumulants of higher order, which can then be used to assess 
the quality and selection of the best simulation algorithm and reseach real-world data. The study was conducted for the 
random process of fractional Brownian motion, which is widely used. The article also noted that this process has the 
property of stationary increments, but in general, it increments dependent, which significantly complicates the algorithms 
used in the modeling process of fractional Brownian motion.
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В последнее время исследование фрактальных случайных процессов становится все более актуаль-
ным. Это связано с тем, что они находят широкое применение на практике. Так, например, в работе [1] 
большое внимание уделяется случайным процессам фрактальности и самоподобия, сформулированы 
основные теоретические результаты. В свою очередь, случайные процессы, обладающие этими свойст
вами, положены в основу многих практических моделей, среди которых выделяют фрактальное броу-
новское движение и фрактальный гауссовский шум. Изучение фрактальных процессов тесно связано 
со стохастическим исчислением [2]. В [3] содержатся как теоретические основы, так и практические 
результаты для свойств фрактальности на примере фрактального броуновского движения, с помощью 
которого осуществляются оценка и прогнозирование уровня воды в реках. В настоящее время этот про-
цесс используют для оценки динамики некоторых финансовых индексов, а также качества передачи 
и возможных потерь для сетевого трафика [4].

Введем определение процесса фрактального броуновского движения (ФБД) [5]. 
Определение. Фрактальным броуновским движением B B t tH H= ( ) ≥{ }: 0  c  параметром Харста 

0 < H < 1 называют случайный процесс, обладающий следующими свойствами: 
1) BH 0( )  =п. н. 0 и  B t s B sH H+( ) − ( ){ } = 0  для t, s ≥ 0;

2) B tH ( ) имеет стационарные приращения;

3) B t s B s B B Bt t tH H H H H
H+( ) − ( ) = ( ) − ( ) = ( ) ( )0 0 2 2∼ � , s  имеет гауссовское распределение для 

t, s ≥ 0, s 2 – положительная константа, называемая коэффициентом диффузии.
Обозначим + = ∞[ )0, .
Теорема 1. Для процесса фрактального броуновского движения ковариация имеет следующий вид:
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, ,( ) = + − ∈−( ) +s ,   и 0 < H < 1.	 (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть t1 < t2  и  t t1 2, .∈ +  По определению ковариации и процесса фракталь
ного броуновского движения
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Если t1 > t2, то, проводя аналогичные рассуждения, получим

R t t t tt tH H H
1 2

2
2
2

1
2

2 1
21

2
, .( ) = + − ( )( )−s

Объединяя результаты, имеем требуемое.
Следствие 1. Коэффициент корреляции процесса фрактального броуновского движения имеет вид

	 r t t t t t tt t t tH H H H
1 2 1 2 1

2
2
2

2 1
2

1 2
1
2

, ,( ) ⋅ + − ∈= ( ) −( )−
+,   и  0 < H < 1.	 (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя определение коэффициента корреляции и равенство (1), имеем (2).
Теорема 2. Приращения случайного процесса фрактального броуновского движения с параметром 

Харста H, где 0 < H < 1, являются зависимыми, за исключением случая H = 1
2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть t1 < t2 < t3 и  t tt1 2 3, , .∈ +  Будем использовать метод от противного. 
Применяя определение ковариации и ФБД, получим

cov ,B t B t B t B t B t B t B t BH H H H H H H H3 2 2 1 3 2 2( ) − ( ) ( ) − ( )( ) = ( ) − ( ) ( ) −( ) tt
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( )( ) =

= ( ) + ( ) − (   )) − ( )( ) ( ) B t B tH H2 2 .

Учитывая (1), имеем
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Отсюда нетрудно видеть, что рассматриваемая ковариация равна нулю только для случая H = 1
2
,  т. е. 

приращения будут независимыми, в то время как для остальных H приращения зависимы. Теорема до-
казана.

Теорема 3. Для процесса фрактального броуновского движения имеют место нижеперечисленные 
характеристики:

1) начальные и центральные моменты n-го порядка, n = 1, 2, …, совпадают и имеют вид

m t B t B t B t
nn H H
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2) семиинварианты n-го порядка, n = 1, 2, …, выражаются следующим равенством:
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,
если n = 2,

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку BH 0( )   =п. н. 0 и n нечетно, то
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в силу нечетности подынтегральной функции.
Для четных n, применив метод математической индукции, можно показать, что 
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При замене переменной интегрирования s x
tH

=
2πs
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Интегрируя по частям, получаем
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что и требовалось доказать.
Характеристическая функция B tH ( )  имеет вид
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А это означает, что семиинварианты выражаются равенствами:
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для остальных n.

для остальных n.
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Следствие 2. Асимметрия для процесса ФБД 

skew B tH ( )  = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Исходя из теоремы 3, можем записать

skew B t
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Следствие 3. Эксцесс для процесса ФБД 

kur B tH ( )  = 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о.
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Фрактальное броуновское движение является частным случаем фрактального движения Леви. Дан-
ные процессы используются для моделирования сетевого трафика. В [6] модель, построенная с исполь-
зованием в качестве шума фрактального броуновского движения, имеет вид 

^A t mt amB tH( ) = + ( ),
где m > 0, a > 0 – константы; B tH ( )  – процесс фрактального броуновского движения; ^A t t( ) ∈ ∞( ), , ,0  – 
непрерывный интегральный процесс поступления трафика в сети.

Однако в приведенной выше модели процесс ФБД может быть заменен фрактальным процессом 
Леви, тогда полученная модель будет обладать большей гибкостью, в частности когда интенсивность 
трафика или скорость его передачи имеют большие разбросы. Тем не менее стоит отметить, что ус-
ложнение модели приводит к  снижению производительности и  является более трудозатратным для 
практического применения. 

При прогнозировании доходности фондового рынка также может применяться фрактальное броу-
новское движение, которое является обобщением броуновского движения и используется для построе-
ния моделей флуктуационных процессов. Поскольку фрактальное броуновское движение обладает тем 
свойством, что его приращения скоррелированны, то модели, построенные на его основании, могут 
учитывать ситуации, когда серии событий влияют на итоговый результат, что невозможно при модели-
ровании с помощью броуновского движения, которое является марковским процессом. Однако при ука-
занном подходе появляются арбитражные возможности, но условия, приводящие к арбитражу, носят 
теоретический характер и не могут быть достигнуты на практике, как показано в работе [7]. Поэтому 
в настоящее время многие биржевые индексы можно оценивать при помощи данного процесса [8].
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