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УДК 519.2

СВоЙСТВа  ВнУТРЕннЕ  СТационаРнЫХ  
СЛУЧаЙнЫХ  ПРоцЕССоВ

Т. В. ЦЕХОВАЯ 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Республика Беларусь

Исследованы внутренне стационарные случайные процессы с непрерывным временем. Изучена их связь со ста-
ционарными в широком смысле процессами и процессами со стационарными в широком смысле прираще ниями. 
Рассмотрены свойства семивариограмм стационарных случайных процессов. Найдены необходимые и достаточные 
условия непрерывности, дифференцируемости и интегрируемости в среднем квадратическом смысле внутренне 
стационарных случайных процессов в терминах их семивариограмм. При этом показано, что производная в среднем 
квадратическом смысле внутренне стационарного случайного процесса с конечным моментом второго порядка яв-
ляется стационарным в широком смысле случайным процессом.

Ключевые слова: случайный процесс; внутренняя стационарность; вариограмма; стохастический анализ.

PROPERTIES  OF  ThE  INTRINSICALLY  
STATIONARY  STOChASTIC  PROCESSES

T. V. TSEKHAVAYAa

aBelarusian State University, Nezavisimosti avenue, 4, 220030, Minsk, Republic of Belarus

Intrinsically stationary random processes with continuous time are investigated. Their connections with second-order 
stationary processes and processes with the second-order stationary increments are studied. The properties of semivariogram 
of the stationary random processes are investigated. Necessary and sufficient conditions for continuity, differentiability and 
integrability in the mean square sense of the intrinsically stationary stochastic processes in terms of their semivariogram 
are found. It is shown that the derivative in the mean square sense of the intrinsically stationary random process, for which 
the second-order moment is exists, is a second-order stationary random process. 

Key words: stochastic process; intrinsic stationarity; variogram; stochastic analysis.

Для современной теории случайных процессов характерно, что ее модели, методы и результаты 
представляют не только самостоятельный математический интерес, но и находят многочисленные при-
ложения. При этом, как правило, особое внимание уделяется стационарным случайным процессам 
и случайным процессам со стационарными приращениями.

Определения стационарного в узком смысле случайного процесса, случайного процесса со ста-
ционарными в узком смысле приращениями можно найти, например, в работах [1–3]. Отметим, что 
условие стационарности в узком смысле является очень строгим, поэтому на практике используются 
более мягкие условия иных типов стационарности: стационарности в широком смысле, внутренней 
стационарности. 
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Цель настоящей статьи – исследование связи внутренне стационарных случайных процессов со ста-
ционарными в широком смысле случайными процессами и процессами со стационарными в широком 
смысле приращениями, а также определение необходимых и достаточных условий непрерывности, 
дифференцируемости и интегрируемости в среднем квадратическом внутренне стационарных случай-
ных процессов.

некоторые виды стационарности  
случайных процессов и связь между ними

Рассмотрим действительный случайный процесс Y t( ),  t ∈ = −∞ +∞( ) , .
Определение 1 [1; 4]. Случайный процесс Y t( ),  t ∈,  с математическим ожиданием m t E Y t( ) = ( ){ },  

ковариационной функцией 

R t s Y t Y s E Y t m t Y s m s, cov ,( ) = ( ) ( ){ } = ( ) − ( )( ) ( ) − ( )( ){ }
называется стационарным в широком смысле, если момент второго порядка E Y t2( ){ } < ∞  при любом 
t ∈  и выполняются следующие условия: 

m t m R t s R t s t s( ) = = ( ) = −( ) ∈const, , , , .

Определение 2 [4]. Вариограммой случайного процесса Y t( ),  t ∈,  называется функция вида

 2g t s D Y t Y s, ,( ) = ( ) − ( ){ }  (1)

где t s, ;∈  D – символ дисперсии. Функция g t s,( )  называется семивариограммой. 
Основоположником вариограммного анализа временных рядов является Ж. Матерон (G. Mathe-

ron) [5]. Однако функцию вида (1) можно найти в научной литературе более раннего периода [2; 6].
Из определения вариограммы случайного процесса Y t( )  нетрудно заметить, что 

 
g g

g

t s t t

t s D t R t s D s

, , , ,

, , ,

( ) ≥ ( ) =

( ) = ( ) − ( ) + ( )
0 0

2 2
 

(2)

где R t s,( )  – ковариационная функция; D t( )  – дисперсия случайного процесса Y t( ),  t s, .∈
Нередко на практике оказывается, что процесс не обладает конечной дисперсией, но конечную дис-

персию имеют его приращения. В таких ситуациях часто делается предположение о внутренней ста-
ционарности исследуемого процесса и применяются методы вариограммного анализа, что позволяет 
существенно расширить круг решаемых проблем.

Определение 3 [4]. Случайный процесс Y t( ),  t ∈,  называется внутренне стационарным, если 

 E Y t Y s( ) − ( ){ } = 0,  (3)

 D Y t Y s t s( ) − ( ){ } = −( )2g ,  (4)

где функция 2g t( )  – вариограмма случайного процесса Y t( ),  t s, .∈
Если случайный процесс является стационарным в широком смысле, то он будет и внутренне ста-

ционарным. Из (4) легко получить, что ковариационная функция R t( )  и семивариограмма g t( )  стацио-
нарного в широком смысле случайного процесса Y t( )  связаны соотношением

g t R R t t( ) = ( ) − ( ) ∈0 , .
Внутренне стационарный случайный процесс не является стационарным в широком смысле, по-

скольку для него могут не существовать моменты второго порядка. Однако внутренне стационарный 
случайный процесс Y t( ),  t ∈,  для которого имеет место условие

E Y t2( ){ } = < +∞const  при всех t ∈,

является также и стационарным в широком смысле. 
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Для действительного гауссовского случайного процесса стационарность в узком смысле, стацио-
нарность в широком смысле и внутренняя стационарность эквивалентны, так как гауссовские распре-
деления однозначно определяются своими первыми и вторыми моментами.

Определение 4 [4; 5]. Действительная функция g t s t s, , , ,( ) ∈  называется условно отрицательно 
определенной, если для любого n  ≥ 1, произвольных моментов времени t tn1, ,… ∈ и любого ненулевого 

действительного вектора z zn1, ,…( )  такого, что zi
i

n

=
=
∑ 0
1

,  справедливо неравенство z z t ti j i j
i j

n

g , .
,

( ) ≤
=

∑
1

0

теорема 1. Пусть имеются произвольная действительная функция m t m( ) =  и симметричная услов-
но отрицательно определенная действительная функция g t s,( ), где t s, .∈  Тогда найдутся вероят-
ностное пространство Ω, , P( )  и заданный на нем действительный гауссовский случайный процесс 

Y t( ),  t ∈,  такие, что E Y t m( ){ } =  и D Y t Y s t s( ) − ( ){ } = ( )2g ,  при всех t s, .∈
Д о к а з а т е л ь с т в о. Используем свойства семивариограммы внутренне стационарного случайного 

процесса [7] и рассуждаем аналогично [1, с. 52].
Следствие. Класс симметричных условно отрицательно определенных действительных функций 

совпадает с классом семивариограмм действительных гауссовских случайных процессов.
Определение 5 [2; 3]. Непрерывный в среднем квадратическом случайный процесс Y t( ),  t ∈,  на-

зывается процессом со стационарными в широком смысле приращениями, если функции

 E Y t h Y t ch+( ) − ( ){ } = ,  (5)

 cov , , , ,Y t h Y t Y t s h Y t s K s h h+( ) − ( ) + +( ) − +( ){ } = ( )1 2 1 2  (6)

где c = const, определены при любых t, h, s, h1, h2 ∈  и не зависят от t.
теорема 2. Непрерывный в среднем квадратическом внутренне стационарный случайный процесс 

Y t( ),  t ∈,  является процессом со стационарными в широком смысле приращениями. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Проверим выполнение условий (5), (6) определения процесса со стационар-

ными в широком смысле приращениями. Равенство (5) получается очевидным образом из (3) при c = 0. 
Используя представление ковариации приращений внутренне стационарного случайного процесса 

Y t( )  [8] и свойства семивариограммы g t( ),  запишем равенство

cov ,Y t h Y t Y t s h Y t s s h s h s s+( ) − ( ) + +( ) − +( ){ } = +( ) + −( ) − ( ) −1 2 2 1g g g g ++ −( )h h2 1 .

Отсюда видно, что правая часть последнего равенства существует и не зависит от t. Теорема доказана.
теорема 3. Непрерывный в среднем квадратическом случайный процесс Y t( ),  t ∈,  с постоянным 

математическим ожиданием и стационарными в широком смысле приращениями является внутренне 
стационарным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая, что Y t( )  – случайный процесс с постоянным математическим ожи-
данием, имеем (3).

Далее, покажем, что дисперсия приращений Y t h Y t+( ) − ( ), t h, ,∈  процесса Y t( ) является функ-
цией от одной переменной h. Выражение для дисперсии приращений нетрудно получить из равен-
ства (6), если положить s = 0, h1 = h2 = h. Тогда

cov , , , ,Y t h Y t Y t h Y t D Y t h Y t K h h+( ) − ( ) +( ) − ( ){ } = +( ) − ( ){ } = ( )0

что и требовалось доказать.

элементы стохастического анализа
Рассмотрим действительный внутренне стационарный случайный процесс Y t( ),  t ∈,  с конечным 

моментом второго порядка и семивариограммой g t( ),  t ∈.
Из (3) вытекает, что E Y t( ){ } = < ∞const .  Поэтому в дальнейшем будем считать, что m t E Y t( ) = ( ){ } = 0,

m t E Y t( ) = ( ){ } = 0, t ∈. В противном случае можно рассмотреть процесс Y t m t( ) − ( ).
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теорема 4. Внутренне стационарный случайный процесс Y t( ),  t ∈,  непрерывен в среднем квадра-
тическом на   тогда и только тогда, когда его семивариограмма g t( ),  t ∈,  удовлетворяет условию

 lim .
t

t
→

( ) =
0

0g  (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть случайный процесс Y t( )  непрерывен в среднем квад-
ратическом на . Тогда из определения непрерывности в среднем квадратическом в произвольной точке 
s ∈, учитывая представление (4) вариограммы действительного внутренне стационарного случайного 
процесса, запишем

lim lim ,
t t
E Y s t Y s t

→ →
+( ) − ( )( ){ } = ( ) =

0

2

0
2 0g

откуда вытекает (7).
Достаточность. Пусть семивариограмма g t( )  действительного внутренне стационарного случай-

ного процесса Y t( )  удовлетворяет условию (7). C учетом (4) получим

lim lim , lim ,
t t t

t D Y s t Y s E Y s t Y s
→ → →

( ) = +( ) − ( ){ } = +( ) − ( )( )
0 0 0

0 5 0 5g
22

0{ } = .

В силу определения непрерывности в среднем квадратическом заключаем, что случайный процесс 
Y t( ) непрерывен в среднем квадратическом в точке s ∈.  Следовательно, это утверждение справед-
ливо и для любой точки множества .  Теорема доказана.

теорема 5. Для того чтобы внутренне стационарный случайный процесс Y t( ),  t ∈,  был диффе-
ренцируем в среднем квадратическом на , необходимо и достаточно, чтобы его семивариограмма 
g t( ),  t ∈,  удовлетворяла условию 
 ′′( ) < +∞g 0 ,  (8)
где ′′( )g 0  – вторая производная семивариограммы в точке t = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть внутренне стационарный случайный процесс Y t( )  
с конечным моментом второго порядка является дифференцируемым в среднем квадратическом на .  
Тогда из критерия дифференцируемости в среднем квадратическом и [9, с. 493, следствие 1] заклю чаем, 
что ковариационная функция R t s,( )  процесса Y t( ) имеет конечную производную второго порядка 
∂ ( )

∂ ∂

2R t s
t s
,

 в точках t = s. Таким образом, учитывая соотношение (2), запишем

2 2g t s R t t R t s R s s, , , , ,( ) = ( ) − ( ) + ( )

 
∂ ( )

∂ ∂
= −

∂ ( )
∂ ∂

2 2g t s
t s

R t s
t s

, ,
,  (9)

т. е. функция − ( )g t s,  также имеет конечную производную второго порядка в точках t = s.
Далее, в силу определения семивариограммы внутренне стационарного случайного процесса получаем 

 −
∂ ( )

∂ ∂
=

∂ −( )
∂ ∂

= ′′( ) < +∞
= =

2 2

0
g g

g
t s
t s

t s
t s

t s t s

,
,  (10)

что и требовалось показать.
Достаточность. Пусть семивариограмма действительного внутренне стационарного случайного  

процесса Y t( ) с конечным моментом второго порядка удовлетворяет условию (8). Принимая во внима-
ние (9), (10) и (2), имеем

∂ ( )
∂ ∂

= ′′( ) < +∞ ∈
=

2

0
R t s
t s

t s
t s

,
, , .g 
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Это и есть достаточное условие дифференцируемости в среднем квадратическом случайного процесса 
Y t( )  на множестве   [1; 9; 10]. Теорема доказана.

теорема 6. Пусть Y t( ),  t ∈,  – дифференцируемый в среднем квадратическом внутренне стацио-
нарный случайный процесс с конечным вторым моментом. Тогда его производная в среднем квадрати-
ческом смысле ′ ( )Y t , t ∈,  является стационарным в широком смысле случайным процессом.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проверим условия определения 1. Из [10] и определения внутренне стацио-
нарного случайного процесса запишем

E Y t E Y t′( ){ } = ( ){ }( )′ = 0.

Вычислим ковариационную функцию процесса ′( )Y t .  Для этого воспользуемся [10], равенством (2) 
и определением внутренне стационарного случайного процесса. Тогда

R t s
R t s
t s

t s
t s

t s
t s

R t sY Y′ ′( ) =
∂ ( )

∂ ∂
= −

∂ ( )
∂ ∂

=
∂ −( )

∂ ∂
= −( ),

, ,
.

2 2 2g g

Очевидно, что момент второго порядка процесса ′( )Y t  конечен, т. е.

D Y t R t tY′( ){ } = ( ) = ′′( ) < +∞′ , .g 0

Таким образом, все условия определения стационарного в широком смысле случайного процесса 
выполнены. Теорема доказана.

Перейдем к интегрированию в среднем квадратическом смысле внутренне стационарных случай-
ных процессов с конечным моментом второго порядка.

теорема 7. Интеграл в среднем квадратическом I Y t dt
a

b

= ( )∫  существует тогда и только тогда, 
когда 

b a D t dt b a t t dt
a

b b a

−( ) ( ) − − −( ) ( ) < ∞∫ ∫
−

2
0

g ,

где −∞ ≤ < ≤ ∞a b ;  D t( )  – дисперсия; g t( )  – семивариограмма внутренне стационарного случайного 
процесса Y t( ),  t ∈.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из [1] следует, что существование интеграла Римана R t s dtds
a

b

a

b

,( )∫∫  является  

не обходимым и достаточным условием существования интеграла в среднем квадратическом смысле 

I Y t dt
a

b

= ( )∫ .  Из соотношения (2), определения семивариограммы внутренне стационарного процесса (4) 

запишем 

R t s dtds D t dtds D s dtds t s d
a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

, ,( ) = ( ) + ( ) − ( )∫ ∫∫∫ ∫∫
1
2

1
2

g ttds

b a D t dt t s dtds

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

∫∫

∫ ∫∫

=

= −( ) ( ) − −( )g .

Во втором интеграле сделаем замену переменных интегрирования: t = t, t – s = u. Тогда, учитывая 
свойства семивариограммы [7], имеем

R t s dtds b a D t dt u du dt u
a

b

a

b

a

b

b a a

u b

,( ) = −( ) ( ) − ( ) − ( )∫∫ ∫ ∫ ∫
− −( )

+

g g
0

ddu dt

b a D t dt b a u u du b

b a

u a

b

a

b

b a

b a

0

−

+

− −( )

−

∫ ∫

∫ ∫

=

= −( ) ( ) − − −( ) ( ) = −g aa D t dt b a u u du
a

b b a

( ) ( ) − − −( ) ( )∫ ∫
−

2
0

g ,

что и требовалось доказать.
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Исследование непрерывности, дифференцируемости и интегрируемости случайных процессов в сред-
нем квадратическом смысле сводится, как правило, к изучению соответствующих свойств их математи-
ческих ожиданий и ковариационных функций. В настоящей статье сформулированы критерии непре-
рывности, дифференцируемости и интегрируемости в среднем квадратическом внутренне стационарного 
случайного процесса в терминах его семивариограммы. Полученные результаты будут использованы 
в дальнейшем для поиска спектральных представлений внутренне стационарных случайных процессов 
и их семивариограмм.
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