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к  наХоЖДЕниЮ  РаДиУСа  УСТоЙЧиВоСТи  
МиниМаЛЬноГо  оСТоВноГо  ДЕРЕВа

Е. Д. ЖИВИЦА1), К. Г. КУЗЬМИН  1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Республика Беларусь

Рассмотрена задача о нахождении минимального остовного дерева при условии, что вес ребер подвержен не-
зависимым изменениям. Изучена одна из количественных характеристик устойчивости оптимальных решений 
этой задачи, известная как радиус устойчивости и определяемая как предельный уровень изменений веса ребер, 
при котором выбранное наперед оптимальное решение все еще сохраняет свою оптимальность. Выведена точная 
формула радиуса устойчивости минимального остовного дерева, позволяющая вычислять этот радиус за время, 
близкое к линейному относительно числа ребер графа. Этот результат значительно улучшает формулу радиуса 
устойчивости оптимального решения линейной комбинаторной задачи в общей постановке, поскольку последняя 
формула требует полного перебора по множеству допустимых решений, мощность которого может расти экспо-
ненциально.

Ключевые слова: задача о минимальном остовном дереве; второй оптимальный остов; анализ чувствитель-
ности решений; радиус устойчивости.
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We consider a minimum spanning tree problem in the situation where weights of edges are exposed to independent 
perturbations. We study a quantitative characteristic of stability for a given optimal solutions of the problem. The cha-
racteristic is called the stability radius and defined as the limit level of edges weights perturbations which preserve op-
timality of a particular solution. We present an exact formula for the stability radius that allows calculating the radius in 
time which is extremely close to linear with respect to number of graph edges. This improves upon a well-known formula 
of an optimal solution for a linear combinatorial problem which requires complete enumeration of feasible solutions set 
whose cardinality may grow exponentially.

Key words: minimum spanning tree problem; second-best spanning tree; sensitivity analysis of  solutions; stability radius.

Рассмотрим хорошо известную задачу нахождения минимального остовного дерева в неориентиро-
ванном связном взвешенном графе G G V E= ( ),  с множеством вершин V и множеством ребер E. Пусть 
V n=  и E m= , причем m ≥ n. Множество всевозможных остовов графа G обозначим через T, а сами 
остовы – t. Таким образом, каждый остов t ∈ T представляет собой подмножество множества E, состоя-
щее из n – 1 ребер.

Будем полагать, что все ребра e ∈ E пронумерованы и каждому ребру с номером i приписан вес 
a a ei i= ( ) ∈R.  Тем самым образуется весовой вектор a a a am

m= …( ) ∈1 2, , , ,R  и каждый остов t ∈ T 
получает вес

f t a ai
e ti

, .( ) =
∈

∑
Множество остовов с минимальным весом будем называть множеством оптимальных решений и обо-
значать Opt a( ),  а саму задачу – Z a( ).

Исследуем количественную меру устойчивости оптимальных решений t Opt a∈ ( )  к возмущениям 
вектора a, которые традиционно [1–5] моделируются прибавлением к нему возмущающего вектора 

′ ∈a mR .  В качестве количественной характеристики устойчивости оптимального решения t Opt a∈ ( )  
выберем радиус его устойчивости (в чебышевской метрике), определяемый [2–5] по формуле

r t a,( ) =




sup ,
,

X
0

если X ≠ ∅,

где 
X Ω= > :∀ ′∈ ( ) ∈ + ′( )( ){ },e e0 a t Opt a a

Ω e e( ) = ′ ∈ : ′ <{ }∞a amR ,

′ =∞ =
a a

i

m

imax .
1

Известно [2; 3], что радиус устойчивости может быть найден по формуле 

 r t a
f t a f t a

t tt T t
, min

, ,
,

,
\

( ) =
′( ) − ( )

′( )′∈ { } D
 (1)

где D t t, ′( )  – число ребер в симметрической разности остовов t и ′t , иными словами, D t t t t t t, .′( ) = ∪ ′ − ∩ ′

D t t t t t t, .′( ) = ∪ ′ − ∩ ′

если X = ∅,
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Эта формула имеет существенный недостаток: она требует полного перебора по всему множеству 
решений, что фактически делает ее неприменимой на практике. Докажем, что на самом деле для задачи 
о нахождении минимального остовного дерева такого перебора не требуется. 

Пусть t Opt aI ∈ ( ). Обозначим через t II второй по величине минимальный остов задачи Z a( ). Таким 
образом, остов t II удовлетворяет условию

f t a f t a
t T t

II
I

, min , .
\

( ) = ( )
∈ { }

Заметим, что t II вполне может как принадлежать множеству Opt a( )  при Opt a( ) ≥ 2,  так и не при-
надлежать ему при Opt a( ) =1.

Кроме того, будем использовать символы + (–) для обозначения операций добавления ребра к под-
графу или его удаления из подграфа. Тем самым для любых e ∈ E и ′ ⊆G G

′ + = ′ ∪ { } ′ − = ′ { }G e G e G e G e, \ .

лемма. Пусть t Opt aI ∈ ( ). Тогда существует второй по величине минимальный остов t*
II, отличаю-

щийся от t I ровно одной парой ребер ′e  и ′′e ,  т. е.
 t e t eI II− ′ = − ′′* , (2)
где ′ ∈e t I;  ′′ ∈e t* .

II

Д о к а з а т е л ь с т в о. Среди множества всех вторых по величине остовов t II выберем такой остов 
t0
II, который отличается от t I наименьшим числом ребер. Поскольку остовы t I и t0

II  различны, то можно 
выбрать ребро e t t1 0∈ I II\ . Добавив это ребро к остову t0

II, получим единственный цикл C, на котором 
обязательно найдется ребро e t t2 0∈ II I\ , так как в противном случае C t⊆ I, что невозможно. 

Далее, убедимся, что вес a1 ребра e1 меньше веса a2 ребра e2. Действительно, случай a1 > a2 невоз-
можен, поскольку иначе мы предъявим остов t I – e1 + e2 с меньшим весом, чем остов t I. Случай a1 = a2 
также невозможен, поскольку иначе мы бы получили остов t e e0 1 2

II + − ,  который содержит больше об-
щих ребер с t I, чем остов t0

II.
Таким образом, a1 < a2. Тогда верны соотношения

f t e e a f t a a a f t a0 1 2 0 1 2 0
II II II+ −( ) = ( ) + − < ( ), , , ,

свидетельствующие о том, что остов t e e0 1 2
II + −  и есть остов t I. Следовательно, выполняется равен-

ство (2), где ′ =e e1  и ′′ =e e2.  Лемма доказана.
теорема. Пусть t I – оптимальное решение задачи Z a( )  о нахождении минимального остовного 

дерева. Тогда радиус устойчивости r t aI,( )  решения t I определяется формулой

 r t a
f t a f t a

I
II I

,
, ,

.( ) =
( ) − ( )

2
 (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для краткости дальнейшего изложения правую часть формулы (3) обозначим 
через j. Сначала покажем справедливость неравенства r jt aI, .( ) ≤  Для этого достаточно доказать, что 

для всякого числа e > j существует такой возмущающий вектор a0∈ ( )Ω e ,  при котором выполняется 
неравенство
 f t a a f t a aII I, , .+( ) < +( )0 0  (4)

Поскольку t II ≠ t I, то множества t I \ t II и t II \ t I непусты и можно выбрать ребра eI ∈ t I \ t II и eII ∈ t II \ t I. 
Поэтому возмущающий вектор a0 ∈ ( )Ω e  можно задать следующим образом:

a0

0
= −







δ
δ
,
,
,

если ei = eII,
если ei = eI,

в остальных случаях,
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где число δ подчинено условиям e > δ > j. Тогда верны соотношения

f t a a f t a a f t a f t a f t a f t aII I II I II I, , , , , ,+( ) − +( ) = ( ) − − ( ) − < ( ) −0 0 δ δ (( ) − =2 0j ,

которые убеждают нас в справедливости неравенства (4). Следовательно, r jt aI, .( ) ≤

Для завершения доказательства формулы (3) нужно показать, что r jt aI, .( ) ≥  Поскольку каждый 

из остовов t ∈ T содержит ровно n – 1 ребер, то на основании  (1) найдется такой остов ′∈ { }t T t\ ,I  что 
выполняется равенство

r
k

t a
f t a f t a

t t
I

I

I
,

, ,

,
,( ) =

′( ) − ( )
′( )2

где k k= ′( )t t, I  – число пар ребер, отличающих остовы ′t  и t I. Для доказательства нужного нам нера-

венства r jt aI,( ) ≥  остается убедиться, что

f t a f t a t t′( ) − ( ) ≥ ′( ), , , .I I2jk

Остовы ′t  и  t I отличаются 2k ребрами. Выберем некоторое ребро ′ ∈ ′e t t1 \ I  и добавим его к остову t I. 
При этом образуется единственный цикл, который обязательно содержит некоторое ребро e t t1

I I∈ ′\ ,  
поскольку в противном случае остов t I содержал бы этот цикл, что невозможно. Удалив ребро e1

I,  по-
лучим остов t e eI I+ ′ −1 1,  после чего очередное ребро ′ ∈ ′e t t2 \ I  добавим к остову t1

I.  Вновь образуется 
единственный цикл, из которого удалим ребро e t t2

I I∈ ′\  и получим новый остов. Проделав эту про-
цедуру k раз, мы разобьем ребра ′ ′ … ′ ∈ ′e e e t t1 2, , , \k

I  и e e e t t1 2
I I I I, , , \… ∈ ′k  на пары так, что ′ej  и ej

I,  
j ∈ …{ }1 2, , , ,k  лежат на одном цикле. Далее, оценим вес этих ребер.

На основании леммы найдется второй по величине остов t*
II,  отличающийся от остова t I двумя реб-

рами. Поэтому для всякого j ∈ …{ }1 2, , , k  выводим

a e a e f t e e a f t a f t aj j j j′( ) − ( ) = + ′ −( ) − ( ) − ( )*
I I I II I, , , .

Итак, имеет место формула

∀ ∈ …{ } ′( ) − ( ) ≥ ( ) − ( )( )*j a e a e f t a f t aj j1 2, , , , , , ,k I II I

откуда окончательно находим

f t a f t a a e a e f t a f t aj
j

j
j

′( ) − ( ) = ′( ) − ( ) ≥ ( ) − ( )( )
=

*
=

∑, , , ,I I II I

1 1

k

k
kk

jk∑ = ′( )2 t t, .I

Теорема доказана.
Оптимальное решение t I называется [2; 3; 5] устойчивым, если r t aI, .( ) > 0

Следствие 1. Оптимальное решение t I задачи Z a( )  устойчиво тогда и только тогда, когда оно 
единственно.

Следствие 2. Если все ребра графа G имеют разный вес, то оптимальное решение t I задачи Z a( )  
устойчиво.

Следствие 3. Если Opt a t( ) = { }I ,  то все вторые по величине остовы отличаются от t I ровно одной 
парой ребер.

Известно [6; 7], что два лучших решения задачи о минимальном остове могут быть найдены за 
O m m nlog , ,b( )( )  где 

b m n j n m
n

j, : log ,( ) = ∈ ≤







( )N
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а log j n( )  обозначает взятый  j раз логарифм от числа n. Таким образом, функция log ,b m n( ) очень близка 
к константе.

Следствие 4. Радиус устойчивости r t aI,( )  оптимального решения t I задачи Z a( )  может быть 
найден за время O m m nlog , .b( )( )

Отметим, что количественная мера устойчивости оптимальных решений в ряде исследований опре-
деляется не как радиус устойчивости, а как допуск ребер (дуг), т. е. для каждого ребра (дуги) находится 
наибольший уровень возмущений, сохраняющих оптимальность выбранного решения задачи. Наилуч-
ший результат в этом направлении получен в работе [8], где доказано, что допуски ребер для задачи 
о минимальном остове могут быть вычислены за время O m m nlog , ,a( )( )  где a m n,( )  – обратная функ-
ция Аккермана.
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