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С помощью линейного интегрального уравнения Вольтерры второго рода в общем виде решается задача осе-
симметричного изгиба полярно-ортотропного кольцевого диска переменной толщины, который вращается вокруг 
нормальной оси с постоянной угловой скоростью w0 в неоднородном тепловом поле. Под действием центробеж-
ных сил и теплового поля диск будет испытывать растяжение в своей плоскости. Воздействие осесимметричного 
потока раскаленного газа или пара, направленного нормально к срединной плоскости диска, а также краевых 
моментов и поперечных сил вызовет осесимметричный изгиб. Таким образом, диск одновременно будет испы-
тывать растяжение и изгиб. Предполагается, что температурное поле в диске известно и оно осесимметричное. 
Упругие постоянные – модули Юнга и модуль сдвига – линейно зависят от температуры, а коэффициенты Пуас-
сона считаются постоянными величинами. Расчет изгиба тонкого анизотропного диска ведется по классической 
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теории изгиба тонких пластин, основанной на гипотезах Кирхгофа. Задача осесимметричного изгиба полярно-
ортотропного кольцевого диска переменной толщины приводится к интегрированию обыкновенного дифферен-
циального уравнения второго порядка с переменными коэффициентами для угла поворота нормального элемента 
к срединной плоскости диска. Полученное дифференциальное уравнение сводится к линейному интегральному 
уравнению Вольтерры второго рода. Общее решение интегрального уравнения записывается с помощью резоль-
венты. Указаны условия, при которых интегральное уравнение имеет единственное непрерывное решение. При-
водятся расчетные формулы для изгибающих радиального и тангенциального моментов, поперечного радиально-
го усилия и функции прогиба через разрешающую функцию. Приведены формулы для компонент радиального, 
тангенциального и касательных напряжений, учитывающих одновременное растяжение и изгиб анизотропного 
кольцевого диска переменной толщины под действием приложенных нагрузок.

Ключевые слова: полярно-ортотропный диск; неоднородное тепловое поле; температура; радиальное, тан-
генциальное и поперечное усилия; изгибающие радиальный и тангенциальный моменты; функция прогиба; угол 
поворота нормали; дифференциальные и интегральные уравнения; резольвента; радиальная, тангенциальная 
и касательные компоненты напряжений.
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With the help of linear Volterra integral equation of the second kind the problem of the axisymmetric bending polar 
orthotropic annular disk of variable thickness, rotating around the normal axis with constant angular velocity w0 in a inho-
mogeneous thermal field is solved in the general form. Under the influence of centrifugal forces and thermal field the disk 
will experience stretch on its plane. The effect of the axisymmetric flow of incandescent gas or steam, directed normal by 
to the median plane of the disk, as well as the boundary moments and shear forces cause axisymmetric bending. Thus, the 
disc will experience the stretch and flexural bending at the same time. It is assumed that the temperature field in the disk 
is known and it is axisymmetric. The elastic constants – Youngʼs modulus and shear modulus – are linearly temperature 
dependent, and Poissonʼs coefficient are considered to be constant. Calculation of bending of the anisotropic thin disk is 
carried out according to the classical theory of bending of thin plates, based on Kirchhoff hypothesis. The problem of the 
axisymmetric bending polar-orthotropic annular disc of variable thickness is reduced to the integration of the ordinary 
differential equation of second order with variable coefficients for a rotation angle of a normal cell to the median plane of 
the disk. The resulting differential equation is reduced to a linear integral Volterra equation of the second kind. The gene-
ral solution of the integral equation is written down the resolvent is used for this purpose. The conditions under which the 
integral equation has a unique continuous solution are given. Calculation formulas are given for the radial and tangential 
bending moments, transverse radial forces and radial deflection function through resolution function. Formula for the 
components of the radial, tangential and shear stresses, taking into account the simultaneous stretching and bending of 
anisotropic annular disc of variable thickness under the influence of applied loads is written.

Key words: polar-orthotropic disc; inhomogeneous thermal field; temperature; radial, tangential and shear forces; the 
radial and tangential bending moments; deflection function; the rotation angle of the normal; differential and integral 
equations; resolvent; radial, tangential and shear stress components. 

С помощью линейного интегрального уравнения Вольтерры второго рода решается в общем случае 
задача осесимметричного изгиба полярно-ортотропного диска, вращающегося вокруг нормальной оси 
с постоянной угловой скоростью w0 в неоднородном тепловом поле.

Постановка задачи
Пусть раскаленный поток газа или пара направлен перпендикулярно к срединной плоскости вра-

щающегося анизотропного диска. В результате действия центробежных сил и теплового поля диск 
будет испытывать растягивающие усилия в его плоскости. Воздействие осесимметричного потока газа  
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интенсивностью q rz ( ),  направленного нормально к срединной плоскости диска, а также краевых мо-
ментов и поперечных сил вызовет осесимметричный изгиб. Таким образом, полярно-ортотропный 
кольцевой диск переменной толщины будет одновременно испытывать растяжение и изгиб под дейст-
вием приложенных нагрузок [1]. 

Предполагается, что известно распределение температуры T в анизотропном диске и оно осесим-
метричное, т. е. зависит только от радиуса r. Пусть на внутреннем контуре (при r = r0 ) диска поддержи-
вается постоянная температура T0

∗,  а на внешнем контуре (при r = R) – T1
∗.  Упругие постоянные – мо-

дули Юнга Er , Eq и модуль сдвига Gr q – линейно зависят от температуры [2]: 

E T E T rr r( ) = − ( ) 
( )0 1 g ;

E T E T rq q g( ) = − ( ) 
( )0 1 ;

G T G T rr rq q g( ) = − ( ) 
( )0 1 ,

где E E Gr r
0 0 0( ) ( ) ( ), ,q q  – значения упругих постоянных при начальной температуре T0; g – параметр. Коэффи-

циенты Пуассона nr q , nq r будем считать постоянными величинами.
Диск изготовлен из материала, обладающего цилиндрической анизотропией, причем ось анизотро-

пии совпадает с геометрической осью диска, и в каждой точке тела имеются три взаимно ортогональ-
ные плоскости упругой симметрии. Внутренний радиус кольцевого диска обозначим r0 , а внешний – R; 
p0 , p1 – давление на внутреннем и внешнем контурах диска соответственно. Толщина диска h r( ) ме-
няется вдоль радиуса r по заданному закону и на внутреннем контуре равна h0 , а на внешнем – h1.

решение задачи
Введем цилиндрическую систему координат r, q, z, поместив начало в точке пересечения оси ани-

зотропии со срединной плоскостью диска и направив ось z вертикально вниз. Ось вращения диска со-
впадает с осью анизотропии.

Расчет изгиба анизотропного кольцевого диска будем вести в рамках классической теории изгиба 
тонких пластин, основанной на гипотезах Кирхгофа.

Обозначим перемещения точек срединной поверхности диска в направлении оси z через w r( )  и да-
лее будем называть ее функцией прогиба.

Выделим из диска с двумя меридиональными плоскостями, образующими с координатной плос-
костью rz углы q и q + dq, и с двумя цилиндрическими поверхностями с радиусами r и r + dr, нор-
мальными к срединной плоскости, бесконечно малый элемент диска толщиной dz. Запишем уравнения 
равновесия этого элемента в усилиях и моментах для случая осесимметричной деформации [3]:
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 – изгибающий тангенциальный момент; ϑr r
dw r
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( ) = − ( )  – малый угол поворота 

нормали к срединной плоскости вокруг оси q; r – плотность композитного материала диска.
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Все внутренние силовые факторы – усилия Nr , Nq , Qr и моменты Mr , Mq – действуют в срединной 
поверхности диска.

Зададим граничные условия. Пусть диск с натягом посажен на вал так, что отсутствуют перемеще-
ния его по вертикали и повороты сечения в радиальном направлении. На внешнем контуре диска при-
ложено постоянное радиальное усилие, краевые – изгибающий момент M0 и поперечная сила Q0. Таким 
образом, граничные условия примут вид:

 
N r h p w r r

N R h p M R M Q R Q
r r

r r r

0 0 0 0 0

1 1 0 0

0 0( ) = − ( ) = ( ) =

( ) = ( ) = ( ) =

, , ;

, ,

ϑ

..
 (2)

Отметим, что граничные условия можно задавать и в других видах (что не влияет на ход решения 
задачи) и они используются только на конечном этапе для определения неизвестных постоянных.

Выразим из последнего уравнения системы (1) поперечное усилие Q rr ( ) через изгибающие моменты 
M r M rr ( ) ( ), :q

 Q r
dM r
dr

M r M r
rr

r r( ) = ( ) +
( ) − ( ) q .  (3)

Проинтегрируем второе уравнение системы (1):

 rQ r rN r r C sq s dsr r r z
r

r

( ) − ( ) ( ) = − ( )∫ϑ 1

0

,  (4)

где C1 – произвольная постоянная.
Подставляя в уравнение (4) выражение для поперечного усилия Q rr ( )  из (3), получим уравнение 

для изгибающих моментов:

 
dM r
dr

M r M r
r N r r C

r r sq s dsr r
r r z

r

r( ) +
( ) − ( )  − ( ) ( ) = − ( )∫q ϑ 1 1

0

.  (5)

Радиальное N rr ( ) и тангенциальное N rq ( ) усилия и радиальное перемещение u r( ) во вращающемся 
в неоднородном тепловом поле полярно-ортотропном кольцевом диске переменной толщины приво-
дятся в работе [4] и рассчитываются по следующим формулам:

N r r r s s ds N r r r N r r h r r rr T r( ) = −( ) ( ) + ( ) ⋅ −( ) + ( ) − −(1
0 0 0 0 0 0

2
0
2

0j rwq ))
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2 2
0 0
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0
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E T h r
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1 1 1
0q

q q q qn n j n rr r r N r N r
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r r

r r

0 0 0 0

0
2 3

01

( ) + ( ) − ( )  +

+ ( ) − −( ) +

n

rw n n

q q

q q  } + ( ) ( ) −( )h r r T T r T0 0
2

0
2

0rw aq .

В этих формулах неизвестные постоянные N Nr rr 0 0( ) ( ), q  определяются из граничных условий (2); 
aq – тангенциальный коэффициент температурного расширения.

Разрешающая функция jT r( )  удовлетворяет интегральному уравнению Вольтерры второго рода:

j l jT
T

T T
r

r

r K r s s ds f r( ) = ( ) ( ) + ( )( )∫ , ,
0
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где числовой параметр l = –1; f r
K r s

s
r h r r K r r h r r KT

T

r
T T( ) =

∂ ( )
∂

( ) ( ) − ( ) ( ) ( ) +
( )

( ) ( ),
,0 0 0 0 0 0s sq rr r h r r, 0 0 0

2
0
2( ) × ( ) −rw

f r
K r s

s
r h r r K r r h r r KT

T

r
T T( ) =

∂ ( )
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( ) ( ) − ( ) ( ) ( ) +
( )

( ) ( ),
,0 0 0 0 0 0s sq rr r h r r, 0 0 0

2
0
2( ) × ( ) −rw − +( ) + ( )
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член интегрального уравнения; K r s r
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2  – ядро интегрального уравнения; g g q
∗ ( )= E 0 .

Выразим изгибающие моменты M r M rr ( ) ( ), q  и поперечное усилие Q rr ( )  через функцию прогиба 
w r( )  [3]:
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где D r
E T h r
k

T

r
11

3

0
2 212

( ) ( ) = ( ) ( )
−( )

q

qn
 – цилиндрическая жесткость изгиба полярно-ортотропной пластины в теп-

ловом поле; k
E
Er

0
2

0

0=
( )

( )
q .

Подставляя выражения (6) в уравнение (5), получим основное дифференциальное уравнение осесим-
метричного изгиба вращающегося в неоднородном тепловом поле полярноортотропного кольцевого 
диска переменной толщины:

 d w
dr

D r
D r r

d w
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D r
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T
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T3

3
11
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2
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 =

( ) ( ) ss C
rD rT

r
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−
( )( )∫ 1

110

.  (7)

Порядок дифференциального уравнения (7) можно понизить на единицу, если вместо функции про-

гиба w r( )  рассматривать угол поворота нормали ϑr r
dw r
dr

( ) = − ( ) .  Получим следующее дифферен-
циальное уравнение: 
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11 0

T z
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sq s ds( ) ( ) ( )∫ .  (8)

Приведем дифференциальное уравнение (8) к соответствующему линейному интегральному урав-
нению Вольтерры второго рода [5].

Полагаем, что

 
d
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rr
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2

2

ϑ
c= ( ).  (9)

Последовательно интегрируя выражение (9), получим
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0
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r

r r
0

0ϑ .  (10)
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Здесь использовалась формула Дирихле

dr dr r dr
n

r sT n n
r

r

r

r

r

r

n

n
n

1 2
0

1

0

1

0

1
1

… ( ) =
−( ) −( )

−

∫∫∫ j
� ����� �����

!
−− ( )∫ 1

0

jT
r

r

s ds.

Подставляя в уравнение (8) вместо угла поворота нормали ϑr r( )  и его производных правые части 
выражений (9), (10), получим искомое линейное интегральное уравнение Вольтерры второго рода:

 c l cT w
T

T T
r

r

r K r s s ds g r( ) = ( ) ( ) + ( )( )∫ , ,
0

 (11)

где числовой параметр l = –1; K r s
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интегрального уравнения; g r
K r s

s
r K r r r C

rD rT
w
T

r w
T

r T( ) =
∂ ( )

∂
( ) − ( ) ′ ( ) +

( )
−

( )
( )

( )
,

,ϑ ϑ0 0 0
1

11

11

11 0
rD r

sq s dsT z
r

r

( ) ( ) ( )∫  – 

свободный член интегрального уравнения.
Значения угла поворота нормали ϑr r0( )  и его производной ′( )ϑr r0  на внутреннем контуре диска 

определяются из граничных условий.
Общее решение линейного интегрального уравнения Вольтерры второго рода (11) записывается 

с помощью резольвенты R r sw
T( ) ( ), ; l  в виде [5]

 c l lT w
T

r

r

T Tr R r s s ds g r( ) = ( ) ( ) + ( )( )∫ , ; g ,
0

 (12)

где функция R r sw
T( ) ( ), ; l  определяется функциональным рядом:

R r s K r sw
T m

m
w m
T( )

=

∞

+
( )( ) = ( )∑, ; , ,,l l

0
1

который для непрерывных ядер K r sw m
T
, ,( ) ( )  сходится абсолютно и равномерно.

Повторяющиеся, или итерированные, ядра K r sw m
T
, ,( ) ( )  определяются по следующим рекуррентным 

формулам: 
K r s K r sw

T
w
T

, , , ,1
( ) ( )( ) = ( )

K r s K r t K t s dtw
T

w
T

w
T

s

r

, ,, , , ,2 1
( ) ( ) ( )( ) = ( ) ( )∫

……………………………………..

K r s K r t K t s dtw m
T

w
T

w m
T

s

r

, ,, , , .( ) ( )
−

( )( ) = ( ) ( )∫ 1

Если свободный член g rT ( )  непрерывен в r R0, ,[ ]  а ядро K r sw
T( ) ( ),  непрерывно при r0 ≤ r ≤ R, 

r0 ≤ s ≤ r, то линейное интегральное уравнение Вольтерры второго рода (11) имеет при любом парамет-
ре l (l ≠ 0) единственное непрерывное решение, определяемое формулой (12).

Отметим, что интегральные уравнения Вольтерры второго рода можно решать и другими аналити-
ческими и численными методами, указанными, например, в работе [6].

Выразим изгибающие моменты M r M rr ( ) ( ), ,q  поперечное усилие Q rr ( )  и прогиб w r( ) через раз-
решающую функцию cT r( ):

n-раз
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где передаточные (весовые) функции имеют вид:
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Радиальная sr r z, ,( )  тангенциальная sq r z,( )  и касательные trz r( )  компоненты напряжений, воз-
никающие в профилированном полярно-ортотропном диске, вращающемся в неоднородном тепловом 
поле и нагруженном осесимметричной распределенной поперечной нагрузкой q rz ( ),  а также краевыми 
силами и моментами, рассчитываются по формулам [7]: 

s sq
q q

r
r rr z
N r
h r

z
M r
h r

r z
N r
h r

z
M r

, , ,( ) = ( )
( ) + ( )

( ) ( ) = ( )
( ) + ( )12 12

3 hh r
r

Q r
h rrz
r

3( ) ( ) = ( )
( ), .t

Максимум нормальных напряжений достигается на внешних сторонах диска при z h= ±
2

.
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