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Доказаны предельные формулы для сингулярных интегралов вида

Fn

n

z
z

z
d n( ) = ( ) -( )

-
= …∫

0

1

, 1, 2,
j t t

t
t

ln
.

Предельные значения таких интегралов выражаются через сингулярные интегральные операторы

Ψn

n

t
t

t
d n t( ) = ( ) -

-
= … ∈( )∫

0

1

, 1, 2, , 0, 1
j t t

t
t

ln
,

а также интегральные операторы

0

t
kt

t
t d∫ ( ) - ( )

-
-

j t j
t

t tln .

Из указанных формул получено аддитивное представление для сингулярных интегралов
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Формулы, которые доказаны в статье, могут быть использованы для исследования сингулярных операторов 
и решения интегральных уравнений.

Ключевые слова: интегральные операторы; сингулярные интегралы.

ANALOGUE  SOCHOCKY  FORMULAE  FOR  INTEGRAL  OPERATORS  
WITH  ADDITIONAL  LOGARITHMIC  SINGULARITY

V. V. KASHEVSKI a

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Аvenue, Minsk 220030, Belarus

In this paper we prove the limit formulas for singular integrals of the form 
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Limit values of such integrals are expressed in terms of singular integral operators
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and also integral operators
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As an application of these formulas derived additive representation for singular integrals
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The formulas are derived in the article can be used for research and operators singular integral equations solutions.
Key words: integral operators; singular integrals.

В теории сингулярных интегральных уравнений и краевых задач для аналитических функций важ-
ную роль играют формулы Сохоцкого. Если L – гладкая линия на комплексной плоскости и функция 
j : L →  удовлетворяет условию Гёльдера 

j j mmt t c t t1 2 1 2 0 1( ) - ( ) ≤ - < ≤, ,

то для интеграла типа Коши

F z
i z

d
L

( ) = ( )
-∫

1
2p

j t
t

t

справедливы следующие предельные формулы Сохоцкого [1; 2]:
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В настоящей работе получены аналогичные формулы для интегралов
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В формуле (1) непрерывная ветвь логарифма ln t -( )z  выбрана с разрезом вдоль части действитель-
ной оси от t до + ∞  так, что

- ≤ -( ) <p t
2

0.arg i

Нам понадобятся сингулярные интегралы вида
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с дополнительной логарифмической особенностью.
Лемма 1. Интеграл (2), где функция j удовлетворяет условию Гёльдера, существует в смысле 

главного значения и равен
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Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению главного значения интеграла

0

1

0
0

1

∫ ∫ ∫
( ) -

-
= ( ) -

-
+ ( )

→

-

+

j t t
t

t
j t t

t
t

j t
e

e

e

ln
lim

ln lnn t n

t

nt
t

d
t

t
d

tt
t

t

j t j
t

t t
j t

e

e

e

-
-









 =

= ( ) - ( )
-

- + ( )
→

-

+
∫ ∫

t
t

d

t
t

t d
t

n

t

lim ln
0

0

1 -- ( )
-

-








 + ( ) -

-
=

= ( ) - ( )
-

∫

∫

j
t

t t j
t

t
t

j t j
t

t
t

t d t
t
t
d

t

n
n

ln
ln

0

1

0

1

tt
t d

n
t tn n nln ln ln .t t- +

+
-( ) -( )+ +1

1
11 1

Здесь последний интеграл сходится как несобственный. Лемма доказана.
Далее, будем использовать следующие обозначения:
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Лемма 2. Предположим, что функция φ удовлетворяет условию Гёльдера и t ∈( )0 1; . Тогда
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Нам нужна оценка следующей величины:
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Пусть t – d < t < t. Можно далее считать, что d < 1
4
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Далее, с учетом (4) и (5) получим оценку
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Из (6) и (7) получаем аналогичную оценку:
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Когда t < t < t + d, получаем аналогичную оценку для (3):
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Если учесть условие Гёльдера и выбирать нужное d, то из (8) и (9) получим неравенство 
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Теперь при достаточно малом z t-  получим неравенство I2 < e. Аналогично находим, что I4 < e. 
Из этих оценок и неравенства (10) следует утверждение леммы для случая n = 1. Поскольку
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то для общего случая (n > 1) можно применить метод математической индукции. Лемма доказана.
Для предельных значений интегралов (1) введем следующие обозначения:
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Справедлива следующая теорема.
теорема 1. Пусть t ∈( )0 1;  и интегралы Ψn t( )  заданы формулами (2). Тогда справедливы следую-
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Если t∈ ∞( )1; ,  то
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Проведем доказательство для n = 1 и t ∈( )0 1; . С одной стороны, поскольку
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С другой стороны, по лемме 2
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Если учесть формулу (17), то можно найти
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Аналогично можно получить формулу для функции F1
- ( )t ,  а также рассмотреть случай n > 1. До-

казательство формулы (16) проводится так же, как и в случае особого интеграла типа Коши [1; 2].
С помощью формул (14) и (15) можно получить аддитивное представление для сингулярных интег-

ралов (2). Ограничимся случаем n = 1.
теорема 2. Справедлива следующая формула:
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим три интеграла типа Коши:
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Из свойств интегралов типа Коши [1; 2] следует, что функции F z F z F z1 2 3( ) ( ) ( ), ,  имеют интегрируе-
мые особенности в точках z = 0, z = 1 и стремятся к нулю, когда z стремится к бесконечности. Кроме 
того, из теоремы 2 получим при t ∈( ) ∪ ∞( )0 1 1; ;

F F1 1 1 2 3 1 2 3
+ - + + + - - -( ) - ( ) = ( ) - ( ) - ( )( ) - ( ) - ( ) - ( )(t t F t F t F t F t F t F t )).

Тогда из принципа аналитического продолжения следует, что

F1 1 2 3z F z F z F z( ) = ( ) - ( ) - ( ).
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Если теперь расписать это равенство для t ∈( )0 1;  как

F1 1 2 3
+ + + +( ) = ( ) - ( ) - ( )t F t F t F t ,

то после преобразований получим формулу (18) при n = 1.
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