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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ  
УРАВНЕНИЙ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 

Б. С. КАЛИТИН 1)

1)Белорусский государственный университет,  
пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Исследуется задача устойчивости равновесия нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений ме-
тодом знакопостоянных функций Ляпунова. Выделены типы нелинейных дифференциальных уравнений третье-
го порядка общего вида, для которых выбор знакопостоянной функции не представляет сложностей. Для таких 
уравнений получены достаточные условия свойств устойчивости и асимптотической устойчивости (локальной 
и глобальной). Результаты об асимптотической устойчивости равновесия совпадают с необходимыми и достаточ-
ными условиями в соответствующем линейном случае. Следовательно, они отвечают общепринятым требовани-
ям. Проведенные исследования показывают, что использование знакоположительных функций может дать пре-
имущества по сравнению с классическим методом применения определенно-положительных функций Ляпунова. 

Ключевые слова: дифференциальное уравнение; равновесие; устойчивость; знакопостоянная функция Ля-
пунова. 
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In this paper, we study the problem of stability of the equilibrium of nonlinear ordinary differential equations by the 
method of semi-definite Lyapunov’s functions. We have identified nonlinear third order differential equations of gene-
ral form for which the choice of a semi-definite function does not present difficulties. For such equations, sufficient 
conditions of stability and asymptotic stability (local and global) are obtained. The results of asymptotic stability of the 
equilibrium coincide with necessary and sufficient conditions in the corresponding linear case. Consequently, they meet 
generally accepted requirements. The conducted studies show that the use of semi-defined positive functions can give 
advantages in comparison with the classical method of application of Lyapunov’s definite positive functions. 
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Введение 
Задача об устойчивости нелинейных дифференциальных уравнений третьего порядка вида 

��� � ��x F x x x+ ( ) =, , 0  рассматривалась многими авторами [1–8]. Подробное изложение результатов дано 
в монографии Е. А. Барбашина [9]. В указанных работах решается задача об устойчивости в целом 
(глобальная асимптотическая устойчивость) равновесия x x x= = =� �� 0  с использованием прямого мето-
да А. М. Ляпунова [10], подразумевающего построение определенно-положительной функции V с не-
положительной производной по времени �V.  Критерием качества полученных достаточных условий 
устойчивости в целом (а именно оценка близости достаточных условий к необходимым) служит тот 
факт, что в соответствующем линейном случае дифференциального уравнения ��� �� �x ax bx cx+ + + = 0,  
a b c, , ,∈�  такие условия являются необходимыми и достаточными для асимптотической устой- 
чивости. 

Начиная с 1978 г. [11; 12] и по настоящее время [13–25] разрабатывается теория второго метода 
Ляпунова с привлечением знакопостоянных функций, которая расширяет область применения прямого 
метода Ляпунова в решении задач устойчивости движения. Возможность использования знакоположи-
тельных функций вместо определенно-положительных обосновывается специально разработанными 
методами качественной теории динамических процессов. 

Цель настоящей статьи – проиллюстрировать применение знакопостоянных функций в решении про-
блем устойчивости равновесия на примере некоторых классов дифференциальных уравнений треть его 
порядка. 

Для полноты изложения кратко описаны основные результаты обобщенного прямого метода Ляпу-
нова для автономных дифференциальных уравнений. 

Метод знакопостоянных функций 
Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 

 � �x f x x G fn= ∈ ⊂ =( ), , ( ) ,0 0  (1)
где G – открытая связная окрестность начала координат;  f  : G → �n  - непрерывная функция, удовлет-
воряющая условиям, обеспечивающим единственность решений в G. 

Таким образом, можно считать, что в области G задана динамическая система, определяемая реше-
ниями x x t x x x0 0 00, , , ,( ) ( ) =  t ≥ 0. Уравнение (1) имеет решение x = 0 (состояние равновесия). 

Пусть �n  - вещественное n-мерное евклидово пространство с нормой ⋅ , Y - связное замкнутое 
подмножество �n,  содержащее начало координат, и B x xn

ε ε= ∈ <{ }� :  для ε > 0.  Напомним следую-
щие понятия и определения теории устойчивости [9; 10; 26]. 

Решение x = 0 системы (1) является: 
 •Y-устойчивым, если ∀ >( ) ∃ = ( ) >( ) ∀ ∈ ∩( ) ⇒ ( ) < ∀ ≥ε δ δ ε εδ0 0 00 0x B Y x x t t, ;  
 •Y-притягивающим, если ∀ >( ) ∀ >( ) ∃ >( ) ∀ ∈ ∩( ) ⇒ ( ) < ∀ ≥σ a aσ0 0 0 0 0T x B Y x x t t T, ;
 •Y-асимптотически устойчивым, если оно Y-устойчиво и Y-притягивающее;
 •B-устойчивым относительно Y [18, с. 194], если оно Y-устойчиво и для любой окрестности U на-

чала координат существует компактное, положительно инвариантное, Y-асимптотически устойчивое 
множество K, содержащее точку x = 0; 

 • глобально Y-притягивающим, если ∀x0 ∈ Y решение x x t0 0,( ) →  при t → + ∞;
 • глобально Y-асимптотически устойчивым, если оно Y-асимптотически устойчиво и глобально 

Y-притягивающее.
Отметим, что Y-асимптотическая устойчивость влечет B-устойчивость относительно Y. При Y n= �  

из приведенных определений получаем общепринятые свойства устойчивости, притяжения и асимпто-
тической устойчивости [26, с. 18–20]. 

Пусть �+ - множество неотрицательных действительных чисел, U - подмножество �n,  U  - замы-
кание U, C U1 , �+( )  - множество непрерывно дифференцируемых функций V U: .→ +�

Теорема 1 [14 -16]. Пусть существуют окрестность U точки x = 0 и функция V C U∈ ( )+1 , �  та-
кая, что: 

1) V x x U V( ) ≥ ∀ ∈ ( ) =0 0 0, ;
2) �V x x U( ) ≤ ∀ ∈0 ;
3) решение x = 0  системы (1) B-устойчиво относительно Y x U V x0 0= ∈ ={ }: ( ) .  
Тогда нулевое решение системы (1) устойчиво. 



27

Дифференциальные уравнения и оптимальное управление 
Differential Equations and Optimal Control 

Теорема 2 [11; 19, с. 66; 20, с. 239]. Пусть существуют окрестность U точки x = 0 и функция 
V C U∈ ( )+1 , �  такая, что: 

1) V x x U V( ) ≥ ∀ ∈ ( ) =0 0 0, ;
2) �V x x U( ) ≤ ∀ ∈0 ;
3) решение x = 0 системы (1) Y-асимптотически устойчиво для Y x U V x= ∈ ( ) ={ }: .� 0  

Тогда начало координат системы (1) асимптотически устойчиво. 
Теорема 3 [11; 19, с. 66; 20, с. 207]. Пусть G n= � .  Предположим, что для системы (1) существует 

непрерывно дифференцируемая функция V C n∈ ( )+1 � �,  такая, что: 
1) V x x Vn( ) ≥ ∀ ∈ ( ) =0 0 0� , ;
2) � �V x x n( ) ≤ ∀ ∈0 ;
3) x = 0 глобально Y∞ -асимптотически устойчиво для Y x V xn

∞ = ∈ ( ) ={ }� �: 0 ;  
4) все решения системы (1) ограничены при t ≥ 0. 

Тогда решение x = 0 системы (1) глобально асимптотически устойчиво. 
Замечание 1. Использование знакопостоянной функции Ляпунова со свойствами V x( ) ≥ 0,  V 0 0( ) = ,  
�V x( ) ≤ 0  в теоремах 1-3 дает дополнительную информацию о наличии положительно инвариантного 

множества Y x U V x0 0= ∈ ( ) ={ }: ,  т. е. ∀ ∈x Y0 0  x x t Y0 0,( ) ∈  для всех t > 0. Следовательно, в конкретном 
случае использования знакоположительной функции Ляпунова со знакоотрицательной производной по 
времени неустойчивость равновесия относительно множества Y0  влечет его неустойчивость относи-
тельно всего фазового пространства. 

Уравнения третьего порядка 
1. Рассмотрим дифференциальное уравнение 

 ��� � �� � �x a x x x f x x x+ ( ) + ( ) = ∈, , , ,0  (2)
где функции a :� � �× →  и f :� � �× →  непрерывны и обеспечивают единственность решений. 
Пусть f 0 0 0, ,( ) =  т. е. уравнение обладает нулевым решением x x x= = =� �� 0.  

Предположим, что существуют непрерывно дифференцируемая функция a :� � �× → , a 0 0 0, ,( ) =  
и число h > 0  такое, что выполнено тождество
 f x y y x y a x yx y, , ,( ) = ′ + ( ) ( ) - ′( )a a a  для всех x y h, .( ) <  (3)

Здесь положено ′ =
∂ ( )

∂
a

a
x

x y
x
,

, ′ =
∂ ( )

∂
a

a
y

x y
y
,
.

От уравнения (2) перейдем к системе уравнений, используя замену переменных 
y x z x x y= = + ( )� ��, , .a

Для координаты z последовательно получаем

� ��� � � �� � �z x x y a x y x f x y x y

a x y
x y x y= + ′ + ′ = - ( ) - ( ) + ′ + ′ =

= - ( )
a a a a, ,

, zz x y f x y y xx y- ( )( ) - ( ) + ′ + ′ =a a a, , ��

= - ( ) - ( )( ) - ( ) + ′ + ′ - ( )( ) =

= - ( ) -

a x y z x y f x y y z x y

f x y a x y
x y, , , ,

, ,

a a a a

(( ) - ′( ) - ( )( ) + ′a a ay xz x y y, .

Заменив функцию f x y,( )  ее представлением (3), приходим к системе уравнений 
 � � �x y y z x y z a x y x y zy= = - ( ) = - ( ) - ′ ( )( ), , , , , .a a  (4)

Поясним тождество (3) для линейного случая, когда уравнение (2) имеет вид
 ��� �� � �x ax bx cx a b c+ + + = ∈0, , , .  (5)
Из предполагаемого равенства (3) выводим
 cx by x y y x y a x yx y+ = ′ ( ) + ( ) - ′ ( )( )a a a, , , .  (6)
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Если уравнению (6) удовлетворяет линейная функция a a bx y x y, ,( ) = +  a b, ,∈�  то, подставляя ее 
в тождество (3), приходим к равенствам
 c a b a= -( ) = + -( )a b a b b, .  (7)

Отсюда c b a a= - -( )( ) -( )b b b ,  или c a b a= - +( ) -( )b b b2 .  Поэтому число b является корнем кубиче-
ского уравнения 

 b b b3 2 22 0- + +( ) + - =a a b c ab .  (8)

Как известно, вещественный корень b ∈�  уравнения (8) всегда существует. Определяя таким обра-

зом b, из первого уравнения (7) имеем: a
b

b=
-

≠c
a

a, .

В результате анализа проведенных рассуждений можно сделать вывод о том, что в линейном случае 
для задачи об асимптотической устойчивости всегда существует функция a x y, ,( )  удовлетворяющая 
равенству (3). Отметим, что вырожденный случай b = a дает c = 0. Следовательно, нулевое решение 
линейного уравнения (5) не может быть асимптотически устойчивым. 

С учетом равенств (7) характеристическое уравнение для (5) записывается в виде

λ λ a b b λ a b3 2 0+ + + -( )( ) + -( ) =a a a ,  т. е. λ bλ a λ b2 0+ +( ) + -( ) =a .

Для асимптотической устойчивости нулевого решения (5) корни характеристического уравнения 
должны иметь отрицательные вещественные части. Последнее будет выполнено при условиях

a > > >b a0 0, .
Возьмем знакопостоянную в пространстве �3  функцию 

 V x y z z, , , .( ) = 0 5 2  (9)

Ее производная по времени в силу системы (4) равна 

 �V x y z a x y x y zy, , , , .( ) = - ( ) - ′ ( )( )a 2  (10)

Производная будет неположительной в h-окрестности равновесия x = y = z = 0 системы (4), если 

 a x y x yy, ,( ) ≥ ′ ( )a  для x y h, .( ) <  (11)

Устойчивость. Воспользуемся теоремой 1. Заметим, что множество Y0,  на котором V x y z, , ,( ) = 0  
определяется равенством z = 0. Это множество положительно инвариантно, и на нем система (4) пере-
ходит в систему второго порядка 
 � �x y y x y= = - ( ), , .a  (12)

Согласно теореме 1 при наличии знакоположительной функции V со знакоотрицательной про-
изводной по времени �V  асимптотическая устойчивость решения x = y = 0 системы (12) (а значит, 
и B-устойчивость) влечет устойчивость решения x = y = z = 0 системы уравнений (5). Напомним, что 
система (12) изучена в работе [27]. Приемлемые условия асимптотической устойчивости такой систе-
мы отмечены следующими соотношениями [9, с. 84]:

 a a ax x x h y x y x y, , ; , , , .0 0 0 0 0 0( ) > < < ( ) - ( )( ) > ≠    (13)

Таким образом, устойчивость решения x = y = z = 0 системы (4) будет обеспечена, если существует 
непрерывно дифференцируемая функция a x y, ,( )  удовлетворяющая тождеству (3) и неравенству (11), 
а также выполнены условия (13). 

Требование асимптотической устойчивости системы (12) можно ослабить, заменив его согласно 
тео реме 1 требованием B-устойчивости нулевого решения указанной системы. Это будет выполнено, 
например, если начало координат системы (12) имеет тип «центро-фокус» [28, с. 86] с функцией 

a πx y y
x y

x x y, sin , .( ) =
+







+ + >2
2 2

2 2 0
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Для данного случая усиление результата состоит в том, что на множестве, где V x y z, , ,( ) = 0  вместо 
Y0-асимптотической устойчивости имеет место ситуация с неасимптотической устойчивостью. 

Асимптотическая устойчивость. Пусть выполняются условия (13). Тогда из второго условия с уче-
том непрерывной дифференцируемости функции a x y,( )  следует, что в достаточно малой окрестности 
точки x = y = 0 необходимо выполняется неравенство ′ ( ) >a y x y, .0  В этом легко убедиться, воспользо-
вавшись формулой Тейлора для функции a x y, .( )

При исследовании задачи об асимптотической устойчивости снова воспользуемся знакопостоянной 
функцией (9) с производной по времени (10), но с той лишь разницей, что теперь потребуем выполне-
ние условий более жестких, чем (11), а именно: 
 a x y x y x y hy, , , , .( ) > ′ ( ) > ( ) <a 0  (14)

Тогда множества Y0 и Y, где соответственно V x y z, ,( ) = 0  и �V x y z, , ,( ) = 0  совпадают. Следователь-
но, имеют место все условия теоремы 2. Таким образом, если существует функция a x y, ,( )  удовлетво-
ряющая тождеству (3) и неравенствам (13) и (14), то нулевое решение x = y = z = 0 системы дифферен-
циальных уравнений (4) будет асимптотически устойчивым. 

Отметим, что указанные достаточные условия асимптотической устойчивости являются необходи-
мыми и достаточными в линейном случае уравнения (5) с условиями (7). 

Глобальная асимптотическая устойчивость. Для того чтобы применить теорему 3, необходимо во 
всех требованиях предыдущего подраздела положить (формально) h = +∞  и доказать при этом ограни-
ченность всякого решения x t y t z t( ) ( ) ( )( ), ,  системы (4). 

Глобальная асимптотическая устойчивость нулевого решения системы (12) будет иметь место при 
следующих условиях [9, c. 84]: 

 a a a ax x x y x y x y x dx x
x

, , ; , , , ; , .0 0 0 0 0 0 0
0

( ) > ≠ ( ) - ( )( ) > ≠ ( ) → +∞ → ∞∫  при a a a ax x x y x y x y x dx x
x

, , ; , , , ; , .0 0 0 0 0 0 0
0

( ) > ≠ ( ) - ( )( ) > ≠ ( ) → +∞ → ∞∫   (15)

Считая, что требования (15) выполнены, рассмотрим определенно положительную функцию 

V x y z y x dx c z c
x

, , , , .( ) = + ( ) + >∫
1
2

0
2

02

0

2a

Ее производную по времени в силу системы (4) можно преобразовать следующим образом: 
�V x y z yz y x y y x c a x y x y z

c a x y

y, , , , , ,

,

( ) = - ( ) + ( ) - ( ) - ′ ( )( ) =
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Потребуем выполнение условий
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( ) > ′ ( ) > ∀( ) ∈
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a a
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0

0 1
4

2�

(( )( ) ≠, ,y 0
 (16)

которые обеспечивают знакоотрицательность производной. Отметим, что во втором неравенстве (16) 
число c > 0 можно взять как угодно большим. 

Таким образом, условия глобальной асимптотической устойчивости нулевого решения системы (4) 
сводятся к выполнению требований (15) и (16) при достаточно большом c > 0. 

Теорема 4. Предположим, что для дифференциального уравнения (2 ) существует непрерывно диф-
ференцируемая функция a x y,( ), удовлетворяющая тождеству (3) и неравенству (11). Тогда решение 
x x x= = =� �� 0  уравнения (2) будет: 

 • устойчивым, если выполнены условия (13); 
 • асимптотически устойчивым, если выполнены условия (13) и (14); 
 • глобально асимптотически устойчивым, если выполнены условия (15) и условия (16) при доста-

точно большом c > 0. 
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Пример 1. Рассмотрим уравнение третьего порядка 

 ��� � �� � � �x a x x x x x x a x x+ ( ) + + +( ) ( ) -( ) =, , ,a a a a2 2 2 2 0  (17)

где a ∈�  - постоянный параметр, а функция a :� � �× →  непрерывна и обеспечивает единствен-
ность решений. Положив для уравнения (17) 

a a a a a a ax y x y f x y y x y a x y, , , , ,( ) = + ( ) = + +( ) ( ) -( )2 2 22 2 2

легко проверить, что выполняются тождества (3). В данном случае система (12) линейна, ее характери-
стическое уравнение есть λ aλ a2 22 0+ + = ,  т. е. имеется единственный корень λ a= - .

Согласно теореме 4 решение x x x= = =� �� 0  уравнения (17) будет устойчивым, если найдется такое 
h > 0, что 

a x x, �( ) ≥ >2 0a  для x x h, ,�( ) <
асимптотически устойчивым, когда 

a x x, �( ) > >2 0a  для x x h, .�( ) <

Нулевое решение уравнения (18) будет глобально асимптотически устойчивым, когда для некоторого 
достаточно большого числа c > 0  выполняется неравенство 

a x x
c

, �( ) > +2 1
8

a
a

 ∀( ) ∈x x, .� �2

Замечание 2. Полученные в примере условия глобальной асимптотической устойчивости не требу-
ют предположений о существовании частных производных функции a x x, ,�( )  которые присутствуют 
в каждом из утверждений [9, гл. V, § 1] для скалярных дифференциальных уравнений третьего порядка. 
Таким образом, теорема 4 выделяет новый класс дифференциальных уравнений, для которых сформу-
лированы достаточные условия глобальной асимптотической устойчивости. 

2. Рассмотрим дифференциальное уравнение третьего порядка 

 ��� � �� � �x f x x x f x x c x cx+ ( ) +( ) + ( ) +( ) + =, , ,a a a 0  (18)

где a и c - постоянные величины; функция f :� � �× →  непрерывна и обеспечивает условия един-
ственности решений. От уравнения (18) перейдем к системе уравнений, используя обозначения 
y x x z y= + =� �a , .  Тогда для переменной z будем иметь

� �� ��� �� � �� � � ��z y x x f x x x f x x c x cx x= = + = - ( ) +( ) - ( ) +( ) - + =

=

a a a a a, ,

-- ( ) +( ) - +( ) = - ( ) - = - -( ) -f x x x x c x x f x x y cy f x y x z cy, , , .� �� � � � �a a a

В результате получим систему дифференциальных уравнений 

 � � �x x y y z z cy x y z= - + = = - - ( )a ϕ, , , ,  (19)

где положено ϕ ax y f x y x, , .( ) = -( )  Предположим, что с > 0, и рассмотрим знакопостоянную функцию 

 V x y z cy z, , , .( ) = +( ) ≥0 5 02 2  (20)

Ее производная по времени в силу (19) есть �V x y z x y z, , , .( ) = - ( )ϕ 2  Для знакоотрицательности произ-
водной потребуем, чтобы для некоторого числа h > 0 выполнялось 

 ϕ x y,( ) ≥ 0  при x y h, .( ) <  (21)

Устойчивость. Укажем условия, обеспечивающие требования теоремы 1. Заметим, что множество 
Y0,  на котором V x y z, , ,( ) = 0  определяется равенствами y = z = 0. Это множество положительно инва-
риантно и на нем система (19) переходит в скалярное дифференциальное уравнение 
 �x x= -a .  (22)

Согласно теореме 1 при наличии функции V x y z, ,( ) ≥ 0  для c > 0 с производной �V x y z, ,( ) ≤ 0  асим-
птотическая устойчивость решения x = 0 уравнения (22) (а значит, и B-устойчивость) влечет устой-
чивость решения x = y = z = 0 системы уравнений (19). Очевидно, что при a > 0 нулевое решение 
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уравнения (22) асимптотически устойчиво. Следовательно, решение x = y = z = 0 системы (19) будет 
устойчивым, если c > 0, a > 0 и при некотором h > 0  выполнено условие (21). 

Асимптотическая устойчивость. Потребуем выполнение строгих неравенств: 

 ϕ x y x y h, , , ;( ) > ( ) <0  c > >0 0, .a  (23)

Для того чтобы воспользоваться теоремой 2, рассмотрим множество, где �V = 0.  Оно определяется 
равенством z = 0. На этом множестве система (19) упрощается, а именно: с учетом неравенства c > 0 
она сводится к скалярному дифференциальному уравнению (22), нулевое решение которого асимпто-
тически устойчиво при a > 0.  Следовательно, по теореме 2 решение x = y = z = 0 системы (19) будет 
асимптотически устойчивым, если имеют место неравенства (23). 

Глобальная асимптотическая устойчивость. Согласно теореме 3 укажем условия, которые наряду 
с (23) при всех x y,( ) ∈�2  обеспечивают ограниченность любого решения x t y t z t( ) ( ) ( )( ), ,  системы (19) 
при t ≥ 0.  Заметим, что наличие знакопостоянной функции (20) при c > 0 со знакоотрицательной про-
изводной в силу указанной системы означает ограниченность компонент y t( )  и z t( )  в том смысле, что 
можно указать числа A > 0  и B > 0, для которых y t A z t B( ) < ( ) <,  ∀ >t 0.

Рассмотрим еще одну функцию Ляпунова V x x1
20 5( ) = , .  Ее производная по времени в силу (19) есть 

�V x x xy1
2( ) = - +a .  Поскольку компонента y t( )  всякого решения x t y t z t( ) ( ) ( )( ), ,  системы (19) ограни-

чена при t ≥ 0,  а a > 0, то для достаточно больших значений x t( )  выполняется �V x1 0( ) < .  Это и означает 
ограниченность компоненты x t( )  при t ≥ 0.

В результате приходим к следующей теореме. 
Теорема 5. Предположим, что c > 0, a > 0. Тогда решение x x x= = =� �� 0  уравнения (18) будет: 
 •  устойчивым, если при некотором h > 0 f x x x, � -( ) ≥a 0  для x x h, �( ) < ;
 •  асимптотически устойчивым, если при некотором h > 0 f x x x, � -( ) >a 0  для x x h, �( ) < ;  
 •  глобально асимптотически устойчивым, если f x x x, � -( ) >a 0  для x x, .� �( ) ∈ 2

Нетрудно проверить, что условия асимптотической устойчивости теоремы 5 совпадают с аналогич-
ными условиями в линейном случае, когда для уравнения (18) f x x a, �( ) = = const.

Заключение
Отметим следующие свойства полученных результатов, вытекающие из проведенных исследований 

устойчивости равновесия. 
Во-первых, в каждом из рассмотренных случаев построение знакоположительной функции V ока-

зывается достаточно простым, в то время как совершенно не очевидно, что поиск знакоопределенной 
функции Ляпунова, соответствующей классической теории устойчивости, приведет к положительному 
результату. 

Во-вторых, нетрудно убедиться в том, что требования теорем 4 и 5 относительно глобальной асим-
птотической устойчивости не совпадают с соответствующими требованиями в утверждениях (изло-
женных в [9]) для скалярного дифференциального уравнения вида (2).
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