
29

Дифференциальные уравнения и оптимальное управление 
Differential Equations and optimal control 

О б р а з е ц   ц и т и р о в а н и я:
Гладков А. Л., Кавитова Т. В. О начально-краевой задаче 
для нелокального параболического уравнения с нелокаль-
ным граничным условием // Журн. Белорус. гос. ун-та. Ма-
тематика. Информатика. 2018. № 1. С. 29–38.

F o r  c i t a t i o n:
Gladkov A. L., Kavitova T. V. On the initial-boundary value 
problem for a nonlocal parabolic equation with nonlocal boun-
dary condition. J. Belarus. State Univ. Math. Inform. 2018. No. 1. 
P. 29–38 (in Russ.).

а в т о р ы:
Александр Львович Гладков – доктор физико-математиче-
ских наук, профессор; заведующий кафедрой математиче-
ской кибернетики механико-математического факультета.
Татьяна Валерьевна Кавитова – старший преподаватель 
кафедры геометрии и математического анализа факультета 
математики и информационных технологий.

a u t h o r s:
Alexander L. Gladkov, doctor of science (physics and mathe-
matics), full professor; head of the department of mathematical 
cybernetics, faculty of mechanics and mathematics.
gladkoval@bsu.by
Tatiana V. Kavitova, senior lecturer at the department of geo-
metry and mathematical analysis, faculty of mathematics and 
information technologies.
kavitovatv@tut.by

УДК 517.95

о  наЧаЛЬно-кРаЕВоЙ  ЗаДаЧЕ  
ДЛя  нЕЛокаЛЬноГо  ПаРаБоЛиЧЕСкоГо  

УРаВнЕния  С  нЕЛокаЛЬнЫМ  ГРаниЧнЫМ  УСЛоВиЕМ
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Рассмотрено нелинейное нелокальное параболическое уравнение u u a x t u u y t dy b x t ut
r p q= + ( ) ( ) - ( )∫D
W

, , ,  для 

x t, ,( ) ∈ × + ∞( )W 0  с нелинейным нелокальным граничным условием u x t k x y t u y t dyl, , , ,
,( ) = ( ) ( )∂ × +∞( ) ∫W

W
0

 и началь-

ными данными u x u x x, , ,0 0( ) = ( ) ∈W  где r, p, q, l - положительные постоянные; W - ограниченная область в про-
странстве n  с гладкой границей ∂W.  Неотрицательные функции a x t,( ) и b x t,( ) определены при x ∈ W,  t ≥ 0 и ло-
кально непрерывны по Гёльдеру, неотрицательная непрерывная функция k x y t, ,( )  определена при x ∈ ∂W, y ∈W, 

t ≥ 0, неотрицательная непрерывная функция u x0 ( ) – при x ∈ W  и удовлетворяет условию u x k x y u y dyl
0 00( ) = ( ) ( )∫ , ,

W

 

при x ∈ ∂W. Изучены классические решения. Для доказательства существования локального максимального ре-
шения рассмотрена регуляризация исходной задачи. Установлены существование локально го решения регуля-
ризованной задачи и сходимость ее решений к локальному максимальному решению исходной задачи. Введены 
понятия верхнего и нижнего решений. Показано, что верхнее решение не меньше нижнего. Для нетривиальных 
начальных функций при выполнении определенных условий на данные задачи установлена положительность 
решений. Как следствие положительности решений и принципа сравнения решений доказана теорема единствен-
ности решения.

Ключевые слова: нелинейное параболическое уравнение; нелокальное граничное условие; существование ре-
шения; принцип сравнения.
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We consider a nonlinear nonlocal parabolic equation u u a x t u u y t dy b x t ut
r p q= + ( ) ( ) - ( )∫D
W

, , ,  for x t, ,( ) ∈ × + ∞( )W 0  

with nonlinear nonlocal boundary condition u x t k x y t u y t dyl, , , ,
,( ) = ( ) ( )∂ × +∞( ) ∫W

W
0

 and initial data u x u x x, , ,0 0( ) = ( ) ∈W  

where r, p, q, l are positive constants; W is a bounded domain in n  with smooth boundary ∂W. Nonnegative functions 
a x t,( ) and b x t,( ) are defined for x ∈ W,  t ≥ 0 and local Hӧlder continuous, nonnegative continuous function k x y t, ,( ) is 
defined for x ∈ ∂W, y ∈W, t ≥ 0, nonnegative continuous function u x0 ( ) is defined for x ∈ W and satisfies the condition 
u x k x y u y dyl
0 00( ) = ( ) ( )∫ , ,

W

 for x ∈ ∂W. In this paper we study classical solutions. To prove the existence of a local maxi-

mal solution, we consider the regularization of the original problem. We establish the existence of a local solution of the 
regularized problem and the convergence of solutions of this problem to a local maximal solution of the original problem. 
We introduce definitions of a supersolution and a subsolution. It is shown that a supersolution is not less than a subso-
lution. We establish the positiveness of solutions of the problem with nontrivial initial data under certain conditions on 
the data of the problem. As a consequence of the positiveness of solutions and the comparison principle of solutions, we 
prove the uniqueness theorem.

Key words: nonlinear parabolic equation; nonlocal boundary condition; existence of solution; comparison principle.

Рассмотрено нелинейное параболическое уравнение

 u u a x t u u y t dy b x t u x tt
r p q= + ( ) ( ) - ( ) ∈ >∫D W

W

, , , , , ,0  (1)

с нелинейным нелокальным граничным условием

 u x t k x y t u y t dy x tl, , , , , , ,( ) = ( ) ( ) ∈ ∂ >∫
W

W 0  (2)

и начальным условием
 u x u x x, , ,0 0( ) = ( ) ∈W  (3)

где r, p, q, l - положительные постоянные; W - ограниченная область в пространстве 


n  (n ≥ 1) с глад-
кой границей ∂W.

Относительно данных задачи (1) - (3) в работе сделаны следующие предположения:

a x t b x t C a x t b x t, , , , , , , , , ;( ) ( ) ∈ × + ∞[ )( ) < < ( ) ≥ ( ) ≥loc
a aW 0 0 1 0 0

k x y t C k x y t, , , , , , ;( ) ∈ ∂ × × + ∞[ )( ) ( ) ≥W W 0 0

u x C u x x u x k x y u y dy xl
0 0 0 00 0( ) ∈ ( ) ( ) ≥ ∈ ( ) = ( ) ( ) ∈∂∫W W W

W

, , , , , , .

Начально-краевые задачи с нелокальностями в уравнении или граничном условии рассматри-
вались в ряде работ [1-11]. В частности, в [1] доказан принцип сравнения для задачи (1) - (3) при 
a x t b x t, , ,( ) ≡ ( ) ≡ 0  k x y t k x y, , , ,( ) = ( )  l = 1, с нелинейным членом g x u,( ) в уравнении. Задача (1) - (3) 
при a x t,( ) ≡ 0  рассмотрена в [8], где доказаны существование локального решения, принцип сравне-
ния решений и исследованы вопросы единственности и неединственности решений, а также в [6], где 
получены условия существования глобального решения и обращения решения в бесконечность в течение 
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конечного времени. В [2] исследуются вопросы существования локального и глобального решений за-
дачи (1) - (3) при a x t b x t, , ,( ) ≡ ( ) ≡ 0  k x y t k x y, , , ,( ) = ( )  l = 1, с нелокальным членом g u y t dy,( )( )∫

W

 

в уравнении. В работе [3] получены условия существования и отсутствия глобальных положительных 
решений задачи (1) - (3) при a x t, ,( ) ≡ 1  r = 0, b x t b, ,( ) ≡  k x y t k x y, , , ,( ) = ( )  l = 1. В [5] доказан принцип 
сравнения решений и определены условия существования и отсутствия глобальных положительных 
решений задачи (1) - (3) при a x t, ,( ) ≡ 1  r = 0, b x t b, ,( ) ≡  k x y t k x y, , , .( ) = ( )

В настоящей работе для задачи (1) - (3) установлено существование локального решения и доказан 
принцип сравнения решений.

Локальное существование
Пусть Q T S T S TT T T T= × ( ) = ∂ × ( ) = ∪ × { } >W W G W0 0 0 0, , , , , .
Определение 1. Назовем неотрицательную функцию u x t C Q C QT T T, ,( ) ∈ ( ) ∩ ∪( )2 1 G  верхним ре-

шением задачи (1) - (3) в QT , если

 u u a x t u u y t dy b x t u x t Qt
r p q

T≥ + ( ) ( ) - ( ) ( )∈∫D
W

, , , , , ,  (4)

 u x t k x y t u y t dy x t Sl
T, , , , , , ,( ) ≥ ( ) ( ) ( ) ∈∫

W

 (5)

 u x u x x, , .0 0( ) ≥ ( ) ∈W  (6)

Неотрицательную функцию u x t C Q C QT T T, ,( ) ∈ ( ) ∩ ∪( )2 1 G  назовем нижним решением задачи 
(1) - (3) в QT , если неравенства (4) - (6) выполнены с противоположным знаком. Функцию u x t,( ) будем 
называть решением задачи (1) - (3) в QT , если u x t,( ) одновременно является верхним и нижним реше-
ниями задачи (1) - (3) в QT .

Определение 2. Назовем решение u x t,( ) задачи (1) - (3) в QT максимальным, если для любого другого 
решения v x t,( ) задачи (1) - (3) в QT выполнено неравенство v x t u x t x t QT, , , , .( ) ≤ ( ) ( ) ∈

Пусть последовательность em{ }  такова, что 0 < em < 1 и em → 0 при m → ∞.  При e = em, m = 1, 2, …, 
введем в рассмотрение функции u x0e ( ),  удовлетворяющие следующим условиям:

 

u x C u x u x u x ooo

u x u x o
i j i j0 0 0 0

0 0

e e e e

e

e e e( ) ∈ ( ) ( ) ≥ ( ) ≥ ( ) ≥

( ) → ( )
W , , ,

ooo

u x k x y u y dy xl

e

ee e

→

( ) = ( ) ( ) + ∈∂∫
0

00 0

,

, , , .
W

W
 (7)

Рассмотрим вспомогательную задачу

 

u u a x t u u y t dy b x t u b x t x t Q

u x t

t
r p q q

T= + ( ) ( ) - ( ) + ( ) ( )∈

(

∫D
W

, , , , , , ,

,

e

)) = ( ) ( ) + ( ) ∈

( ) = ( ) ∈










∫ k x y t u y t dy x t S

u x u x x

l
T, , , , , ,

, , ,
W

W

e

e0 0





 (8)

где e = em. Понятия решения, верхнего и нижнего решений задачи (8) вводятся аналогично определению 1.
теорема 1. Для некоторого T > 0 задача (8) имеет единственное решение в QT .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Построим верхнее решение задачи (8). Пусть k k x y t

T
= ( )

∂ × × ( )
sup , ,

,W W 0 1

 и a a x t
QT

= ( )sup ,
1

a a x t
QT

= ( )sup ,
1

 для некоторого T1 > 0. Рассмотрим вспомогательную функцию j x( ), обладающую следую-

щими свойствами:

для

при
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j j jex C x u x x k( ) ∈ ( ) ( ) ≥ ( )



 ( ) ≥

∂

2
0 1 1W

W W W
, inf max sup , , inf max , eexp .l y dyl-( )( ) ( ) +∫1 1j

W

Покажем, что функция w x t t x, exp( ) = ( ) ( )b j  является верхним решением задачи (8) в QT при под-
ходящем выборе b > 0 и T > 0.

Действительно, в QT получим

w w a x t w w y t dy b x t w b x t

t x

t
r p q q- - ( ) ( ) + ( ) - ( ) =

= ( ) ( ) -

∫D
W

, , , ,

exp

e

b bj DD
W

j b j jx a x t r p t x y dy

b x t

r p( ) - ( ) + -( )  ( ) ( )





+

+ ( )

∫, exp

, e

1

xxp b j eqt xq q( ) ( ) -( ) ≥ 0

при выполнении следующих неравенств:

b j j j b≥ + + -( )( ) ( ) ( ) ≤∫sup max , exp sup , min , / ,
W W W

D a r p x y dy T Tr p1 1 1 1 11( ).

На границе ST имеем

w x t k x y t w y t dy t x k x y t ltl, , , , exp , , exp( ) - ( ) ( ) - = ( ) ( ) - ( ) (∫ ∫
W W

e b j b )) ( ) - ≥

≥ ( ) ( ) - -( )  ( )





- ≥∫

j e

b j b j e

l

l

y dy

t x k l t y dyexp exp 1
W

00.

При x ∈ W выполнено
w x u x x u x, .0 00 0( ) - ( ) = ( ) - ( ) ≥e ej

Для доказательства существования решения задачи (8) введем в рассмотрение множество

B h x t C Q h x t w x t h x u xT= ( ) ∈ ( ) ≤ ( ) ≤ ( ) ( ) = ( ){ }, : , , , ,e e0 0

и задачу

 

u u a x t u y t dy b x t u b x t x t Q

u x t

t
r p q q

T= + ( ) ( ) - ( ) + ( ) ( ) ∈

(

∫D
W

, , , , , , ,

,

u e

)) = ( ) ( ) + ( ) ∈

( ) = ( ) ∈










∫ k x y t y t dy x t S

u x u x x

l
T, , , , , ,

, , ,
W

W

u e

e0 0





 (9)

где u ∈ B. Понятия решения, нижнего и верхнего решений задачи (9) вводятся аналогично определению 1.
Покажем, что множество B выпукло. Действительно, пусть h1, h2 ∈ B, тогда e q q≤ + -( ) ≤h h w1 21  

для q ∈[ ]0 1, . Отметим, что для некоторого T задача (9) имеет решение u C Q C QT T∈ ( ) ∩ ( )2 1,  [12]. 

Пусть  A - отображение, сопоставляющее каждой функции u ∈ B решение задачи (9), т. е. A uu( ) = . Убе-

димся в том, что A - непрерывное отображение множества B в себя. Несложно показать, что u x t,( ) = e 
и u x t w x t, ,( ) = ( ) являются нижним и верхним решениями задачи (9) соответственно. По принципу 
сравнения для задачи (9) A отображает множество B в себя.

Пусть G x y t, ; -( )t  есть функция Грина для уравнения теплопроводности с однородным граничным 
условием Дирихле. В [13; 14] доказаны следующие свойства функции Грина:
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G x y t x y t
G x y t

n
G x y t x

, ; , , , ,

, ;
, , ; , ,

-( ) ≥ ∈ ≤ <

∂ -( )
∂

≤ -( ) = ∈

t t

t
t

0 0

0 0

W

W yy t

G x y t dy x t

∈∂ ≤ <

-( ) ≤ ∈ ≤ <∫

W

W
W

, ,

, ; , , ,

0

1 0

t

t t

 (10)

где n  - единичная внешняя нормаль к ∂W. Несложно показать, что

 G x y t dy
G x t

n
dS d x t Q

t

T, ;
, ;

, , .( ) -
∂ -( )

∂
= ( ) ∈∫ ∫∫

∂W W

x t
tx

0

1  (11)

Как известно, функция u x t,( ) является решением задачи (9) тогда и только тогда, когда u x t,( ) удов-
летворяет в QT уравнению

 

u x t G x y t u y dy

G x y t a y u y
t

r p

, , ;

, ; , ,

( ) = ( ) ( ) +

+ -( ) ( ) ( )

∫

∫∫

0

0

e

t t t u η

W

W

,, , ,

, ;
, ,

t η t e t t

x t
x

( ) + ( ) - ( )( )





-

-
∂ -( )

∂

∫ d b y u y dyd

G x t
n

k y

q q

W

tt u t e tx( ) ( ) +





∫∫∫
∂

l
t

y dy dS d, .
WW0

 

(12)

Покажем, что отображение A непрерывно на множестве B. Действительно, пусть u1 и u2 - решения 
задачи (9) в QT с u = u1 и u = u2 соответственно, где ui ∈ B, i = 1, 2. Используя (10) и (12), получим

u u G x y t a y u y d
t

r p p
1 2

0
1 1 2- = -( ) ( ) ( ) ( ) - ( )( )∫∫ ∫, ; , , , ,t t t u η t u η t η

W W

++











+ ( ) - ( )( ) ( ) 


 - ( )∫u y u y d b y u yr r p q

1 2 2 1, , , , ,t t u η t η t t
W

(( ) - ( )( )


-

-
∂ -( )

∂
( ) ( ) -

u y dy d

G x t
n

k y y

q

l l

2

1 2

,

, ;
, , ,

t t

x t
x t u t u yy dydS d

G x y t a y u y

t

Q

p p r

T

,

sup , ; ,

t t

u u t t

x( )( ) ≤

≤ - -( ) ( )

∫∫∫
∂ WW

W

0

1 2 1 ,,

sup , ;

sup

t t

q t t

u u

( ) +

+ - -( ) -

- -

∫∫

∫∫

dyd

u u G x y t dyd

t

Q

t

Q

l

T

T

W

W

0

1 2
0

1 22
0

l
t G x t

n
k y dydS d

∂ -( )
∂

( )∫∫∫
∂

, ;
, , ,

x t
x t tx

WW

где

q e= ( ) ( )





( ) +- -r a x t w x t w x t q
Q

r

Q

r

Q

p

T T T

W sup , max , sup , sup , s1 1 uup , max , sup , .
Q

q

Q

q

T T

b x t w x t( ) ( )





- -e 1 1

Вследствие (10) можно выбрать постоянную T таким образом, чтобы выполнялось неравенство

q t tsup , ; .
Q

t

T

G x y t dyd-( ) <∫∫
W0

1
2
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Тогда, принимая во внимание неравенство

sup max , sup , sup , ;
Q

p

Q

p

QT T T

u u p w x t G x y t a1 2
1 12- ≤ ( )





-( )- -W e t yy w y dyd

l w x t

r
t

l

Q

l

T

, ,

max , sup ,

t t t

e

( ) ( ) +






+ ( )





∫∫

- -

W0

1 1 ssup
, ;

, , sup
Q

t

QT

G x t
n

k y dydS d-
∂ -( )

∂






( ) 




∫∫∫

∂

x t
x t tx

WW0 TT

u u1 2-

и свойства (10), (11), получим непрерывность отображения A на множестве B. Из предыдущих рас-
суждений также следует, что множество функций AB равномерно ограничено. В силу (12) и свойств 
функции Грина [14] множество AB равностепенно непрерывно. Тогда по теореме Арцела – Асколи 
множество AB относительно компактно в C QT( ).

Применяя теорему Шаудера, получим существование неподвижной точки ue отображения A в B та-
кой, что ue является решением задачи (8). Единственность решения задачи (8) следует из принципа 
сравнения, который может быть доказан аналогично тому, как это будет сделано в разделе «Принцип 
сравнения» для задачи (1) – (3). Теорема доказана.

теорема 2. Для некоторого T > 0 задача (1) – (3) имеет максимальное решение в QT .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ue - решение задачи (8). Тогда ue удовлетворяет в QT уравнению
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(13)

Применяя принцип сравнения для решений задачи (8) при e1 ≤ e2, получим u ue e1 2
≤ .  Согласно тео-

реме Дини для некоторого T > 0 последовательность u x te ,( ){ } сходится равномерно в QT  при e → 0 
к некоторой функции u x tm , .( )  Переходя к пределу при e → 0 в (13) и используя теорему Лебега о пре-
дельном переходе под знаком интеграла, приходим к выводу о том, что функция u x tm ,( ) удовлетворяет 
в QT уравнению
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t

, .t tx
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Следовательно, u x tm ,( ) есть решение задачи (1) – (3) в QT. Несложно показать, что u x tm ,( ) является 
максимальным решением задачи (1) – (3) в QT . Теорема доказана.

Принцип сравнения
теорема 3. Пусть u x t,( ) и u x t,( ) - нижнее и верхнее решения задачи (1) – (3) в QT  соответственно. 

Кроме того, если min , ,r p l( ) < 1,  то предположим, что u x t,( ) > 0 или u x t,( ) > 0 при x t QT T, .( ) ∈ ∪ G  
Тогда u x t u x t, ,( ) ≥ ( ) при x t QT T, .( ) ∈ ∪ G

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала рассмотрим случай min , , .r p l( ) ≥1  Пусть u x0e ( ) удовлетворяет ус-
ловиям (7), но только u x u x0 0e ( ) → ( ),  при e → 0.  Построим максимальное решение u x tm ,( ) зада-
чи (1) – (3) с начальным условием u x u x0 0( ) = ( ),  следующим образом:
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u x t u x tm , lim , ,( ) = ( )
→e e0

где u x te ,( ) - решение задачи (8).
Покажем, что имеют место следующие соотношения:

 u x t u x t u x t x t Qm T T, , , , , .( ) ≤ ( ) ≤ ( ) ( ) ∈ ∪ G  (14)

Докажем второе неравенство в (14), первое доказывается аналогично.
Пусть для t T∈( )0,  неотрицательная функция j tx C Qt, ,( ) ∈ ( )2 1  и удовлетворяет однородному гра-

ничному условию Дирихле. Умножим первое уравнение (8) на j и проинтегрируем по области Qt :
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Применяя формулу Грина и формулу интегрирования по частям, получим
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С другой стороны, верхнее решение u x t,( ) удовлетворяет неравенству (15) с противоположным 
знаком и e = 0. Пусть w x t u x t u x t, , , .( ) = ( ) - ( )e  Используя теорему Лагранжа, имеем
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(16)

где q ti x i, , , ,( ) =( )1 2 3 4  - положительные непрерывные, а следовательно, и ограниченные в Qt  функ-
ции, причем

sup , , , ,
Q

p r l

t

x x xq t q t q t q2
1

3
1

4
1- - -( ) + ( ) + ( )( ) ≤

где положительная постоянная q не зависит от e.
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Отметим, что справедливы неравенства:

0 0

0 0

≤ ( ) ≤ ≤ ( ) ≤ ( ) ∈

≤ ( ) ≤ ( ) ∈ ∂ × ×

a x t M b x t M x t Q

k x y t M x y t
T, , , , , ,

, , , , , W W ,, ,T[ ]
где M - некоторая положительная постоянная.

Определим последовательность g tk x k, , , , ,( ) = …1 2  следующим образом: g tk tx C Q, ,( ) ∈ ( )∞  gk ≥ 0 

и g t q tk
qqb x x→ ( ) ( )-, ,1
1  при k → ∞  в L Qt

1( ). Рассмотрим в Qt задачу
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 (17)

где ψ x C( ) ∈ ( )∞
0 W  и 0 1≤ ( ) ≤ψ x .  Обозначим решение задачи (17) через j tk x, .( )  Отметим, что 

j tk tx C Q, ,( ) ∈ ( )2 1  и в силу принципа максимума 0 1≤ ( ) ≤j tk x,  в Qt . Поскольку gk ≥ 0, то легко по-

казать, что - ≤
∂ ( )

∂
≤N

x
n

kj t,
0  на St , где N - некоторая положительная постоянная, не зависящая от k 

и e. Положим j = jk в (16) и перейдем к пределу при k → ∞:
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где w w+ = ( )max , ,0  ∂W  и W  - меры Лебега ∂W  в n - 1 и W в n  соответственно;
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Отметим, что m t m T( ) ≤ ( )0  при t T∈( ]0 0,  для любого T T0 0∈( ),  и w x, 0 0( ) ≤  для x ∈ W.

Выберем последовательность ψk x C( ) ∈ ( )∞
0 W , 0 1≤ ( ) ≤ψk x , сходящуюся в L1 W( ) к функции
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Подставляя ψk x( ) вместо ψ x( ) в (18) и переходя к пределу при k → ∞, получим

w x t dx MT NT m T w x dxd t Tq
t

+ +( ) ≤ + ∂ + ( ) ( ) ∈( ]∫ ∫∫, , , , .
W W

W We e t t0
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00

Применяя лемму Гронуолла, имеем

w x t dx MT NT m T t t Tq
+ ( ) ≤ + ∂( ) ( )  ∈( ]∫ , exp , , .

W

W We e 0 00

Переходя к пределу при e → 0, получим w x t,( ) ≤ 0  в QT0.  В силу произвольности T0 имеем w x t,( ) ≤ 0  
в QT T∪ G .  Для случая min , ,r p l( ) < 1  можно рассмотреть разность w u u= -  и, проводя аналогичные 
рассуждения с использованием положительности u  или u, доказать утверждение теоремы. Теорема 
доказана.

Предположим, что выполнены следующие условия:

 k x t, ,⋅( ) /≡ 0 для любых x ∈∂W  и t T∈( )0, ,  (19)

 a x t,( ) > 0 при x ∈W  и t T∈[ )0, .  (20)
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Лемма 1. Пусть u x0 ( ) - нетривиальная функция в W , выполнено (19) и одно из следующих условий: 
q ≥ 1, или b x t,( ) ≡ 0  в QT , или l < 1, r + p < q < 1 и справедливо (20). Предположим, что u x t,( ) - реше-
ние задачи (1) – (3) в QT . Тогда u x t,( ) > 0 в Q ST T∪ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть q ≥ 1 или b x t,( ) ≡ 0 в QT . Обозначим

M u x t b x t
Q QT T

= ( ) ( )





max sup , , sup , ,
0 0

где T T0 0∈( ), ; M - некоторая положительная постоянная. Положим n l= ( )u texp , где l ≥ M q. Отметим, 
что в QT0

 выполнено

n n l l l lt t
qt u u u u t b x t u- = ( ) + -( ) ≥ ( ) - ( )( ) ≥-D Dexp exp , .1 0

Поскольку n x u x, ,0 0( ) = ( )  x ∈ W, и u x0 ( ) - нетривиальная неотрицательная функция в W, то согласно 
сильному принципу максимума n x t,( ) > 0 в QT0.  Следовательно, u x t,( ) > 0 в QT0.  Из (2) и (19) полу-
чим u x t,( ) > 0 на ST0.  В силу произвольности T0 имеем u x t,( ) > 0 в Q ST T∪ .

Пусть l < 1, r + p < q < 1 и выполнено условие (20). Положим

a a x t b b x t
Q Q

t t
t t

= ( ) = ( )inf , , sup ,

для некоторого t ∈( )0, .T  Через ′W  обозначим множество всех точек W, для которых выполнено не-
равенство
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Тогда для некоторого s t∈( )0,  справедливо неравенство

 a x t u u y t dy b x t ur p q, , ,( ) ( ) - ( ) ≥∫
W

0  для x ∈ ′W  и t ∈[ ]0, .s  (21)

Пусть ′′W  - область в ′W  такая, что u x0 0( ) ≡  в ′′W . Из (1) и (21) следует

u ut - ≥D 0  для x ∈ ′′W  и t ∈( )0, .s

Вследствие сильного принципа максимума u x t,( ) > 0  для x ∈ ′′W  и t ∈( ]0, .s  Отметим, что последнее 
неравенство выполняется для x ∈ ′ ∂W W\  и t ∈( ]0, .s

Для точек x ∈ ′W W\  справедливо

u x
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1

2
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∫

-
t
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.

Тогда существует постоянная d ∈( )0, T  такая, что u x t,( ) > 0 для x ∈ ′W W\  и t ∈[ ]0, .d  Следователь-
но, u x t,( ) > 0 для x ∈W  и t t∈( ]0 1, ,  где t1 ≤ ( )min , .s d  В силу (19) получим u x t,( ) > 0 для x ∈W   

и t t∈( ]0 1, . Пусть t t∈( )0 1, . Легко видеть, что при достаточно малом e нижним решением задачи (1) – (3) 
с начальными данными при t t=  выступает функция u x t, .( ) ≡ e  Лемма доказана.

Простым следствием теоремы 3 и леммы 1 является следующее утверждение.
теорема 4. Пусть выполнено одно из условий:
1) min , ,r p l( ) ≥1;
2) min , ,r p l( ) < 1,  справедливо (19), u x0 0( ) >  в W  и или q ≥ 1, или b x t,( ) ≡ 0  в QT , или l < 1, 

r + p < q < 1, верно (20);
3) существует положительное в QT T∪ G  решение задачи (1) – (3).
Тогда решение задачи (1) – (3) единственно в QT.
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