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О  СПЕКТРАХ  ВЕРХНИХ  ЧАСТОТ  СЕРГЕЕВА 
ЛИНЕЙНЫХ  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ  УРАВНЕНИЙ

А. С. ВОЙДЕЛЕВИЧ 1)

1)Институт математики НАН Беларуси,  
ул. Сурганова, 11, 220072, г. Минск, Беларусь

Известно, что спектры (множества значений) верхних и нижних частот Сергеева нулей, знаков и корней ли-
нейного дифференциального уравнения порядка выше двух с  непрерывными коэффициентами принадлежат 
классу суслинских множеств неотрицательной полуоси расширенной числовой прямой. Более того, для спект
ров верхних частот уравнений третьего порядка ранее доказано обращение этого результата в предположении 
принадлежности спектрам нуля. В настоящей работе получено обращение сформулированного утверждения для 
уравнений четвертого порядка и выше. А именно для произвольного содержащего нуль суслинского подмноже-
ства S неотрицательной полуоси расширенной числовой прямой и натурального числа n, большего 3, построено 
линейное дифференциальное уравнение порядка n, спектры верхних частот Сергеева нулей, знаков и корней ко-
торого совпадают с множеством S.

Ключевые слова: линейное дифференциальное уравнение; спектр верхних частот Сергеева нулей; спектр 
верхних частот Сергеева знаков; спектр верхних частот Сергеева корней; суслинское множество.
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It is known that the spectra (ranges) of upper and lower Sergeev frequencies of zeros, signs, and roots of a linear dif-
ferential equation of order greater than two with continuous coefficients belong to the class of Suslin sets on the nonnega
tive half-line of the extended real line. Moreover, for the spectra of upper frequencies of third-order equations this result 
was inverted under the assumption that the spectra contain zero. In the present paper we obtain an inversion of the above 
statement for equations of the fourth order and higher. Namely, for an arbitrary zero-containing Suslin subset S on the non-
negative half-line of the extended real line and a positive integer number n greater than three a n order linear differential 
equation is constructed, which spectra of the upper Sergeev frequencies of zeros, signs, and roots coincide with the set S.
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Введение
Для заданного натурального n через 

n
 обозначим множество линейных однородных дифферен

циальных уравнений n-го порядка 

	 y a t y a t y a t y tn n
n n

( ) −( )
− ++ ( ) + … + ( ) + ( ) = ∈ = + ∞[ )1

1
1 0, 0, , R

def
	 (1)

с непрерывными коэффициентами ai ⋅( ) →+: R R, i n=1, . Будем отождествлять уравнение (1) и стро-
ку a a a an= ⋅( ) = ⋅( ) … ⋅( )( )1 , ,  его коэффициентов и  поэтому обозначать уравнение  (1) также через  a. 
Пусть S a( ) – множество решений уравнения a, S a*( ) – множество его ненулевых решений, т. е. S a S a* 0( ) = ( ) { }\ .

S a S a* 0( ) = ( ) { }\ .
Для ненулевого решения y ⋅( ) уравнения (1) точка t ∈ +R  называется точкой смены знака, если в лю-

бой окрестности этой точки функция y ⋅( ) принимает значения разных знаков. Нуль t функции y ⋅( ) на-
зывается корнем кратности k, если в точке t ее первые k – 1 производных равны нулю, а k-я производная 
отлична от нуля.

Символом ù обозначим величину, принимающую значения во множестве 0, ,− +{ }. Для ненулевого 
решения y ⋅( ) →+: R R  уравнения a

n
∈  через νù y t⋅( )( );  обозначим число нулей, если ù   = 0; число 

смен знака, если ù   = –; сумму кратностей корней, если ù   = +, функции y ⋅( ) на полуинтервале 0, t[ ). 
Очевидно, что величины νù y t⋅( )( );  при любом t ≥ 0 конечны.

Определение 1 [1; 2]. Верхней частотой Сергеева нулей ( ),^ν0 y[ ]  знаков ( )^ν− [ ]y  и корней ( )^ν+ [ ]y  
решения y S a⋅( ) ∈ ( )*  уравнения (1) называется величина 

	 ^ν π νù ùy
t

y t
t

[ ] = ⋅( )( )
→ +∞

def
lim ; ,	 (2)

где символ ù  равен 0, – и + соответственно.
Определение 2. Спектрами ^ν0 *S a( )( ), ^ν− ( )( )S a*  и ^ν+ ( )( )S a*  верхних частот Сергеева нулей, знаков 

и корней уравнения (1) называются множества, состоящие из верхних частот Сергеева нулей, знаков и кор-
ней всех решений из S a*( ) соответственно.

Множество A ⊂ R называется [3, с. 213; 4, с. 489] суслинским множеством прямой R, если оно 
является непрерывным образом множества иррациональных чисел, рассматриваемого в естественной 
топологии. Множество A ⊂ R – суслинское множество расширенной числовой прямой, если оно пред-
ставимо в виде объединения суслинского множества прямой R и некоторого (в том числе и пустого) 
подмножества множества −∞ +∞{ }, .

Как следует из теоремы Штурма и отмечено в [1; 2], спектры верхних частот Сергеева нулей, знаков 
и корней уравнения первого порядка содержат только нуль, а уравнения второго порядка совпадают 
между собой и состоят из одного неотрицательного числа. В работе [5] доказано, что спектры верхних 
частот Сергеева нулей, знаков и корней линейного дифференциального уравнения порядка выше двух 
принадлежат классу суслинских множеств неотрицательной полуоси расширенной числовой прямой, 
и получено обращение этого утверждения для спектров верхних частот уравнений третьего порядка 
в предположении принадлежности спектрам нуля. 

Естественно возникает вопрос, насколько точным является приведенное в  [5] описание спектров 
верхних частот Сергеева уравнений порядка выше трех. В настоящей работе в предположении принад-
лежности спектрам нуля установлена точность указанного описания.

Результаты и их обсуждение
Для доказательства основного результата приведем и докажем ряд вспомогательных утверждений.
Утверждение 1. Пусть x ⋅( )  – решение уравнения

	 x t b t b t x t tn

j

n

j
j( )

=

−

+
( )( ) = ( ) + ( ) ( ) ≥∑0

0

1

1 , 0, 	 (3)

где bj ⋅( ), j n= 0, , – непрерывные функции, определенные при t ≥ 0 и принимающие положительные 
значения.
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Тогда если x j( ) ( ) >0 0, j n= −0, 1, то при всех t ≥ 0 верны неравенства x ti( ) ( ) > 0,  i n= 0, ,  и 

	 x t dt dt b t dt
t

n n

tt n

( ) ≥ … ( )∫ ∫∫ − −

−

1
0

2 0 1 1
00

11

. 	 (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из равенства (3) следует, что x n( ) ( ) >0 0. Через T обозначим множество всех 
моментов времени t > 0, для которых существует такое k n∈ …{ }0, 1, , , зависящее от t, что x tk( ) ( ) = 0.  
Докажем, что множество T пусто. Предположим противное. Нетрудно видеть, что T является замкну-
тым, а значит, корректно определен момент времени t * = minT. Так как t * ∈ T, то x tk( ) ∗( ) = 0 для некото-

рого k n∈ …{ }0, 1, , . Более того, x ti( ) ( ) > 0,  i n= 0, , при t t∈  )∗0, . Из равенства (3) следует, что k < n. 

Так как x t x x dk k k
t

( ) ∗ ( ) +( )( ) = ( ) + ( )
∗

∫0 1

0

τ τ, то x t xk k( ) ∗ ( )( ) ≥ ( ) >0 0. Данное противоречие показывает, что 

x ti( ) ( ) > 0, i n= 0, , при всех t ≥ 0. Наконец, проинтегрировав n раз неравенство x t b tn( ) ( ) ≥ ( )0 , получаем 
неравенство (4).

Утверждение 2. Для произвольной локально ограниченной функции f :  →  существует такая 
бесконечно дифференцируемая функция g : , →  что g t f t( ) > ( ) при всех t ∈ R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для произвольного целого числа k через gk ⋅( ) обозначим такую функцию из 
класса C∞ ( ) , что gk k k \ , ,− +( ) ≡1 2 0  gk k k, ,+[ ] ≡1 1  а  на интервалах k k−( )1,  и  k k+ +( )1, 2  функция 

gk ⋅( ) строго монотонно возрастает и убывает соответственно. Существование функции gk ⋅( ) следует 
из [6, с. 54]. Через Mk обозначим 

t k k
f t

∈ +[ ]
( )

, 1
sup . Так как функция f ⋅( ) локально ограничена, то Mk ∈ R. 

Наконец, рассмотрим функцию 

g t M g t t
k

k k( ) = + ( ) ∈
∈
∑def

1 , .
Z

R

Непосредственная проверка показывает, что функция g ⋅( ) корректно определена, g C∈ ( )∞
  и при всех 

t ∈ R выполнено неравенство g t f t( ) > ( ).
Лемма. Для заданных функций x Ci

n∈ ( )+R , i n= 1, , вронскиан W x x xn1 2, , ,…( ) ⋅( ) которых отличен 
от нуля в каждой точке неотрицательной полуоси R+  , существует такая положительная функция 
x C∈ ( )∞

+R , что 

lim
t

ix t
x t

i n
→ +∞

( )
( ) = =0 1,, ,  и W x x x x tn1 2 0, , , ,…( )( ) ≠  при t ∈ R+.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для произвольной функции y C∈ ( )∞
+R  разложим определитель Вронского сис

темы функций x1, x2, …, xn , y по последнему столбцу: 

	 W x x x y c y c y c yn n
n

n
n

1 2 1
1

0, , , , ,…( ) = + + … +( )
−

−( )

где ci ⋅( ) – непрерывные на R+ функции, i n= 0, , при этом c W x x xn n⋅( ) ≡ …( ) ⋅( )1 2, , , .
Через bi ⋅( ), i n= 1, , обозначим бесконечно дифференцируемую функцию, заданную на +, для кото-

рой справедливо неравенство b t c t c ti i n( ) ≥ − ( ) ( )( )−
−max ,1 1
1  при всех t ≥ 0. Пусть h C⋅( ) ∈ ( )∞

+R  – функ-

ция, удовлетворяющая при всех t ≥ 0 неравенству h t x t
i n i( ) ≥ ( )

≤ ≤
max .
1

 Выберем функцию b C0 ⋅( ) ∈ ( )∞
+R  из 

условия b t t h tn n

0
11( ) ≥ ( )( )( )+max ,  для всех t ∈ R+. Существование функций h ⋅( ) и bi ⋅( ), i n= 0, , следует 

из утверждения 2.
Пусть x ⋅( ) – произвольное решение уравнения (3) с положительными начальными данными. Тогда 

в силу утверждения 1 имеем 

W x x x x c x
c
c x

c
c x c b bn n

n n

n

n

n
n j1 2

1 1 0
0, , , ,…( ) = + + … +







= +( ) − −( )
+ 11

0

1

0+












≠

=

−
( )∑

c
c xj

nj

n
j .
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Более того, из неравенства (4) следует неравенство x t t h tn( ) ≥ ( )+ 1  при всех t ≥ 0, а значит, и равенство 

lim ,
t

ix t
x t→ +∞

( )
( ) = 0  i n= 1, . Наконец, так как коэффициенты уравнения (3) принадлежат классу C∞

+( )R , то 

этому классу гладкости принадлежит и его решение x ⋅( ).
Утверждение 3. Для произвольных различных действительных чисел k1, k2 и натурального числа 

n > 2 найдется такая функция x C⋅( ) ∈ [ ]( )∞ 0 1, , что 

 x k x k x x i ni i0 1 0 1 0 21 2( ) = ( ) = ( ) = ( ) = =( ) ( ), , , , , и x t( ) ≠ 0 при t ∈( )0 1 .,
До к а з а т е л ь с т в о. Прямой проверкой легко убедиться, что функция 

x t k t
k k
B n n

d d t
t

n n( ) = +
−

( ) −( ) ∈[ ]∫ ∫ − −def

1
2 1

0

1 1

0

1 0 1
,

, , ,τ ξ ξ ξ
τ

где B n n,( ) – значение бета-функции, равное n
n
−( )( )
−( )
1

2 1

2
!
!
,  обладает необходимыми свойствами.

Перейдем к формулировке и доказательству основного результата работы.
Теорема. Для произвольного суслинского множества A ⊂ +R , содержащего нуль, и натурального 

числа n ≥ 3 существует уравнение a
n

∈ , спектры верхних частот Сергеева нулей, знаков и корней 
которого совпадают с множеством A.

До к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем какое-либо суслинское множество A ⊂ + , содержащее нуль. 
Методом математической индукции по n – порядку дифференциального уравнения – докажем более 
сильное утверждение. А именно покажем, что для любых натуральных чисел m ≥ n ≥ 3 найдется та-
кое уравнение a

n
∈ , удовлетворяющее условию теоремы, что все его решения принадлежат классу 

Cm +( ).
С помощью утверждения 3 база индукции при n = 3 может быть установлена построениями, анало-

гичными приведенным в работе [5].
Предположим, что для некоторого n и произвольного m ≥ n построено такое уравнение a

n
∈ , что 

^ ^ ^ν ν ν0 S a S a S a∗
−

∗
+

∗( )( ) = ( )( ) = ( )( ) = A  и S a Cm∗( ) ⊂ ( )+ . Пусть m ≥ n + 1. Выберем произвольную фун-

даментальную систему x x x Cn
m

1 2⋅( ) ⋅( ) … ⋅( ){ } ⊂ ( )+, , ,   решений уравнения a. Следуя доказанной лем-

ме, дополним выбранную систему функцией x Cn +
∞

+⋅( ) ∈ ( )1  . Так как вронскиан W x x x tn1 2 1, , ,…( )( )+  

отличен от  0 при t  ≥  0, то существует уравнение b
n

∈
+


1
 с  фундаментальной системой решений 

x x xn1 2 1⋅( ) ⋅( ) … ⋅( ){ }+, , , . Докажем равенства

	 ^ ^ ^ν ν ν0 S b S b S b∗
−

∗
+

∗( )( ) = ( )( ) = ( )( ) = A.	 (5)

Так как произвольное решение x ⋅( ) уравнения a является решением уравнения b, то имеют место  
включения A ⊂ ( )( )∗

^ν0 S b , A ⊂ ( )( )−
∗

^ν S b  и A ⊂ ( )( )+
∗

^ν S b . Пусть x ⋅( ) – произвольное решение уравне
ния b, которое не является решением уравнения a. Тогда существуют такие постоянные c1, c2, …, cn + 1, для 

которых справедливо равенство x = c1 x1 + c2 x2 + … + cn + 1 xn + 1, при этом cn + 1 ≠ 0. Так как t
i

n

x t
x t→ +∞ +

( )
( ) =lim ,
1

0  

i n= 1, , то при всех достаточно больших t ≥ 0 значение x t( ) отлично от 0. Следовательно, ^ ^ ^ν ν ν0 0x x x[ ] = [ ] = [ ] =− + .
^ ^ ^ν ν ν0 0x x x[ ] = [ ] = [ ] =− + .  Поэтому из принадлежности 0 ∈ A следуют равенства (5). Теорема доказана.
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