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ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО  УРАВНЕНИЯ  ПРАНДТЛЯ  
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Г. А. РАСОЛЬКО 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Построены  и  обоснованы  вычислительные  схемы  решения  задачи  Коши  для  интегро-дифференциального 
уравнения Прандтля  с  сингулярным интегралом по отрезку действительной оси,  понимаемым в  смысле  глав-
ного значения по Коши. Данное уравнение приводится к равносильным уравнениям Фредгольма второго рода 
с по мощью обращения сингулярного интеграла в трех классах функций по Мусхелишвили и применения спект-
ральных соотношений для сингулярного интеграла. Одновременно исследуются условия разрешимости интег-
ральных уравнений Фредгольма второго рода с логарифмическим ядром специального вида и такие уравнения 
приближенно решаются. Новые вычислительные схемы основаны на применении к интегралу, входящему в равно-
сильное  уравнение,  спектральных  соотношений  для  сингулярного  интеграла. Получены  равномерные  оценки 
погрешностей приближенных решений. 

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение; уравнение Прандтля; численное решение; метод орто-
гональных многочленов.
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TO  THE  NUMERICAL  SOLUTION  OF  SINGULAR 
INTEGRO-DIFFERENTIAL  PRANDTL  EQUATION  

BY  THE  METHOD  OF  ORTHOGONAL  POLYNOMIALS

G. A. RASOLKO a

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus

In the paper, computational schemes for solving the Cauchy problem for the singular integro-differential Prandtl equa-
tion with a singular integral over a segment of the real axis, understood in the sense of the Cauchy principal value, are 
constructed and justified. This equation is reduced to equivalent Fredholm equations of the second kind by inversion of 
the singular integral in three classes of Muskhelishvili functions and applying spectral relations for the singular integral. 
At the same time, we investigate the conditions for the solvability of integral Fredholm equations of the second kind with 
a logarithmic kernel of a special form and are approximately solved. The new computational schemes are based on applying 
the spectral relations for the singular integral to the integral entering into the equivalent equation. Uniform estimates of 
the errors of approximate solutions are obtained.

Key words: integro-differential equation; Prandtl equation; numerical solution; method of orthogonal polynomials.

Введение
В теории крыла конечного размаха, контактных задачах теории упругости и других задачах механики 

сплошной среды важную роль играет уравнение 

 
Γ Γx
B x

t
t x

dt f x( )
( ) −

′( )
−

= ( )
−
∫
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1

1

π , –1 < x < 1,  (1)

которое  называется  уравнением Прандтля  [1–3].  Здесь  B x( )  и  f x( )  –  известные функции  из  класса 
 −[ ]1 1, , Γ x( ) – искомая функция. К уравнению (1) присоединяются дополнительные условия
  Γ ±( ) =1 0.   (2)

Число  работ,  посвященных  этому  уравнению,  огромно. Известно,  что  оно  точно  решается  лишь 
в редких частных случаях [4]. В значительной части публикаций, начиная с самой первой, рассматри-
ваются вопросы разработки и обоснования приближенных методов решения уравнения (1). Среди при-
ближенных методов наиболее распространенным является метод Мультхоппа. 

В настоящей работе предлагаются и обосновываются вычислительные схемы для численного ре-
шения уравнения (1). Первоначально уравнение сводится к равносильным уравнениям с логарифми-
ческой особенностью. Указываются условия разрешимости полученных уравнений. Новые вычисли-
тельные схемы основаны на применении к интегралу, входящему в уравнение, которое равносильно 
исходному, спектральных соотношений для сингулярного интеграла. Отметим, что в [5] предложена 
и обоснована вычислительная схема для уравнения (1), отличающаяся от описанной ниже. 

Предварительные сведения
В данной работе использованы известные спектральные соотношения [6, с. 188]:
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где T x U xn n( ) ( )−, 1  – многочлены Чебышева первого и второго рода соответственно.
При построении вычислительной схемы использован интерполяционный многочлен для функции 

f x( ) по узлам Чебышева первого рода, указанный в теореме 7.9 [7, с. 89]:
  f x f x c T xn

j

n

j j( ) ≈ ( ) = ( )
=

∑
0

0 ,   (4)
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Отметим, что в теореме 7.9 из [7] используется и другая – классическая – форма интерполяционного 
многочлена по узлам Чебышева первого рода, которая равносильна (4). Мы говорим, что (4) – это раз-
ложение функции  f x( ) по многочленам Чебышева первого рода. 

О классах функций по Мусхелишвили напомним следующее [8, с. 31]:
 •функция ψ x( ) принадлежит классу h −( )1 , если на отрезке  − −[ ]1 1, ,e  e > 0, она удовлетворяет усло-

вию Гёльдера, а в окрестности точки x = 1 допускает интегрируемую особенность;
 •функция ψ x( ) принадлежит классу h 1( ), если на отрезке  − +[ ]1 1e, , e > 0, она удовлетворяет усло-

вию Гёльдера, а в окрестности точки x = –1 допускает интегрируемую особенность.
Класс функций h −( )1 1,  – класс ограниченных в окрестности точек x = ±1 функций. 

Приведение уравнения (1) к уравнениям Фредгольма
Сведем уравнение (1) к уравнениям с логарифмической особенностью в трех классах функций по 

Мусхелишвили: h −( )1 1, , h 1( ) и h −( )1 .
Пусть 
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Обращение сингулярного интеграла в классе h −( )1 1, . Так как для интеграла  (5) очевидно вы-
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Отсюда при условии (2) имеем
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Функция H x t,( ) симметрична и неотрицательна [5].
На основании (7) имеет место оценка
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Принимая во внимание (6), введем линейный оператор

  K u x
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H x t u t dt
B x

H x t H x t u1 1
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1
01 1 1 1; , , ,( ) = ( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) + ( )( )
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∫
1

1

.   (10)

Тогда граничная задача (1), (2) сводится к уравнению

  u x K u x f x( ) + ( ) = ( )1 ; .   (11)
Учитывая (8) – (10), применим формулу интегрирования по частям в следующем интеграле:

  1 1
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Отсюда с учетом теоремы Племеля – Привалова (см., например,  [8, с. 58]) заключаем, что оператор  
K u x1 ;( )  отображает  пространство  −[ ]1 1,   в  себя,  если функция B x− ( ) ∈ −[ ]1 1 1 ,   или  даже  b x− ( ) ∈ −[ ]1 1 1 , ,

b x− ( ) ∈ −[ ]1 1 1 , , где b x
B x

x
( ) = ( )

−1 2
. Кроме того, 

  K u u1 1




≤ ρ ,   (13)

где

  ρ

π
π

1 1

22 1
=

− + −





( )≤
max

arccos

.
x

x x

B x
  (14)

Теорема 1. Пусть функция B x( ), входящая в уравнение (1), удовлетворяет условию 

  ρ ρ
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Тогда уравнение (11) с оператором (10), и вместе с ним граничная задача (1), (2), имеет единственное 
решение в классе функций  ′( ) ∈ −( )Γ x h 1 1,  при любой  f x( ) ∈ −[ ] 1 1, .

Обращение сингулярного интеграла в классе h 1( ). Применим формулы обращения сингулярного 
интеграла (5) в указанном классе (класс функций, ограниченных в окрестности точки x = 1) и получим 
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Очевидно, что функция H x t2 ,( )  неотрицательна и имеет место оценка
1 12
1

1
2

π π πH x t dt x x, arccos .( ) ≤ − + − ≤
−
∫

Тогда граничная задача (1), (2) сводится к уравнению
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  u x K u x f x( ) + ( ) = ( )2 ; ,   (17)
где
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Аналогично предыдущему пункту получим следующий результат: оператор K u x2 ;( ) отображает про-
странство  −[ ]1 1,  в себя, если функция B x− ( ) ∈ −[ ]1 1 1 ,  или даже b x− ( ) ∈ −[ ]1 1 1 , , где b x
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Кроме того, 
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Теорема 2. Пусть функция  B x( ), входящая в уравнение (1), удовлетворяет условию 
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Тогда уравнение (17) с оператором (18), и вместе с ним граничная задача (1), (2), имеет единственное 
решение в классе функций  ′( ) ∈ ( )Γ x h 1  при любой  f x( ) ∈ −[ ] 1 1, .

Обращение сингулярного интеграла в классе h −( )1 . Применим формулы обращения сингулярного 
интеграла (5) в указанном классе (класс функций, ограниченных в окрестности точки x = –1) и получим 

′( ) = +
−

−
+

( )
−−

∫Γ x x
x

t
t
u t
t x

dt1
1

1 1
11

1

π .

Отсюда

  Γ Γx d H x t u t dt
x

( ) = ′( ) = ( ) ( )
− −
∫ ∫τ τ π
1

3
1

11 , ,   (22)

H x t t
t

d
t

H x t H x t

H x t

x

3
1

3
0

3
0

1
1

1
1

, , , ,

,

( ) = −
+

+
− −







= ( ) + ( )

−
∫

τ
τ

τ
τ

(( ) = −
+

−( ) ( ) =
− + − −

−
1
1

1 1 12 2t
t

x H x t
xt x t

t x
arccos , , ln .π

Таким образом, уравнение (1) свелось к уравнению

  u x K u x f x( ) + ( ) = ( )3 ; ,   (23)

где
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Имеет место оценка
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Как и в предыдущих пунктах, получим следующий результат: оператор K u x3 ;( ) отображает про-
странство  −[ ]1 1,  в себя, если функция B x− ( ) ∈ −[ ]1 1 1 ,  или даже b x− ( ) ∈ −[ ]1 1 1 , , где b x

B x

x
( ) = ( )

−1 2
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Кроме того, 
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Теорема 3. Пусть функция B x( ), входящая в уравнение (1), удовлетворяет условию 
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Тогда уравнение (23) с оператором (24), и вместе с ним граничная задача (1), (2), имеет единственное 
решение в классе функций  ′( ) ∈ −( )Γ x h 1  при любой  f x( ) ∈ −[ ] 1 1, .

Приближенное решение уравнения (1)
Схема 1. Решение в классе h −( )1 1, . На основании (11) и (5) приближенное решение уравнения (1) 

при условии (2) найдем как решение уравнения
  u x K u x F xn n n( ) + ( ) = ( )1 ; ,   (28)
где u xn ( ) – интерполяционный многочлен (4) функции u x( ),  построенный по узлам Чебышева первого 
рода:
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n
k k

k

n

( ) = −
′ ( )
−

= ( )
− =
∫ ∑1

1

1

0
π

Γ
,   (29)

ck – пока неизвестные постоянные, k = 0, 1, …, n;

  K u x
B x

H x t u t dtn n1 1
1

11 1; , ;( ) = ( ) ( ) ( )
−
∫π   (30)

F xn ( ) – некоторая функция из класса  −[ ]1 1,  такая, что F x f xn j j( ) = ( ),  x j
nj = +

+
cos ,2 1
2 2

  j = 0, 1, …, n.

Очевидно, что для уравнения (28) с оператором (30), тождественным (10), имеет место аналог тео-
ремы 1, т. е. вследствие (13) – (15) уравнение (28) также разрешимо. 

Для обращения сингулярного интеграла (29) в классе ограниченных функций подчиним его усло-

вию разрешимости  1
1

0
2

1

1

π
u t

t
dtn ( )

−
=

−
∫ ,  т. е.  c

T t

t
dtk

k

n
k
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∑ ∫
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−

=
0

2
1

11
1

0π .  Следовательно, c0 = 0.

Используя (29) и учитывая (3), как и ранее, вычислим и упростим Γn x( ), а этим и K u xn1 ; .( )

  Γn n k
k

n

kx H x t u t dt c x( ) = ( ) ( ) = ( )
− =
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так как
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Поэтому из (30) – (32) следует, что

  K u x
B x

c xn k k
k

n

1
1

1; .( ) = ( ) ( )
=

∑ γ   (33)

Уравнение (28) с учетом (33) в заданном классе переходит в уравнение

  c
B x

x c T x F xk k
k

n

k k
k

n

n
1

1 1( ) ( ) + ( ) = ( )
= =

∑ ∑γ .   (34)

В качестве внешних узлов x в (34) выберем узлы Чебышева первого рода, а именно x j
nj = +

+
cos ,2 1
2 2

 
j = 1, 2, …, n. Из (34) получим систему линейных алгебраических уравнений

  c
B x

x T x f x j nk
j

k j k j
k

n

j
1 1 2

1 ( ) ( ) + ( )










= ( ) = …
=

∑ γ , , , , .   (35)

Уравнение (34), а следовательно, и система (35), и интегральное уравнение (28) равносильны, так 
как,  выполняя  действия,  приводящие  (28)  в  (35),  в  обратном порядке,  из  (35)  получим  разрешимое 
уравнение (28). Значит, система (35) разрешима и имеет единственное решение ck , k = 1, 2, …, n. При-
ближенное решение задачи (1), (2) – функция Γn x( ) – вычисляется согласно (31).

Схема 2. Решение в классе h 1( ). На основании (17) и (5) приближенное решение уравнения (1) при 
условии (2) найдем как решение уравнения
  u x K u x F xn n n( ) + ( ) = ( )2 ; ,   (36)

где u xn ( ) – интерполяционный многочлен (4) функции u x( ),  построенный по узлам Чебышева первого 
рода:

  u x
t

t x dt c T xn
n

k k
k

n

( ) = −
′ ( )
− = ( )

− =
∫ ∑1

1

1

0
π

Γ
,   (37)

ck – пока неизвестные постоянные, k = 0, 1, …, n; 

  K u x
B x

H x t u t dtn n2 2
1

11 1; , ;( ) = ( ) ( ) ( )
−
∫π   (38)

F xn ( ) – некоторая функция из класса  −[ ]1 1,  такая, что F x f xn j j( ) = ( ),  x j
n

j nj = +
+

= …cos , , , , .2 1
2 2

0 1

Очевидно, что для уравнения (36) с оператором (38), тождественным (18), имеет место аналог тео-
ремы 2, т. е. вследствие (19) – (21) уравнение (36) также разрешимо. 

Используя (37) и учитывая (3), как и ранее, вычислим и упростим Γn x( ), а этим и K u xn2 ; .( )
  Γn n k
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n
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так как
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Поэтому из (38) – (40) следует, что

  K u x
B x

c xn k
k

n

k2
0

1; .( ) = ( ) ( )
=

∑ γ   (41)

Уравнение (36) с учетом (41) в заданном классе переходит в уравнение

  c
B x

x c T x F xk k
k

n

k k
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n

n
1

0 0( ) ( ) + ( ) = ( )
= =

∑ ∑γ .   (42)

В качестве внешних узлов x в (42) выберем узлы Чебышева первого рода, а именно x j
n

j nj = +
+

= …cos , , , , .2 1
2 2

0 1
j = 0, 1, …, n. Из (42) получим систему линейных алгебраических уравнений

  c
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x T x f x j nk k j k j
k

n

j
1 0 1
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=
∑ γ , , , , .   (43)

Уравнение (42), а следовательно, и система (43), и интегральное уравнение (36) равносильны, так 
как,  выполняя  действия,  приводящие  (36)  в  (43),  в  обратном порядке,  из  (43)  получим  разрешимое 
уравнение (36). Значит, система (43) разрешима и имеет единственное решение ck , k = 0, 1, …, n. При-
ближенное решение задачи (1), (2) – функция Γn x( ) – вычисляется согласно (39).

Схема 3. Решение в классе h −( )1 .  На основании (23) и (5) приближенное решение уравнения (1) 
при условии (2) найдем как решение уравнения

  u x K u x F xn n n( ) + ( ) = ( )3 ; ,   (44)

где u xn ( ) – интерполяционный многочлен (4) функции u x( ), построенный по узлам Чебышева первого 
рода:
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0
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,   (45)

ck – пока неизвестные постоянные, k = 0, 1, …, n; 

  K u x
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H x t u t dtn n3 3
1

11 1; , ;( ) = ( ) ( ) ( )
−
∫π   (46)

F xn ( ) – некоторая функция из класса  −[ ]1 1,  такая, что  F x f xn j j( ) = ( ),   x j
n

j nj = +
+

= …cos , , , , .2 1
2 2

0 1

Очевидно, что для уравнения (44) с оператором (46), тождественным (24), имеет место аналог тео-
ремы 3, т. е. вследствие (25) – (27) уравнение (44) также разрешимо. 

Используя (45) и учитывая (3), вычислим и упростим Γn x( ), а этим и K u xn3 ; .( )

  Γn n k
k

n

kx H x t u t dt c x( ) = ( ) ( ) = ( )
− =
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так как
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Поэтому из (46) – (48) следует, что
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c xn k
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n

k3
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1; .( ) = ( ) ( )
=

∑ γ   (49)

Уравнение (44) с учетом (49) в заданном классе переходит в уравнение
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x c T x F xk k
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∑ ∑γ .   (50)

В качестве внешних узлов x в (50) выберем узлы Чебышева первого рода, а именно x j
n

j nj = +
+

= …cos , , , , .2 1
2 2

0 1 
j = 0, 1, …, n. Из (50) получим систему линейных алгебраических уравнений
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x T x f x j nk k j k j
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n

j
1 0 1
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= ( ) = …

=
∑ γ , , , , .   (51)

Уравнение (50), а следовательно, и система (51), и интегральное уравнение (44) равносильны, так как, 
выполняя действия, приводящие (44) в (51), в обратном порядке, из (51) получим разрешимое уравне-
ние (44). Значит, система (51) разрешима и имеет единственное решение ck , k = 0, 1, …, n. Приближен-
ное решение задачи (1), (2) – функция Γn x( ) – вычисляется согласно (47).

Обоснование сходимости
Рассмотрим вначале схему 1. Изучим структурные свойства функции  u x( ),  определяемой форму-

лой (5) и удовлетворяющей уравнению (11). Для этого уравнение (11) на основании (7) и (12) запишем 
в виде
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и отметим, что сингулярный интеграл принадлежит классу H 1 2/( ). В самом деле, 
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/ ,

по теореме Племеля – Привалова в окрестности точки x = 1 и сингулярный интеграл принадлежит классу 
H 1 2/( ). Аналогичная ситуация имеет место и в окрестности точки x = –1. Из (52) вытекает, что если 
функции B x( ) и  f x( ) из класса H m m( ) ≥, ,1 2/  то u x H( ) ∈ ( )1 2/ , –1 ≤ x ≤ 1. Мы здесь учитываем также 
тот факт, что arccos ,x H∈ ( )1 2/  –1 ≤ x ≤ 1.

Далее имеет место следующее (см., например, [9, с. 318]).
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Предложение. Если в качестве узлов интерполирования берутся нули многочлена Чебышева перво-

го рода, т. е. точки x k
nk = +

+
cos 2 1
2 2

π, k = 0, 1, …, n, то для констант Лебега l n справедлива оценка 

ln O n n= ( ) = …ln , , ., 2 3
Отсюда с учетом (6) и (31) получаем, что в любой точке  x ∈ −[ ]1 1,  выполняется
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Так как имеет место оценка E u O nn ( ) = ( )−α , если u x H( ) ∈ ( )α  на  −[ ]1 1,  (см., например, [9, с. 391]), 
то, таким образом, получен следующий результат.

Теорема 4. Пусть функции  B x( )  и  f x( ),  входящие в уравнение (1),  принадлежат классу  H m( ), 
m ≥ 1/2, и выполнено условие (15). Тогда система (35) при любом натуральном n разрешима и прибли-
женное решение Γn x( ) задачи (1), (2), полученное по формуле (31), сходится к точному Γ x( ), полученно-
му по формуле (6), со скоростью 

Γ Γx x O n
nn( ) − ( ) = 





ln .

После  аналогичных  исследований функции  u x( ),  определяемой формулой  (5),  удовлетворяющей 
уравнениям (17) (с ядром (18)) и (23) (с ядром (24)), на основании которых получены вычислительные 
схемы 2 и 3, имеем следующие утверждения.

Теорема 5. Пусть функции  B x( )  и  f x( ),  входящие в уравнение (1),  принадлежат классу  H m( ), 
m ≥ 1/2, и выполнено условие (21). Тогда система (43) при любом натуральном n разрешима и прибли-
женное решение Γn x( ) задачи (1), (2), найденное по формуле (39), сходится к точному Γ x( ), полученно-
му по формуле (16), со скоростью 

Γ Γx x O n
nn( ) − ( ) = 





ln .

Теорема 6. Пусть функции  B x( )  и  f x( ),  входящие в уравнение (1),  принадлежат классу  H m( ), 
m ≥ 1/2, и выполнено условие (27). Тогда система (51) при любом натуральном n разрешима и прибли-
женное решение Γn x( ) задачи (1), (2), найденное по формуле (47), сходится к точному Γ x( ), полученно-
му по формуле (22), со скоростью 

Γ Γx x O n
nn( ) − ( ) = 





ln .

Численные эксперименты на модельном примере
В заключение приведем результаты численного эксперимента, выполненного по схемам 1–3.
Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение 

 
Γ Γx
B x

t
t x

dt B x x
x

x
( )
( ) −

′( )
−

= ( ) − −
−







 −

+−
∫

1 1 2
1
2

2
11

1
2

2

2π arcth ++ − < <1 1 1, ,x   (53)

при B x x x
x

( ) = − +
+

3 1 1 32
1 2

2
2

2 . Известно, что решением задачи (53), (2) в данном случае является функция 

Γ x x
x( ) = − −

−
1 2

1
2

2
2

arcth .
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Как показывают расчеты, проведенные в среде компьютерной алгебры MathCad 15, уже при сравни-
тельно небольших значениях n достигается достаточно высокая точность вычисления приближенного 
решения уравнения (53).

Схема 1. Решая систему (35) при n = 10 и n = 34, точное решение Γ x( ) отличается от приближенного 
Γn x( ), вычисленного по формуле (31) в системе точек  x = – 0,99, – 0,98, …, 0,99, не более чем на 5,7 ⋅ 10– 6 
и 1,4 ⋅ 10–15 соответственно. Число обусловленности матриц системы при этом conde ≤ 12 и conde ≤ 50 
соответственно.

Схема 2. Решая систему (43) при n = 10 и n = 34, точное решение Γ x( ) отличается от приближенного 
Γn x( ), вычисленного по формуле (39) в системе точек  x = – 0,99, – 0,98, …, 0,99, не более чем на 5,6 ⋅ 10– 6 
и 1,4 ⋅ 10–15 соответственно. Число обусловленности матриц системы при этом conde ≤ 26 и conde ≤ 36 
соответственно.

Схема 3. Решая систему (51) при n = 10 и n = 34, точное решение Γ x( ) отличается от приближенного 
Γn x( ), вычисленного по формуле (47) в системе точек  x = – 0,99, – 0,98, …, 0,99, не более чем на 5,7 ⋅ 10– 6 
и 1,5 ⋅ 10–15 соответственно. Число обусловленности матриц системы при этом conde ≤ 14 и conde ≤ 37 
соответственно.

Замечание. Отметим, что в работе [10] предложена и обоснована вычислительная схема для уравне-
ния (1), отличающаяся от описанной выше.
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