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УДК 515.12

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ  
ОДНОЙ ТОПОЛОГИИ ОЧАНОВСКОГО ТИПА
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1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Аннотация. Исследуется связь одной топологии очановского типа с другими топологиями гиперпространства, 
в частности с локально конечной топологией, топологией Фелла и топологией, порожденной метрикой Хаусдорфа. 
Во второй части статьи решается задача непрерывного продолжения исходного отображения X Yf� ��  на гипер-
пространства, снабженные указанной выше очановской топологией. Доказано, что замкнутые отображения и только 
они допускают такое продолжение. 
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ON SOME PROPERTIES  
OF ONE OČ AN TYPE TOPOLOGY
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Abstract. The relation between one Očan type topology and other hyperspace topologies, such as locally-finite topo
logy, Fell topology, Hausdorff metric topology are studied. In the second part of the article we solve the problem of conti
nuous extension of a map X Yf� ��  on hyperspaces endowed with the Očan topology mentioned above. As a result, it’s 
proved that closed maps and only them have such extension. 
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Введение
Классическими и наиболее распространенными методами топологизации экспоненты exp X  топологи-

ческого пространства X являются задание на ней топологии Вьеториса [1; 2; 3, с. 192] и задание метрики 
Хаусдорфа [2; 3, с. 441] в случае метризуемости пространства X. В процессе развития теории экспонен-
циальных пространств возникли и другие топологии, схожие по процедуре своего задания с топологией 
Вьеториса (их можно назвать топологиями вьеторисовского типа), такие как топология Фелла [4], локаль-
но конечная топология [5], а также топологии «hit and miss» [6; 7], являющиеся обобщением топологий 
Вьеториса и Фелла. 

Несколько иной подход к введению топологии на экспоненте был предложен Ю. С. Очаном в рабо-
тах [8; 9] (такие топологии впоследствии названы очановскими). Топологии очановского типа и их при-
ложения далее рассматривали Р. П. Кашуба [10], В. В. Попов [11; 12], Л. Я. Энгельсон [13] и Г. Пранинс
кас [14]. Отметим также, что топологией очановского типа является топология Пиксли – Роя [15, p. 51; 16], 
используемая при изучении экспоненты конечных множеств.

В настоящей работе исследуется одна из топологий очановского типа, определенная в [17] и обозначен
ная здесь через τO. В первой части статьи выясняется связь этой топологии с другими топологиями на экс-
поненте, в частности с топологией Фелла и локально конечной топологией, а во второй части статьи реша-
ется задача непрерывного продолжения отображения X Yf� ��  до отображения exp exp ,X Yg� ��  где 
exp X  и expY  снабжены указанной выше топологией τO, что «сближает» статью с публикациями [18; 19], 
в которых эта задача рассматривалась для экспоненты с топологией Вьеториса.

Отметим, что указанная задача относится к достаточно обширной области исследования функто-
риальных свойств топологических конструкций. Кроме экспоненты с той или иной топологией (как 
в упомянутых выше работах [18; 19]) и компактных расширений (классические примеры – стоун-чехов-
ская βX [3, с. 267] и волмэновская ωX [3, c. 272; 20] компактификации пространства X ), такими конст
рукциями могут быть и расширения более общей природы (Ω-насыщения sβ X [21; 22]), функциональные 
пространства вида C X Y,� � (исходные объекты – упорядоченные пары  X Y,� � топологических прост
ранств [23–25]) и др.

Опишем основные понятия и обозначения, встречающиеся в тексте. Предполагаем, что далее все 
топологические пространства удовлетворяют аксиоме отделимости T1. Для A X⊂  через A X� �  и  A  бу-
дем обозначать замыкание множества A в пространстве X и мощность множества A соответственно. 
Под экспонентой (или гиперпространством) exp X  топологического пространства X понимаем множе-
ство всех непустых замкнутых подмножеств пространства X. Введем следующие обозначения: U F X F U� � � �� �exp ,

U F X F U� � � �� �exp , U F X F U� � � � � �� �exp , где U X⊂ ; O A B F X A F B, exp ,� � � � � �� �  где 

A B X, ;⊂  ^X x X x X� � �� �� �exp . Напомним, что предбазу топологии Вьеториса  τV на exp X  обра
зуют множества вида U + и U −, где U – открытое в X множество, а база τV состоит из множеств вида 
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 где Ui  – открытые в  X множе-

ства. Предбаза топологии Фелла  τF образована множествами X K\� �� и U −, где K  – замкнутое ком-
пактное множество, а U – открытое в X множество. Базу τF составляют множества вида U U F X F U i i nn i
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 где Ui – открытые в X множества, а допол-

нение до множества Ui
i

n

= 1


 компактно. Топология  τO  [17] порождена базой, состоящей из множеств 

вида O A U, ,� �  где A – либо пустое, либо конечное множество в X, состоящее не менее чем из двух 
точек, а U – открытое в X множество. Экспоненту с топологией τO далее будем обозначать через exp .O X  

База, образованная множествами вида  � � � �
�
�
�

��

�
�
�

���

F X F Uexp ,�
�

�
�

�


 и F U� ���  для всех  � � � �
�
�
�

��

�
�
�

���

F X F Uexp ,�
�

�
�

�


 где 

 � �� �U� � �  – локально конечное семейство открытых в X множеств, порождает на экспоненте ло-
кально конечную топологию τLF [5]. 

Для метризуемого топологического пространства X обозначим через ΩX  множество всех допусти-
мых (т. е. согласованных с топологией) метрик на  X. Для метрики ���X  примем следующие обозначения: 
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B x y X x y� � � �, ,� � � � � � �� � – ε-окрестность точки x X∈  (или открытый шар); B A B x
x A
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ε-раздутие множества A X⊂  относительно метрики ρ ρ;  ̂ – соответствующая метрика Хаусдорфа на 
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 – топология 

на exp ,X  заданная метрикой ̂ρ (здесь допускаем �̂ F P,� � � � для некоторых F P X, exp ,∈  что не влияет 
на определение топологии �

�̂
).

Для множества ℳ � �� �� �
�̂

�X� �� �� �
�̂

�X  в полной решетке  𝒯 всех топологий на exp X  определены инфи-

мум τinf и супремум τsup ( ,inf� � �
�

� � �� �^
�X( ,inf� � �

�
� � �� �^

�X  а топология τsup задана предбазой � �� �� �
�̂

�X ).� �� �� �
�̂

�X ). Как ока-
залось, τsup = τLF [5]. Для инфимальной топологии τinf справедливо соотношение τF ≤ τinf (т. е. τF ⊂ τinf ), 
каждое из соотношений τinf = τF, τV ≤ τinf , τinf = τV и τinf = τLF равносильно компактности пространства X, 
а соотношение τinf ≤ τV равносильно наличию в X счетной базы [26; 27]. 

Соотношение топологии τO  
с другими экспоненциальными топологиями

Приведем некоторые свойства топологии τO, установленные в [17]. Отметим сначала, что отображе-
ние X ∋X x x X� �� �� ^ является гомеоморфизмом пространства X и подпространства ^X X⊂ expO  (экспо-
ненциальные топологии с указанным свойством называют допустимыми [2]). Заметим, что не всякая 
топология очановского типа обладает этим свойством: например, очановские топологии, рассмотрен-
ные в работах [11–14], индуцируют на ^X , как правило, дискретную топологию. 

Определим далее в expO X  подпространства exp exp ,n X F X F n� � �� �O  n∈, exp exp ,�
�

�

�X Xn
n 1



 

exp exp� X F X F� � ��� �O 0  и  сформулируем утверждение, описывающее структуру пространства 
exp .O X

Предложение 1 [17]. Подпространство expn X  при любом n∈ замкнуто в expO X, подпростран­
ство exp∞ X  всюду плотно в expO X, и при любом n∈ любая точка F X Xn n� �exp exp1 \  изолирована 
в exp .n X+ 1

Кроме того, имеет место следующее предложение.
Предложение 2 [17]. Если F – замкнутое подмножество множества X, то expOF  – замкнутое под­

пространство в exp .O X
Приведем далее утверждение об отделимости пространства exp .O X
Предложение 3 [17]. Пространство expO X  есть T1-пространство. Пространство expO X  хаусдор­

фово (регулярно, вполне регулярно) тогда и только тогда, когда пространство X хаусдорфово (соот­
ветственно, регулярно, вполне регулярно). 

При хаусдорфовости пространства  X случай компактности expO X  описывает следующее предложение.
Предложение 4 [17]. Для хаусдорфова пространства X эквивалентны условия: 
1) expO X  компактно; 
2) expO X  счетно компактно; 
3) X конечно.
Характером множества A в X называют минимальную мощность окрестностной базы множества A 

(т. е. семейства α окрестностей множества A такого, что для любой окрестности U множества A найдется 
множество V ∈ α, содержащееся в U ).

Предложение 5 [17]. Пусть пространство X регулярно. Пространство expO X  удовлетворяет пер­
вой аксиоме счетности тогда и только тогда, когда X не более чем счетно, а множество D всех пре­
дельных точек пространства X компактно и имеет не более чем счетный характер в X. 

Предложение 6 [17]. Пространство expO X  метризуемо тогда и только тогда, когда X – не более 
чем счетный метризуемый компакт. 

Следующая теорема сформулирована в [17] без доказательства, однако ввиду ее важности для даль-
нейшего изложения считаем уместным привести ниже ее полное доказательство. 

Теорема 1 [17]. Справедливо соотношение τV ≤ τO. При этом топологии τV и τO совпадают тогда 
и только тогда, когда пространство X дискретно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Множества вида U �� �V, где U открыто в X, очевидным образом принадлежат 
топологии τO, поскольку U O U�� �� ��, .�O  Рассмотрим теперь элемент предбазы топологии τV вида V − 
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и произвольное множество F V� �. Если F x�� �, то F O V V� �� � � �
, . Если F ≥ 2, то возьмем, например, 

множество O x y X, , ,� �� �  где x F V� � , а y F x� � �\ . В таком случае F O x y X V� � �� � � �
, , . Тем самым по-

лучаем, что V ���
O
. Так как все элементы предбазы топологии τV принадлежат топологии τO, то � �

V O
� .

Пусть теперь � �
V O
�  и, в частности, � �

O V
� . Выберем произвольным образом две различные точки 

x y X, ∈  (случай одноточечного пространства X тривиален) и образуем множество O x y X, , .� �� �  Исходя 
из условия, оно принадлежит топологии Вьеториса, значит, для множества x y O x y X, , ,� �� � �� � найдется 
элемент базы топологии τV вида U Un1, ,…  такой, что x y U U O x y Xn, , , , , .� �� � � � �� �1  Пусть V – пе-
ресечение множеств из семейства U Un1, , ,�� �  содержащих точку x, а W – пересечение множеств из 
семейства U Un1, , ,�� �  содержащих точку y. Тогда будет справедливым включение V y W x U Un\ \� � � � � �, , , .1

V y W x U Un\ \� � � � � �, , , .1  Предположим, что хотя бы одно из множеств V y W x\ \� � � �,  содержит более одной точки. 
Пусть, например, z V y� � �\  и z ≠ x. В таком случае множество z y,� � лежит в  V y W x\ \� � � �, , а вместе 
с тем и в O x y X, , .� �� �  Следовательно, x y z y, , ,� ��� �  откуда вытекает равенство z = x. Получили проти-
воречие. Значит, открытые множества V y W x\ \� � � �,  одноточечны, а из произвольности выбора точек x 
и y вытекает, что пространство X дискретно.

Докажем обратное утверждение. Пусть пространство X дискретно. Достаточно показать, что � �
O V
� . 

Рассмотрим произвольный элемент базы топологии τO вида O A U, .� �  Если A = ∅, то O U U�� � � ��, .�V  
Если A a an� �� �1, ,  (a ai j≠  при i ≠  j, n ≥ 2), то искомое соотношение получим, представив множество 
O A U,� � в виде O A U a a Un, ,� � � � � ��� � � �� � �

1  где ai� � �� �V  для любого i, 1 ≤ i ≤ n, ввиду дискрет-
ности пространства X. Теорема доказана. 

Следствие 1. Справедливо соотношение τF ≤ τO. При этом топологии τF и τO совпадают тогда 
и только тогда, когда пространство X конечно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство первой части утверждения очевидным образом вытекает из тео
ремы 1 и соотношения τF ≤ τV.

Пусть теперь τF = τO. Из этого равенства и соотношений τF ≤ τV и τV ≤ τO (см. теорему 1) следует совпа-
дение топологий τF = τO = τV. Согласно теореме 1 равенство τO = τV влечет дискретность пространства X. 
Поскольку соотношение τF = τV равносильно компактности пространства X (см., например, [28, p. 144]), 
то получаем, что пространство X является конечным. 

Докажем обратное утверждение. Пусть пространство X конечно. Следовательно, τF = τV. Поскольку X 
также является дискретным пространством, то из теоремы 1 получаем совпадение топологий τV = τO. 
Следствие доказано. 

Теорема 2. Соотношение τO ≤ τLF имеет место тогда и только тогда, когда пространство X дис­
кретно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть X дискретно. Тогда в силу теоремы 1 τV = τO. Далее получаем требуемое 
из известного соотношения τV ≤ τLF.

Пусть теперь τO ≤ τLF. Выберем произвольным образом две различные точки x y X, ∈  и образуем мно-
жество O x y X, , .� �� ���O  Исходя из условия, для множества x y,� � найдется окрестность из базы тополо-
гии τLF вида   такая, что x y O x y X, , , ,� �� � � �� �  где  – локально конечное семейство открытых 
в X множеств. Нетрудно показать, что в таком случае семейство  будет конечным, т. е.  � �� �U Un1, , , 
и, следовательно,  � � �U Un1, , .�V  Далее рассуждения те же, что и при доказательстве второй час
ти теоремы 1 (случай τO ≤ τV). Теорема доказана.

Теорема 3. Соотношение τLF ≤ τO имеет место тогда и только тогда, когда в пространстве X любое 
локально конечное семейство открытых множеств конечно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если в X любое локально конечное семейство открытых множеств конечно, то 
τLF = τV [5]. Далее получим искомое соотношение τLF ≤ τO, применив теорему 1. 

Докажем обратное утверждение. Пусть τLF ≤ τO. Предположим, что в X существует бесконечное ло-
кально конечное семейство открытых множеств . В таком случае можем образовать замкнутое множе-
ство P, выбрав в каждом множестве из  по одной точке. Ясно, что P∈  . Исходя из условия, можно 
подобрать конечное множество A ⊂ P, содержащее по крайней мере две точки, и открытое в X множест
во U таким образом, что P O A U� � � �, .  Это значит, что A∈  . Но тогда вопреки предположению 
получим, что семейство  конечно. Теорема доказана.
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Из теорем 2 и 3 вытекает следствие 2.
Следствие 2. Топологии τLF и τO совпадают тогда и только тогда, когда пространство X конечно. 
Пусть далее пространство X метризуемо, ���X  (т. е. ρ – некоторая допустимая метрика на X  ) и ρ̂ –  

соответствующая метрика Хаусдорфа на exp .X
Теорема 4. Соотношение � �

�̂
� O имеет место тогда и только тогда, когда метрическое прост­

ранство X, �� � вполне ограничено. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть � �

�̂
�

O
. Для произвольного ε > 0 рассмотрим открытый шар B X

�
�

^
,� � 

в метрическом пространстве exp , .X �̂� �exp , .X �̂� �  Исходя из условия, это множество принадлежит τO. Тогда для 
множества X (как элемента экспоненты) найдется окрестность вида O A U,� � такая, что X O A U B X� � � � � �, ,

�
�^

X O A U B X� � � � � �, ,
�

�^  (при этом U, очевидно, совпадает с X  ). Для конечного множества A X⊂  существуют две воз-
можности: A = ∅ и  A ≥ 2. Рассмотрим первый случай. Тогда O X X�� � �, exp , и, значит, B X X

�
�^ , exp .� � �  

Выберем некоторую точку x X
0
∈ . Тогда �̂ � �x X x x

x X
0 0� �� � � � � �

�
, sup , , и, следовательно, � �x x, 0� � �  для 

любого x ∈ X. Значит, множество x0� � – конечная ε-сеть для пространства X. Перейдем ко второму слу-
чаю, когда A ≥ 2. Из  включения O A X B X, ,� � � � ��

�
^

 следует, что �̂ � �A X x A
x X

, sup , ,� � � � � �
�

 откуда 

� �x A,� � �  для любого x ∈ X. Таким образом, множество A X⊂  является конечной ε-сетью для прост
ранства X, что и требовалось доказать. 

Докажем теперь обратное утверждение. Пусть X вполне ограничено. Рассмотрим произвольное замк
нутое множество F X∈exp  и  его окрестность (в  экспоненте) B F

�
�

^
, ,� �  ε > 0. Возможны два случая: 

F a�� � (т. е. множество F одноточечное) и  F ≥ 2. В первом случае положим, что U B a� � �� �, , и рас-
смотрим множество O U�� �, . Очевидно, что F O U� �� �, , а  для любого P O U� �� �,  выполняются 
включения P B F� � �� �,  и F B P� � �� �, , откуда �̂ �F P, ,� � �  и, следовательно, P B F� � ��

�
^

, . Соотноше-
ния F O U B F� �� � � � �, ,

�
�

^
 доказаны. Во втором случае воспользуемся тем, что любое множество в X 

тоже вполне ограничено (см., например, [3, с. 396]), и выберем конечное множество A F⊂  так, чтобы 
F B a

a A
� � �

�
� �, .



 При этом можем считать, что A неодноточечно, A a an� �� �1, , , n ≥ 2. Рассмотрим мно

жество O A U, ,� �  где U B ai
i

n
� � �

�

, .�
1



 Ясно, что F O A U� � �, , а для любого P O A U� � �,  выполняются 

соотношения P B A B F� � � � � �� �� �, ,  и F B A B P� � � � � �� �� �, , , откуда �̂ �F P, ,� � �  и, следовательно, 
P B F� � ��

�
^

, . Получаем включения F O A U B F� � � � � �, , .
�

�
^

 Итак, в обоих случаях имеем соотношение 
� �
�̂
�

O
. Теорема доказана. 

Теорема 5. Соотношение � �
�O �
^

 имеет место тогда и только тогда, когда существует ε > 0 та­
кое, что � �x y,� � �  для любых различных точек x y X, ∈  (метрику с таким свойством можно назвать 
равномерно дискретной). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть � �
�O

� ^. Предположим, что в X существует предельная 
точка ξ, тогда найдется последовательность xn n� � �

�
1 такая, что xn ≠ xk при n ≠ k, xn ≠ ξ и � �x nn ,� � � 1  

для всех n∈. Образуем множества A x nn�� �� �� ��   и A x k nn k� �� �. В таком случае ̂� A A nn , ,� � � 2  

поскольку B A n An� ,
2�

�
�

�
�
� �  для любого n∈, т. е. An сходится к A относительно топологии �

�̂
, а значит, 

и относительно топологии τO. Но для окрестности O x X� �, ,1� �� �� O множества A (как элемента exp )X  
имеет место соотношение A O x Xn� � �� ��, ,1  при всех n∈. Получили противоречие. Таким образом, 
пространство X дискретно. 

Предположим теперь, что в X существуют последовательности xn n� � �
�

1 и  yn n� � �
�

1 такие, что x yn n≠  

для любого n∈ и � x yn n, .� �� 0  Можем считать, что � x y nn n,� � � 1  для всякого n∈. Заметим, что 

ни одна из последовательностей xn n� � �
�
1
, yn n� � �

�
1 не содержит стационарной подпоследовательности. 

Действительно, допустим, что xn ii� �
�

�

1
 – стационарная подпоследовательность и x zni =  для всех i ∈. 
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Тогда y zni →  и  y zni ≠  при любом i ∈,  что противоречит дискретности пространства X. В таком случае 
можно выбрать последовательность номеров n1 < n2 < … так, чтобы x i y in ni i

�� �� �� � ��  . Опи-
шем процедуру выбора таких подпоследовательностей. В качестве xn1

 и  yn1
 возьмем x1 и  y1. Пусть но

мера n1 < n2 < … < nk выбраны таким образом, что x yn ni j
≠  при i ≠  j. Поскольку последовательности 

xn n� � �
�

1 и  yn n� � �
�

1 не имеют стационарных подпоследовательностей, то можно выбрать номер m > nk 
такой, что множества x i k y i kn ni i

1 1� �� �� � �� � и  x p m y p mp p�� �� �� � дизъюнктны. Тогда пола-
гаем, что nk + 1 = m. Поэтому без ограничения общности можно считать, что xn ≠ xk при n ≠ k, y yn k≠  при 
n ≠ k и  x n y nn n�� �� �� � ��  .

Далее пусть D x nn� �� � , D D y k nn k� � �� �. Тогда из неравенства � x y nn n,� � � 1  вытекает оценка 

�̂ �D D y D nn
k n

k, sup , ,� � � � � �
�

1  а с ней вытекает и сходимость Dn к D относительно топологии �
�̂
 и (как 

следствие соотношения � �
�O � ^) относительно топологии τO. Но для окрестности O D�� ��, �O множе-

ства D имеем D O Dn� �� �,  при любом n∈. Получили противоречие. Необходимость доказана.
Достаточность. Исходя из условия, выберем такое ε > 0, что � �x y,� � �  для любых различных то-

чек x y X, ,∈  и для произвольного множества F X∈exp  рассмотрим окрестность B F
�

�^ , .� �  Пусть P B F� � ��
�^ , ,

P B F� � ��
�^ , , т.  е.  �̂ �F P, .� � �  Тогда имеем: 1) � �x P,� � �  для любого x F∈ ; 2) � �y F,� � �  для любого 

y P∈ . Ввиду выбора ε > 0 из 1) получаем, что F P⊂ , а из 2) следует включение P F⊂ . Таким образом, 
B F F
�

�
^

, ,� � � � �  откуда вытекает дискретность пространства exp , ,X �̂� �exp , ,X �̂� �  что в свою очередь влечет ис-
комое соотношение � �

�O
� ^. Теорема доказана. 

Следствие 3. Топологии τO и �
�̂
 совпадают в том и только в том случае, когда пространство X ко­

нечно. 
Исследуем далее взаимосвязь топологий τO и τinf. Приведем некоторые свойства τinf, которые пона-

добятся в последующем изложении. 
Напомним, что пространство X называется секвенциальным, если для любого не замкнутого в X 

множества A найдутся точка x X A∈ \  и последовательность a An n� � �
�

�
1

, сходящаяся к x.
Будем писать F Fn inf

� ��  ( ),F Fn �̂
� ��  если последовательность F Xn n� � �

�
�
1
exp  сходится к F от-

носительно топологии τinf (метрики Хаусдорфа ρ̂ соответственно). 
Предложение 7 [27]. Пространство exp X  c топологией τinf секвенциально. 
Следующее предложение описывает связь между сходимостью в τinf и сходимостью по метрике Хаус

дорфа. 
Предложение 8 [27]. Если F Xn n� � �

�
�
1
exp , F X∈exp  и  F Fn inf

� �� , то найдутся метрика ���X  
и подпоследовательность Fn ii� �

�

�

1
, для которых F Fni �̂

� �� .
Следующие предложения описывают связь топологии τinf с топологиями Вьеториса τV и Фелла τF. 
Предложение 9 [27]. Справедливо соотношение τF ≤ τinf.
Предложение 10 [27]. Для метризуемого пространства X равносильны условия:
1) τinf = τV ;
2) τV ≤ τinf ;
3) X компактно;
4) τinf = τF.
Теорема 6. Соотношение τinf ≤ τO имеет место тогда и только тогда, когда пространство X об­

ладает счетной базой.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть X обладает счетной базой. В таком случае X допускает вполне ограни-

ченную метрику ρ (см., например, [3, с. 398]). Тогда из теоремы 4 получаем соотношение � �
�̂
� O, откуда 

в свою очередь вытекает τinf ≤ τO.
Идея доказательства обратного утверждения та же, что и в [27, теорема 9]. Предположим, что в X 

нет счетной базы. Тогда, поскольку X имеет σ-дискретную базу (см., например, [3, с. 418]), в X можно 
выбрать вполне упорядоченное замкнутое дискретное (как подпространство) множество A a� �� �� � �1  

(aα ≠ aβ при α ≠ β), где ω1 – первый несчетный ординал. Пусть A a� � � �� �� �,  � �� �A� � �
1
. Ясно, 



37

Геометрия и топология
Geometry and Topology

что A ∉ , но при этом A�� � O  (замыкание множества  в τO), а так как τinf ≤ τO, то A�� �
inf

 (замы-
кание множества  в τinf ). Ввиду предложений 7 и 8 найдутся множество B X∈exp ,\  последователь-
ность A

n n�� � �
�

�

1
 и метрика ���X  такие, что A B

n� �̂
� �� .

Исследуем далее взаимное расположение множеств A и B. Предположим сначала, что множество 
B A\  не пусто. В таком случае фиксируем некоторую точку b B A

0
∈ \ . Обозначим � �0 0� � �b A, . Ясно, что 

ε0 > 0. Тогда для любого множества A
nλ  справедлива оценка sup , , , ,

b B
b A b A b A

n n
�

� � � � � � � � �� � � �� �0 0 0  от-

куда �̂ ��B A
n

,� � � 0 для всех n∈, что противоречит сходимости A B
n� �̂
� �� . Таким образом, B ⊂ A.

Далее предположим, что найдутся точки a B��  и a B��  такие, что α < β. Выберем ε > 0 так, чтобы 
B a A a� � ��,� � � �� � и B a A a� � ��, .� � � �� �  Для всех n∈, начиная с некоторого номера, ̂� ��B A

n
, ,� � �  

и, следовательно, a A
n� �� . Поскольку a A

n� ��  (так как α < β) и ̂� ��B A
n

, ,� � �  то a B�� . Получили про-
тиворечие. Таким образом, если a B�� , то a B��  для всех α < β. 

Пусть далее существует не более чем счетный ординал λ0 такой, что λ < λ0 для любой точки a B�� . 
Можно полагать, что λ0 – первый ординал среди таких ординалов, и тогда B A� �0

, что невозможно, по-
скольку B X∈exp .\

Итак, получаем равенство B = A. Известно (см., например, [3, с. 25]), что для всякой последователь-
ности ординалов λ1, λ2, …, меньших, чем ω1, найдется такой ординал λ0 < ω1, что λi < λ0 для всех i ∈. 
Фиксируем ε > 0, при котором B a A a� � ��

0 0
, .� � � �� �  Поскольку B = A, то �̂ ��B A

n
,� � �  для каждого 

n∈, что противоречит сходимости A B
n� �̂
� �� . Теорема доказана. 

Следствие 4. Для метризуемого пространства X равносильны условия:
1) τO ≤ τinf ;
2) X конечно;
3) τO = τinf.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Импликация 1) ⇒ 2). Так как τV ≤ τO (см. теорему 1), то τV ≤ τinf, что равносильно 

τinf = τF (см. предложение 10), откуда получаем равенство τF = τO, которое (см. следствие 1) эквивалент-
но конечности пространства X. Импликация 2) ⇒ 3). Поскольку пространство X конечно, то exp X  – ко-
нечное множество, и, следовательно, в силу выполнения для τO и τinf аксиомы отделимости T1, τO и τinf – 
одна и та же дискретная топология. Импликация 3) ⇒ 1) очевидна. Следствие доказано.

Следствие 5. Топологии τinf и τO несравнимы тогда и только тогда, когда вес пространства X не­
счетен. 

Непрерывное продолжение отображения  
на экспоненты с топологией τO

Исследуем вопрос об условиях существования непрерывного продолжения exp expO OX Yg� ��  отобра-
жения X Yf� �� . Отображение exp expX Yg� ��  будем называть продолжением отображения X Yf� ��  
на экспоненты exp X  и exp ,Y  если g x f x� �� � � � �� � для любого x X� ��exp . Если, кроме того, g F f F

Y� � � � ��� ��
g F f F

Y� � � � ��� ��  для любого F X∈exp , то отображение exp expX Yg� ��  назовем каноническим продолже-
нием. Далее каноническое продолжение будем обозначать через  f . Выясним условия «каноничности» 
непрерывного продолжения для топологии τO.

Теорема 7. Пусть для непрерывного продолжения exp expO OX Yg� ��  отображения X Yf� ��  име­
ет место равенство g A f A� � � � � для любого конечного подмножества A пространства X. Тогда g f= .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть F X∈exp  и  F � �. Вначале отметим, что если F O U� �� �, , где U от-
крыто в X, то F O A U O U� � � � �� �, ,  для любого конечного множества A F⊂  такого, что A ≥ 2. Рас-
смотрим окрестность V (в Y ) некоторой точки �� � �g F . Множество V – есть окрестность g F� � в expOY  
ввиду соотношения τV ≤ τO (см. теорему 1). Из непрерывности отображения  g для множества F (как 
элемента экспоненты) можно подобрать окрестность вида O A U,� � так, чтобы g O A U V, ,� �� � � �  где 
A ≥ 2. Поскольку A O A U� � �, , то g A f A V� � � � �� �, т. е.  f A V� � � � �, откуда f F V� � � � �. Ввиду 

произвольности выбора окрестности V получаем, что �� � ��� ��f F
Y

, и, следовательно, g F f F
Y� � � � ��� �� . 

Далее предположим, что существует точка �� � ��� �� � �f F g F
Y
\ . Так как множество g F� � замкнуто, то 
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найдется также точка y f F g F� � � � �\ . Рассмотрим окрестность O Y y� � �� �, \  множества g F� � в exp .OY  
В силу непрерывности отображения g для множества F можно подобрать окрестность вида O A U, ,� �  
где A ≥ 2, так, чтобы g O A U O Y y, , .� �� � � � � �� �\  Выберем далее точку x f y F� � � ��1

. Тогда множе-
ство x A X� �� �expO  является элементом O A U, ,� �  значит, g x A f x A O Y y� ��� � � � ��� �� � � �� �, ,\  
т. е.  f x f x A Y y� �� � ��� � � � �\ . Таким образом, получили противоречие (так как y f x� � �). Следова-
тельно, имеет место включение f F g F

Y� ��� �� � � �. Итак, g F f F
Y� � � � ��� �� . Теорема доказана. 

Выясним теперь условия непрерывности канонического продолжения  f . Исходное отображение 
X Yf� ��  считаем далее непрерывным.

Теорема 8. Отображение exp expO OX Yf� ��  непрерывно тогда и только тогда, когда отобра­
жение X Yf� ��  замкнуто (т. е.  f F� � замкнуто в Y для любого замкнутого в X множества F). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть отображение f  непрерывно. Предположим, что сущест
вует замкнутое множество F X⊂ , для которого f F f F

Y� ��� �� � � � �\ . Выберем точки �� � ��� �� � �f F f F
Y
\  

и y f F� � � и  образуем в  expOY  окрестность O y Y�, ,� �� � множества f F f F
Y� � � � ��� �� . Тогда, исхо-

дя из непрерывности  f , найдется окрестность множества F вида O A U,� � такая, что f O A U O y Y, , , .� �� � � � �� ��

f O A U O y Y, , , .� �� � � � �� ��  В случае если A = ∅, рассмотрим множество x O U� �� �� �, , где x ∈ F и  f x y� � � . Тогда 

f x f x O y Y� �� � � � �� �� � �� ��, , , и, значит, �, ,y f x y� �� � �� � �� �  что невозможно. Если A ≥ 2, то f A f A O y Y� � � � �� � �� ��, , ,

f A f A O y Y� � � � �� � �� ��, , , следовательно, множество f A� � содержит множество �, ,y� �  откуда (ввиду вклю-
чения f A f F� � � � �) получаем, что �� � �f F  вопреки предположению. Значит, f F f F

Y� ��� �� � � �. Замк
нутость отображения X Yf� ��  доказана. 

Достаточность. Пусть отображение X Yf� ��  замкнуто. Для образа f F f F� � � � � точки F (в экспо-
ненте) рассмотрим произвольную окрестность вида O B V, .� �  Если множество B пусто, то в силу замк
нутости отображения  f  имеет место включение f O U O B V�� �� � � � �, , , где U f V� � ��1

. Пусть теперь 
B ≥ 2. В таком случае для множества B можно подобрать конечное множество A F⊂  так, чтобы f A B� � � . 

Тогда для множества F образуем окрестность вида O A U, ,� �  где U f V� � ��1
. Замкнутость функции  f 

обеспечит включение f O A U O B V, , .� �� � � � �  Теорема доказана. 
В завершение рассмотрим отображение expO из категории CLOS топологических T1-пространств 

и непрерывных замкнутых отображений в категорию TOP1 топологических T1-пространств и непре-
рывных отображений, сопоставляющее каждому объекту X из категории CLOS его экспоненту exp ,O X  
а каждому морфизму X Yf� ��  категории CLOS его непрерывное продолжение exp exp .O OX Yf� ��  
Теорема 8 позволяет сформулировать следствие 5.

Следствие 5. Отображение expO является ковариантным функтором из категории CLOS в кате­
горию TOP1.

Замечание. В силу теоремы 8 категорию CLOS можно считать естественной (т. е. максимальной 
в рамках категории TOP1) областью определения функтора exp .O
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