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Аннотация. Исследуются свободные малые колебания системы из N параллельно ориентированных нанобалок 
с учетом сил взаимодействия Ван-дер-Ваальса. Рассматривается вариант граничных условий, когда нижние края 
балок защемлены, а верхние края свободны. Система N нелинейных дифференциальных уравнений в частных 
производных расщепляется на две системы – нелинейную систему, которая определяет статическое деформиро-
вание всех балок под действием межмолекулярных сил, и систему уравнений с переменными коэффициентами, 
описывающую свободные малые колебания в окрестности этого деформированного состояния. Показано, что для 
рассматриваемой механической системы существуют моды малых колебаний, совпадающие с модами одной сво-
бодной консольной балки. Детально изучены свободные малые колебания двух консольных углеродных нанотрубок 
(нанопинцета), а также трех нанотрубок, формы колебаний которых симметричны относительно срединной линии 
системы. Отмечено, что данные моды сильно зависят от сил Ван-дер-Ваальса: уменьшение зазора между трубками 
приводит к росту сил Ван-дер-Ваальса и, как следствие, снижению фундаментальной частоты системы, а при до-
стижении критически малого значения зазора имеет место явление неустойчивости типа взаимного втягивания нано- 
консолей.

Ключевые слова: система нанобалок; нанопинцет; силы Ван-дер-Ваальса; свободные малые колебания.
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Abstract. Free small vibrations of a system of N parallel-oriented nanobeams are studied, taking into account 
van der Waals interaction forces. A boundary condition variant is considered where the lower edges are clamped and 
the upper edges are free. A system of N nonlinear partial differential equations is split into two systems. The first non-
linear system determines the static deformation of all beams under the action of intermolecular forces, while the se
cond one with variable coefficients describes free small vibrations in the vicinity of this deformed state. It  is shown 
that for the mechanical system under consideration, there exist small vibrations modes coinciding with the modes 
of a single free cantilever beam. Free small vibrations of two cantilever carbon nanotubes (nanotweezer), as well as 
three nanotubes, whose vibrations modes are symmetrical about the system midline, are studied in detail. It  is no- 
ted that these modes are strongly dependent on van der Waals forces: a decrease in the gap between the tubes leads 
to an increase in van der Waals forces and, as a consequence, to a decrease in the fundamental frequency of the 
system, and when a critically small gap value is reached, the phenomenon of pull-in instability of nanocantilevers  
occurs.

Keywords: system of nanobeams; nanotweezer; van der Waals forces; free small vibrations.
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Введение
Семейства параллельно ориентированных нанотрубок, взаимодействующих друг с другом по-

средством полей межмолекулярных сил, представляют собой уникальные объекты, которые на-
ходят применение в различных микро- и наноразмерных электромеханических системах (МЭМС 
и НЭМС соответственно). В частности, нанодатчики давления состоят из «леса» вертикально ориен
тированных углеродных нанотрубок (УНТ), которые упакованы между двумя гибкими мембрана-
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ми [1; 2]. Пара консольных параллельно расположенных нанотрубок, взаимодействующих между 
собой как два бистабильных электрода, является основным элементом нанопинцетов, используемых 
в современной микро- и нанохирургии для манипуляций на клеточном уровне [3; 4]. Эти и другие 
устройства на основе нанотрубок обладают сверхвысокой чувствительностью, что позволяет инте-
грировать их в различные МЭМС и НЭМС, применяемые в медицине, промышленности и научных  
исследованиях.

Межмолекулярные силы (силы Казимира, Ван-дер-Ваальса), действующие между близко располо-
женными нанотрубками, оказывают решающее влияние на механическое поведение последних [5; 6]. 
В частности, при достаточно малом зазоре между захватами нанопинцета силы Ван-дер-Ваальса могут 
вызывать потерю устойчивости типа втягивания, которая приводит к взаимному прилипанию захватов 
и трудностям с их освобождением [3; 7– 9]. Аналогичное явление может иметь место при проектировании 
или эксплуатации нановыключателя, состоящего из консольной электростатически активируемой на-
нобалки, подвешенной над неподвижным электродом-подложкой; при малом зазоре между электродами 
или критически большой длине наноконсоли возможно втягивание последней и падение на подложку 
без приложенного электрического напряжения под действием лишь межмолекулярных сил [10]. Как по-
казано в статье [11], действие сил Ван-дер-Ваальса может значительно усиливаться, если на свободных 
поверхностях наноконсоли имеют место остаточные поверхностные напряжения, что может приводить 
к коллапсу даже при большом зазоре между электродами.

В случае подачи электрического напряжения подвижный электрод или пара взаимодействующих 
подвижных электродов деформируются, а при внезапном снятии напряжения возможны колебательные 
формы их движения, которые ввиду нелинейности межмолекулярных сил могут приводить к динамиче-
ской неустойчивости [12–14]. Корректное моделирование динамики подобных МЭМС и НЭМС предпо-
лагает предварительный анализ динамических характеристик, включая собственные частоты свободных 
колебаний и их формы с учетом действия межмолекулярных сил притяжения. В работе [15] деталь-
но исследованы формы малых собственных колебаний электростатически активируемой консольной  
нанобалки, подвешенной над неподвижным электродом, в окрестности ее деформированного состояния 
под действием сил Казимира и Ван-дер-Ваальса. Отмечено, что учет межмолекулярных сил приводит 
к снижению собственных частот колебаний, при этом данный эффект оказывается наиболее заметным 
для наименьшей частоты колебаний. Анализ литературы показывает, что подобные исследования дина-
мики семейства параллельно ориентированных нанотрубок с учетом их взаимодействия посредством 
полей межмолекулярных сил не проводились.

Целью данной работы является определение собственных частот свободных компланарных низкочас
тотных колебаний системы параллельно ориентированных нанотрубок, моделируемых нанобалками, 
в рамках классического подхода – локальной теории упругости. Предполагается, что расстояние между 
нанобалками достаточно мало, это приводит к появлению межмолекулярных сил взаимодействия. Рас
сматривается случай, когда нижние края нанобалок защемлены, а верхние края свободны, что соответ-
ствует механической системе типа «леса» нанотрубок, выращиваемых на неподвижной подложке [16], или 
НЭМС типа нанопинцета, состоящего из двух подвижных консольных нанобалок. Система нелинейных 
дифференциальных динамических уравнений, записанная в безразмерном виде, расщепляется на урав-
нения, определяющие статическую деформацию под действием межмолекулярных сил, и уравнения, 
описывающие малые колебания системы около деформированного состояния. Показано существование 
мод свободных малых колебаний, не зависящих от межмолекулярных сил. Подробно рассмотрена задача 
о свободных колебаниях системы из двух УНТ (нанопинцета), имеющая приложение в современной 
микро- и нанохирургии.

Постановка задачи
Рассмотрим плоскую систему из N параллельно ориентированных одностенных УНТ длиной l с внеш-

ним радиусом r, стоящих на жесткой неподвижной подложке (рис. 1). Расстояние между соседними УНТ 
в их основании одинаково и равно g. Верхние края трубок свободны, а нижние края жестко защемлены, 
хотя другие варианты граничных условий не исключаются из рассмотрения. Случай, когда все края 
трубок жестко защемлены, имеет место в нанодатчиках давления [1; 2]. Геометрические параметры 
и механические свойства всех УНТ предполагаются одинаковыми. В дальнейшем нанотрубки будем 
моделировать в рамках континуальной теории упругости эквивалентными нанобалками типа Эйлера –  
Бернулли [17], которые характеризуются эффективными модулем Юнга Е, моментом инерции попереч-
ного сечения I, площадью поперечного сечения S и плотностью материала ρ, зависящими от радиуса r 
и хиральности УНТ [18; 19].
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Рис. 1. Плоская система из N параллельно ориентированных нанотрубок  
под действием сил Ван-дер-Ваальса

Fig. 1. Plane system of N parallel-oriented nanobeams  
under action of van der Waals forces

Обозначим через U x tn n ,� � перемещение точки срединной линии n-й нанобалки, где xn – координата  
точки, отсчитываемая вдоль оси балки от ее основания, а t – время. Учитывая одинаковую длину балок 
и имея намерение исследовать малые связанные колебания посредством межмолекулярных сил притя-
жения, далее принимаем единую систему координат для всех нанобалок, так что x xn = .

Уравнения движения n-й нанобалки Эйлера – Бернулли имеют вид
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седних нанобалок.

Как показано в работе [20], при зазоре между УНТ g > 20 нм превалирующими являются силы 
Казимира, а при зазоре g < 20 нм следует принимать во внимание силы Ван-дер-Ваальса. Далее  
будем исследовать колебание механической системы с учетом действия силы притяжения Ван-дер- 
Ваальса. Как интегральная характеристика межатомного взаимодействия двух параллельно ориенти-
рованных УНТ, находящихся на фиксированном расстоянии g, данная сила определяется соотноше- 
нием [5; 8]
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где A – постоянная Гамакера; ht – эффективная толщина УНТ. В результате действия сил (2) две сосед-

ние нанотрубки деформируются. Пусть g U Un n� �� ��1  – эффективный зазор между n-й и (n + 1)-й нано-
трубками. Тогда при r g  сила взаимодействия между этими нанотрубками будет находиться по формуле
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Компланарная динамика семейства из N параллельно ориентированных УНТ будет описываться сис
темой уравнений (1) для балок, где n N=1 2, , , ,  а силы Fn находятся по формулам

F F F F F F Fn n n n n N N N1 1 2 1 1 1� � � � �� � �, , , ,, , .

Перейдем к безразмерным величинам
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Ван-дер-Ваальса.
Следуя подходу, предложенному в работе [15], представим безразмерное перемещение Wn в виде  

статической и динамической составляющих:
	 W s u s w sn n n, , .� �� � � � � � � � 	 (3)

Далее будем исследовать малые колебания в окрестности деформированного статического состояния 
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Уравнения (5) должны тождественно удовлетворяться для любого момента времени, в том числе 
и в случае статического равновесия системы. Отсюда получаем две системы дифференциальных урав-
нений, из которых нелинейные уравнения

d u
ds u u

4

1

4

1 2

5

21

0�
� �� ��� ��

�
�

, ,

	 d u
ds

u u u u

n

n n n n

4

4

1

5

2
1

5

21 1

0�

� �� ��
�

�
�

�

� �� ��
�

�
�

�

� �

� �
, , 	 (6)

d u
ds

u u

N

N N

4

4

1

5

21

0�

� �� ��
�

�
�

�

�

�



54

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2026;2:49–61
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2026;2:49–61 

позволяют найти деформированное состояние системы нанобалок с учетом действия сил Ван-дер-Ваальса, 
а система N линейных дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами
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описывает свободные малые колебания нанобалок в окрестности статического деформированного со-
стояния.

Уравнения (6) и (7) следует дополнить граничными условиями. Для жестко защемленных нижних 
краев балок (s = 0) принимаем

	 u un n� � � 0, 	 (8)

а для свободных верхних краев балок (s = 1) полагаем, что

	 �� � ����u un n 0. 	 (9)
Для динамических уравнений (7) принимаются аналогичные условия с заменой статического пере-

мещения u sn� � на динамическое перемещение w sn , .�� �
В итоге мы пришли к двум краевым задачам для уравнений (6) и (7), которые решаются последо-

вательно: сначала определяется деформированное состояние системы (находятся функции un), а затем 
исследуются собственные колебания из решения уравнений (7).

Формы малых колебаний,  
не зависящие от сил Ван-дер-Ваальса

Система уравнений (7) имеет решение, которое не зависит от начального деформированного состоя-
ния, найденного из уравнений (6). В самом деле, суммируя все уравнения системы (7), приходим к клас-
сическому уравнению нанобалки Эйлера – Бернулли
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. Аналогичные уравнения получаем для любой функ

ции w sn , ,�� �  если w wn n� �1 для всех n N=1 2, , , .

Уравнение (10) позволяет найти собственные частоты свободных малых колебаний системы наноба-
лок, которые не зависят от межмолекулярного взаимодействия. На таких частотах система совершает 
малые колебания, эквивалентные колебаниям одной отдельно взятой балки. В частности, для системы 
консольных нанобалок подобные моды есть собственные функции краевой задачи (8) – (10) (см. учебное 
пособие И. М. Бабакова1):
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где i = −1, а безразмерные собственные частоты � k� � – это корни уравнения
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1Бабаков И. М. Теория колебаний : учеб. пособие для студентов высш. техн. учеб. заведений. 3-е изд., стер. М. : Наука, 

1968. 560 с.
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Заметим, однако, что указанное свойство о наличии мод с частотами, не зависящими от межмоле
кулярных сил, является следствием линеаризации исходной нелинейной системы уравнений при условии 
выполнения сильных неравенств (4).

Далее на примере системы из двух и трех нанобалок рассмотрим случаи, когда силы Ван-дер-Ваальса 
оказывают значительное влияние на собственные частоты малых колебаний.

Собственные колебания нанопинцета
Рассмотрим механическую систему из двух нанобалок (N = 2), изображенных на рис. 2. Данную сис

тему можно рассматривать как упрощенную модель нанопинцета, который, как правило, состоит из двух 
консольных захватов, изготовленных из УНТ либо из кремния.

Рис. 2. Механическая модель деформирования нанопинцета,  
состоящего из двух нанобалок, под действием сил Ван-дер-Ваальса

Fig. 2. Mechanical model of deformation of a nanotweezer  
consisting of two nanobeams under action of van der Waals forces

На нижних краях рассматриваем условия жесткой заделки, верхние края предполагаем свободными. 
Формы колебаний, не зависящие от сил Ван-дер-Ваальса, для которых w w1 2= , рассмотрены выше для 
случая произвольного N. Здесь изучим формы колебаний, симметричные относительно срединной линии, 
разделяющей зазор. Для таких форм колебаний

u u u u u u U u� � � � � � �1 2 1 2 2 2, , , .*� �

Тогда система уравнений (5) вырождается в одно дифференциальное уравнение

	 d U
ds U

4

4 5

21

0�
�� �

�
�*

. 	 (12)

Для форм колебаний в окрестности деформированного состояния ввиду симметрии мод колебаний 
следует принять, что w w w� � �1 2. Тогда вместо системы двух уравнений (7) получаем одно дифферен-
циальное уравнение с переменными коэффициентами
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Анализ деформированного состояния системы. Уравнение (12) не поддается точному решению 
и является объектом многочисленных исследований (см. анализ литературы в публикациях [9; 11]), в ко-
торых предлагаются различные приближенные методы интегрирования и определения критического 
значения параметра Ван-дер-Ваальса � �* * .� cr  Остановимся на подходе, предложенном в статье [11], 
согласно которому безразмерная сила Ван-дер-Ваальса

f s
U
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�� �

�*

1
5

2

аппроксимируется степенной функцией
	 f s f f U f sm T
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, , 	 (15)

UT  – перемещение свободного края консоли (s = 1), а m – положительное вещественное число. Здесь UT ,  
m – параметры, подлежащие определению. Заметим, что модель, основанная на аппроксимации (14), 
является обобщением ранее разработанных и хорошо апробированных линейной и квадратичной моде-
лей [9; 10], в которых m = 1 и m = 2 соответственно.

Если принять обобщенную модель (14), (15), то решение уравнения (12) находится в виде полинома
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где константы a a2 3,  определяются из граничных условий для консоли и составляют
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Тогда для перемещения свободного края балки получаем неявное уравнение
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Уравнение (17) должно быть дополнено условием равенства сил Ван-дер-Ваальса, действующих на балку 
в какой-либо промежуточной точке 0 1< <s* :

	 f s f U sm m
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В частности, при s* =
1

2
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В итоге мы пришли к системе двух уравнений (17), (18) относительно показателя степени m �*� � и пе-
ремещения UT �*� � свободного края консоли, решение которой параметрически зависит от координа-
ты s*. Процедура реализации данного метода осложнена отсутствием критерия корректного выбора  
точки s s= *. В качестве такового, в частности, может выступать условие минимума среднеквадратичной 
погрешности выполнения условия (18) в других точках, отличных от s s= 0 1, , .*  Детальная разработка 
данного критерия, условие выполнения которого зависит от многих факторов (геометрических разме-
ров консоли, зазора, порядка нелинейности в уравнении в зависимости от типа межмолекулярных сил), 
выходит за рамки данной статьи и может быть предметом дальнейших исследований. Заметим лишь,  
что в статье [10] при изучении явления втягивания наноразмерной консольной балки со стороны не-

подвижного электрода все расчеты выполнялись при s* .=
1

2
 Здесь ограничимся реализацией частного 

случая модели (14), (15), а именно квадратичной модели, согласно которой степень m = 2 фиксирована.  
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В этом случае уравнение (16) может быть решено численно с любой степенью точности относительно 
прогиба UT  при заданном значении параметра a*, однако при этом условие (18) будет выполняться при-
ближенно. Заметим, что данная модель хорошо себя зарекомендовала при исследовании деформирования 
консольной двустенной УНТ под действием межмолекулярных сил [10] и показала удовлетворительное 
совпадение с результатами атомистического моделирования [21].

На рис. 3 показана зависимость перемещения UT  от безразмерного параметра Ван-дер-Ваальса a*, 
найденная в рамках квадратичной модели (при m = 2). Как видно, UT �*� � – монотонно возрастающая 
функция параметра a* такая, что UT �*� �� �� при � �� �cr

* , .1 323 8  Неограниченный рост перемеще-
ния UT �*� � означает, что при достижении критического значения зазора между захватами нанопинцета
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	 (19)

имеет место явление взаимного втягивания наноконсолей, приводящее к касанию их свободных концов.  
Отметим, что критическое число �cr

* ,� 1 323 8 находится из условия на экстремум обратной функ- 
ции �* .UT� �

Рис. 3. Перемещение кончика захвата нанопинцета  
как функция безразмерного параметра Ван-дер-Ваальса

Fig. 3. Displacement of the nanotweezer gripper tip  
as a function of a dimensionless van der Waals parameter

Далее будем исследовать свободные малые колебания нанопинцета при � �� cr
* , т. е. при g g� ��

cr .

Анализ свободных малых колебаний. Разыскивая решение уравнения (13) в виде w y s� � �ei��, где 
ω – искомая безразмерная частота собственных колебаний, приходим к обыкновенному дифференциаль
ному уравнению с переменными коэффициентами
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, 	 (20)

в котором функция U s� � считается известной и находится по формуле (16) для любого фиксированного 
параметра a*. Соответствующие граничные условия имеют вид
	 y y y y0 0 1 1 0� � � �� � � ��� � � ���� � � . 	 (21)
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Решение краевой задачи (20), (21) на собственные значения � �� 2 может быть найдено численно мето-
дом прогонки, подобно тому как это сделано в статье [15]. На рис. 4, а, с использованием логарифми-
ческой шкалы представлены значения первых трех собственных чисел � k� � как функций параметра a*,  
а на рис. 4, б, изображена аппроксимация первого собственного значения непрерывной функцией. 
Как и следовало ожидать, с ростом параметра Ван-дер-Ваальса наименьшая собственная частота � 1� � 
нанопинцета быстро убывает, стремясь к нулю при � �� �cr

* , .1 323 8  Тенденция к уменьшению второго, 
третьего и последующих собственных значений с ростом параметра a* менее заметна. Отметим, что 
� k� �� 0 для k ≥ 2, если параметр a* достигает критического значения, соответствующего эффекту поте- 
ри устойчивости типа втягивания.

Рис. 4. Зависимость собственных значений краевой задачи (20), (21)  
от безразмерного параметра Ван-дер-Ваальса: а – значения первых трех собственных чисел;  

б – аппроксимация первого собственного значения непрерывной функцией
Fig. 4. Dependence of eigenvalues of the boundary value problem (20), (21)  

on a dimensionless van der Waals parameter: a – the first three eigenvalues;  
b – approximation of the first eigenvalue by a continuous function

При �*� 0 задача (20), (21) имеет собственные значения
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где � k� � – корни трансцендентного уравнения (11), соответствующие модам, не зависящим от сил Ван-
дер-Ваальса. Таким образом, при любом фиксированном �*� 0 спектр собственных частот нанопин-
цета формируется из двух частей. Первая часть соответствует собственным значениям краевой зада-
чи (20), (21), найденным при �* ,� 0  а вторая часть – собственным значениям краевой задачи (8) – (10).  
При этом номер собственной частоты нанопинцета не совпадает с номером собственного числа � k� � 
краевой задачи (20), (21) или с номером собственного значения задачи (8) – (10). Отметим также, что  
при �*� 0 фундаментальной (наименьшей) собственной частотой механической системы становится 

частота � � �f � � �� �1 * , которая меньше � 1
0 3 516

� � � � � , .

Рассмотренная здесь модель нанопинцета является упрощенной. Она игнорирует действие электроста-
тических сил, активирующих деформирование гибких захватов. Кроме того, данная модель не учитывает 
реальную геометрию захватов, которые могут иметь переменное сечение. Тем не менее предложенный 
здесь метод исследования свободных малых колебаний может быть использован для изучения нижнего  
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спектра собственных частот нанопинцета с более сложной геометрией захватов. Для определения выс-
ших частот с геометрией захватов, близкой к реальной геометрии, может быть использован ВКБ-подход, 
подобно тому как это сделано в работе [22] при исследовании колебаний нанобалки переменного се-
чения. Однако одной из нерешенных проблем остается корректное определение сил Ван-дер-Ваальса 
между наноконсолями с переменным вдоль оси сечением (например, с коническим профилем захвата).

Колебания трех и более  
параллельно ориентированных нанобалок

Рассмотрим механическую систему из трех нанобалок (N = 3). Ввиду принятой симметрии механи-
ческой системы

u u u u� � � �1 3 2 0,

и три статических уравнения (6) вырождаются в одно дифференциальное уравнение

d u
ds u

4

4 5

21

0�
�� �

�
�

,

которое совпадает с уравнением (12) с точностью до параметра Ван-дер-Ваальса (в уравнении (12) 
� �* ).� 2  Таким образом, построенная на рис. 3 кривая, которая описывает перемещение свободного 
конца захвата нанопинцета (как функции параметра a*), может быть использована для определения 
перемещений свободных концов первой и третьей нанобалок, что позволяет найти статическое пере-
мещение нанобалок u s� � по формуле (16), где вместо a* следует брать α. В данном случае критическое 
значение зазора между УНТ, при котором происходит потеря устойчивости (взаимное втягивание и ка-
сание верхних краев), составляет
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где gcr

⊥⊥ находится по формуле (19), соответствующей нанопинцету. Как видно, присоединение к паре УНТ  
третьей нанотрубки приводит к уменьшению критического зазора.

Все возможные формы малых собственных колебаний системы из трех нанобалок в окрестности 
деформированного состояния описываются уравнениями (7) при N = 3. Рассмотрим осесимметричные 
формы колебаний, на которые сильно влияют силы Ван-дер-Ваальса. Для таких форм w w w w� � � �1 3 2 0,  
и система уравнений (7) вырождается в одно уравнение
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которое с точностью до статического перемещения и параметра Ван-дер-Ваальса идентично уравне-
нию (13). Из этого следует, что данные, представленные на рис. 4, б, могут быть использованы для 
определения собственных частот системы из трех параллельно ориентированных УНТ с учетом сил 
Ван-дер-Ваальса. Принимая во внимание равенство � �*� 2  и установленную зависимость � �1� � � �*  на 
рис. 4, б, можно сделать вывод, что присоединение к паре УНТ дополнительной нанотрубки приводит 
к повышению фундаментальной частоты системы, которое можно объяснить увеличением общей жест-
кости системы.

Решение задачи при N ≥ 4 сопряжено со значительными трудностями. Так, при N = 4 начальное ста-
тическое деформирование нанобалок определяется системой двух уравнений
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а динамические уравнения, которые описывают свободные малые колебания, симметричные относи-
тельно срединной линии механической системы, принимают вид
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Решения этих задач могут быть найдены с использованием приближенных подходов, использованных 
выше для нанопинцета.

Заключение
Выполнена постановка задачи о свободных малых колебаниях расположенной в одной плоскости 

системы из N параллельно ориентированных нанобалок с учетом сил притяжения Ван-дер-Ваальса. 
Выведены две системы дифференциальных уравнений, первая из которых служит для определения на-
чального статического деформирования под действием межмолекулярных сил, а вторая описывает малые 
колебания в окрестности деформированного состояния. Показано наличие форм колебаний, не зависящих 
от сил Ван-дер-Ваальса, при которых вся система балок колеблется как одна балка, свободная от этих 
сил. Подробно исследованы симметричные формы колебаний системы из двух и трех УНТ, для которых 
влияние межмолекулярных сил является значительным и приводит к снижению всех собственных час
тот системы балок по сравнению с формами колебаний, не зависящими от сил взаимного притяжения. 
На примере нанопинцета показано, что уменьшение зазора между захватами приводит к снижению 
фундаментальной частоты колебаний системы, а при достижении критического значения зазора между 
захватами наблюдается явление взаимного втягивания захватов, сопровождающееся касанием их свобод-
ных концов. Также обнаружено, что выявленная функциональная зависимость наименьшей собственной 
частоты симметричных колебаний нанопинцета от безразмерного параметра Ван-дер-Ваальса может 
быть использована для определения наименьшей частоты собственных симметричных компланарных 
колебаний системы из трех нанобалок.

Разработанный метод исследования малых колебаний двух нанобалок может быть обобщен для на-
нопинцета с более сложной геометрией захватов, а также с учетом действия электростатических сил 
и сил Казимира. Выполненные постановки задач могут стать основой для дальнейшего численного 
моделирования колебаний «леса» нанотрубок, выращиваемых на подложке. Кроме того, предполагается 
дальнейшее развитие метода, основанного на аппроксимации равнодействующей межмолекулярных 
и электростатических сил, действующих на балку, степенной функцией произвольного порядка. Данный 
метод позволит с большей точностью определять статическое деформирование низкоразмерной консоли 
как сенсорного элемента всевозможных МЭМС и НЭМС.
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