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УДК 517.538.52+517.538.53

О СУЩЕСТВОВАНИИ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ  
АППРОКСИМАЦИЙ ЭРМИТА – ЯКОБИ  

И НЕЛИНЕЙНЫХ АППРОКСИМАЦИЙ ЭРМИТА – ЧЕБЫШЕВА

А. П. СТАРОВОЙТОВ1), Е. П. КЕЧКО1), Т. М. ОСНАЧ 1)

1)Гомельский государственный университет им. Франциска Скорины,  
ул. Советская, 104, 246028, г. Гомель, Беларусь

Определены аналоги алгебраических аппроксимаций Эрмита – Паде, а именно тригонометрические аппрокси-
мации Эрмита – Паде и Эрмита – Якоби. Построены примеры функций, для которых тригонометрические аппрок-
симации Эрмита – Якоби существуют, но не совпадают с тригонометрическими аппроксимациями Эрмита – Паде. 
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Вещественный, комплексный и функциональный анализ
Real, Complex and Functional Analysis

Подобные примеры построены для линейных и нелинейных аппроксимаций Эрмита – Чебышева, являющихся 
кратными аналогами линейных и нелинейных аппроксимаций Паде – Чебышева. Оба типа примеров вытекают 
из известных представлений для числителя и знаменателя дробей, введенных Ш. Эрмитом при доказательстве 
трансцендентности числа e.

Ключевые слова: тригонометрические ряды; ряды Фурье; тригонометрические аппроксимации Паде; многочле-
ны Эрмита – Паде; аппроксимации Паде – Чебышева.
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ON THE EXISTENCE OF TRIGONOMETRIC  
HERMITE – JACOBI APPROXIMATIONS  

AND NON-LINEAR HERMITE – CHEBYSHEV APPROXIMATIONS

A. P. STAROVOITOV  a, E. P. KECHKOa, T. M. OSNACH a

aFrancisk Skorina Gomel State University, 104 Savieckaja Street, Gomiel 246028, Belarus
Corresponding author: E. P. Kechko (ekechko@gmail.com)

In this paper, analogues of algebraic Hermite – Padé approximations are defined, being trigonometric Hermite – Padé 
approximations and Hermite – Jacobi approximations. Examples of functions are represented for which trigonometric 
Hermite – Jacobi approximations exist but are not the same as trigonometric Hermite – Padé approximations. Similar 
examples are made for linear and non-linear Hermite – Chebyshev approximations, which are multiple analogues of linear 
and non-linear Padé – Chebyshev approximations. Each type of examples follows from the well-known representations 
for the numerator and denominator of fractions, introduced by C. Hermite when proving the transcendence of number e.

Keywords: trigonometric series; Fourier sums; trigonometric Padé approximations; Hermite – Padé polynomials; Padé – 
Chebyshev approximations. 
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Введение
Пусть функция f z� � представлена степенным рядом

f z f zi
i

i� � �
�

�

�
0

с комплексными коэффициентами. Для любой пары n m,� � целых неотрицательных чисел существуют 
такие алгебраические многочлены Q zm � � и P zn � �, имеющие степени deg Qm ≤ m, deg  Pn ≤ n, что

 Q z f z P z O zm n
n m� � � � � � � � � �� � 1

.  (1)

Здесь и далее под O z p� � понимается степенной ряд вида l1z p + l2 z p + 1 + … .

Многочлены Q zm � � и P zn � � определяются условиями (1) не единственным образом, тем не менее 
дроби

� �n m n m
n

m
z z f

P z
Q z, , ;� � � � � � � �

� �
определяют одну и ту же рациональную функцию, какие бы многочлены Q zm � � и P zn � �, удовлетворяю-
щие условиям (1), мы ни взяли [1, гл. 2, § 1]. Существование многочленов Q zm � � и P zn � � доказано 
А. Паде [2, ч. 1, гл. 1, § 1.1]. По этой причине рациональные функции �n m z, � � принято называть аппрок-
симациями Паде или Паде – Фробениуса (Г. Фробениус [3] в 1881 г. исследовал аналогичную задачу).

Еще раньше, в 1846 г., близкая в идейном плане задача изучалась К. Якоби [4], который обобщил 
результат О. Коши, связанный с рациональной интерполяцией функции, заданной в n + m + 1 различ-
ных точках. К. Якоби рассмотрел n m� �� �1 -кратную рациональную интерполяцию в одной точке. Его 
интерполяционная конструкция приводит к следующему определению.
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Определение 1. Рациональную дробь вида

^ ^
^

^
� �n m n m

n

m

z z f
P z
Q z, , ; ,� � � � � � � �

� �
^ ^

^

^
� �n m n m

n

m

z z f
P z
Q z, , ; ,� � � � � � � �

� �
где многочлены ^Q zm � � и ^P zn � � имеют степени не выше m и n соответственно, будем называть аппрокси-
мацией Паде – Якоби для пары индексов n m,� � и функции f z� �, если 

f z
P z
Q z

O zn

m

n m� � � � �
� �

� � �� �
^

^
1
.f z

P z
Q z

O zn

m

n m� � � � �
� �

� � �� �
^

^
1
.

Согласно теореме Паде [2, ч. 1, гл. 1, § 1.1, теорема 1.1.1] аппроксимации Паде �n m z f, ;� � сущест-
вуют для любой пары индексов n m, ,� �  в то время как аппроксимации Паде – Якоби ̂�n m z f, ;� � могут 
и не существовать. Соответствующий пример функции f z� � и пары индексов n m,� � приведен в работе 
[2, ч. 1, гл. 1, § 1.4]. Полное исследование условий, при наличии которых рациональные функ ции ̂�n m z f, ;� � 
существуют, провел Дж. Бейкер [2, ч. 1, гл. 1, § 1.4]. В связи с этим рациональные функции ̂�n m z f, ;� � ино-
гда называют аппроксимациями Паде в смысле Бейкера.

Аналогичные конструкции рациональных дробей, но соответствующие одновременной интерполяции 
нескольких функций, были разработаны Ш. Эрмитом [5]. Они стали основой его доказательства транс-
цендентности числа e. Рациональные дроби Эрмита обычно называют совместными аппроксимациями 
Паде [1, гл. 4, § 1]. В случае когда рассматриваются несколько функций, совместные аппроксимации 
также могут быть двух типов. Будем называть их аппроксимациями Эрмита – Паде и аппроксимация-
ми Эрмита – Якоби. Изначально Ш. Эрмит рассматривал одновременную интерполяцию нескольких 
экспоненциальных функций. Для системы экспонент, рассматриваемых Ш. Эрмитом, две конструкции 
рациональных дробей совпадают. Однако для произвольного набора нескольких аналитических функций 
это не так. Соответствующий пример приведен далее.

Аппроксимации Эрмита – Паде и Эрмита – Якоби
Рассмотрим систему f � � � � � �� �f z f zk1 , , , состоящую из k аналитических в окрестности нуля функ-

ций, представимых степенными рядами

 f z f z j kj l
j

l

l� � � � �
�

�

�
0

1, , , ,  (2)

с комплексными коэффициентами. Множество k-мерных мультииндексов, являющихся упорядоченным 
набором k целых неотрицательных чисел, обозначим +

k . Порядок мультииндекса � �m m mk
k� �� �� �1, ,  

есть сумма m = m1 + … + mk . Зафиксируем индекс n� �
1  и мультииндекс � �m m mk

k� �� �� �1, , .

Аппроксимации Эрмита – Паде для мультииндекса n m, ,� �  ассоциированные с системой функций f, 
определяются равенствами

� �j n n m
j n

j

m
z z

P z

Q zj

j� � � � � �
� �
� �, , ; , f   j = 1, …, k,

где многочлены Q z Q zm n m� � � � �, ; f  и P z P zn
j

n m
j

j
� � � � �, ; f  являются решением следующей задачи [1, гл. 4, § 1, 

задача А].
Задача 1. Найти тождественно не равный нулю многочлен Q z Q zm n m� � � � �, ; f , deg Qm ≤ m, и такие 

многочлены P z P zn
j

n m
j

j
� � � � �, ; f , degP nn

j
jj

≤ , nj = n + m – mj, чтобы для  j = 1, …, k выполнялись условия

 R z Q z f z P z O zn m
j

m j n
j n m
j, : . � � � � � � � � � � � � �� � 1  (3)

Многочлены Q zm � � и P z P zn n
k
k1

1 � � � � �, , , являющиеся решением задачи 1 (решение задачи 1 всегда 
существует), называют многочленами Эрмита – Паде для мультииндекса n m, � � и системы функций f.

Особый интерес представляют системы функций f, для которых рациональные дроби � j j

k
z� �� �

�1
 

однозначно определяются условиями (3) для любого мультииндекса n m, .
� �  Важным случаем таких 

систем являются совершенные системы (примеры систем, отличных от совершенных, для которых ра-
циональные дроби � j j

k
z� �� �

�1
 определяются однозначно, приведены в работе [6]).
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Определение 2. Систему f, состоящую из функций (2), называют совершенной относительно зада-
чи 1, если для любого мультииндекса n m k

,
� �� �� �

� 1 и любого решения задачи 1 Q z P z P zm n n
k
k

� � � � � � �, , ,
1

1  
с этим мультииндексом 

deg , deg ,Q m P nm n
j

jj
= =   j = 1, …, k.

Примером совершенной системы функций является набор экспонент e j z

j

k�� �
�1
, где λj – различные 

не равные нулю комплексные числа. Совершенность этой системы (без формального определения) до-
казал Ш. Эрмит [5]. Его доказательство трансцендентности числа e основывается на том, что для не-
которого простого числа p интегралы

M
p

x x i e dx
i

k
p

x�
�� �

�� �
�

�
�
�

�

�
�
��

���
���

1

1 1

1

0
!

,

M e
p

x x i e dxj

j

i

k
p

j

x�
�� �

�� �
�

�
�
�

�

�
�
��

���
���

1 1

1

!
,

� j
j

i

k
pj

xe
p

x x i e dx�
�� �

�� �
�

�
�
�

�

�
�
��

�
���

1
1

1

0
!

дают нужные приближения к набору натуральных степеней e:

e
M
M M

j j j� �
�

,  j = 1, …, k.

При m � �� �0 0, ,  интегралы Эрмита легко преобразуются [1, гл. 4, § 2] в решения задачи 1 для системы 

Ek �� �
�

e j z

j

k�

1

: при нормировке Qm 0 1� � �  и  j = 1, …, k

 Q z Q z z
n m

T x e dxm n m

n m
zx� � � � � �

�� � � �
� �

�
��

�, ;
!

, Ek
1

0

 (4)

 P z P z e z
n m

T x e dxn
j

n m
j

z n m
zx

j

j

j

� � � � � �
�� � � �
� �

�
��

�, ;
!

, Ek
�

�

1

 (5)

 R z R z e z
n m

T x e dxj n m
j

z n m
zx

j j

� � � � � �
�� � � �
� �

��, ;
!

, Ek
� �1

0

 (6)

где T x x xn
p
m

p

k
p� � � �� �

�
� �
1

. Считается, что в формулах (4) и (5) Re z > 0. В случае Re z ≤ 0 значения 

многочленов Q zm � � и P zn
j
j
� � определяются с помощью аналитического продолжения. Из формул (4) 

и (5) следует, что 
deg ; , deg ; , , .,, ,Q m P n j kn m n m

j
j �� � � �� � � � �E Ek k 1

Введем в рассмотрение аппроксимации Эрмита – Якоби.
Определение 3. Рациональные функции вида

^ ^

^

^
� �j n n m

n
j

m

z z
P z

Q z
j k

j

j� � � � � �
� �
� �

� �, , ; , , , , f 1^ ^

^

^
� �j n n m

n
j

m

z z
P z

Q z
j k

j

j� � � � � �
� �
� �

� �, , ; , , , , f 1

где алгебраические многочлены ^ ^Q z Q zm n m� � � � �, ; f^ ^Q z Q zm n m� � � � �, ; f  и ^ ^P z Pn
j

n m
j

j
� � � �� �, ; f^ ^P z Pn

j
n m
j

j
� � � �� �, ; f  имеют степени не выше m и nj 

соответственно, nj = n + m – mj, будем называть аппроксимациями Эрмита – Якоби для мульти индекса 
n m, � � и системы функций f, если 

 f z
P z

Q z
O z j ki

n
j

m

n mj� � �
� �
� �

� � �� �� �
^

^
1

1, ., ,f z
P z

Q z
O z j ki

n
j

m

n mj� � �
� �
� �

� � �� �� �
^

^
1

1, ., ,  (7)
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Многочлены ^Q zm � � и ^ ^P z P zn n
k
k1

1 � � � � �, , , удовлетворяющие условиям (7) (будем называть их многочле-
нами Эрмита – Якоби), как и аппроксимации Эрмита – Якоби, могут не существовать. Приведем соот-
ветствующий пример.

Пример 1. Пусть k = 2, n = 1, m1 = m2 = 1,

f z z z z z z1

2 3 4 5
2 2 2� � � � � � � � � �,

f z z z z z z
2

2 3 4 5
1 2 3 4 5� � � � � � � � � � .

Тогда m = n1 = n2 = 2, многочлены ^Q z2 � � и ^ ^P z P z2

1

2

2� � � �, , удовлетворяющие условиям (7), находятся 
с точностью до числового множителя и при определенном выборе этого числового множителя имеют 
вид

^ ^ ^P z z z P z z z Q z z z2

1 2

2

2 2

2

2
2 3 2� � � � � � � � � � � �, , .

Легко проверить, что для найденных многочленов условия (7) не выполняются, т. е.

f z z z
z z

O z f z z z
z z

O z1

2

2

4

2

2

2

42 3

2 2
� � � �

�
� � � � � � �

�
� � �, .

Многочлены Эрмита – Паде, удовлетворяющие условиям (3), как и аппроксимации Эрмита – Паде, 
существуют для любого мультииндекса n m, � � и системы функций f.

Теорема 1. Пусть Ek � � �
�

e j z

j

k�

1
, где λj – различные не равные нулю комплексные числа. Тогда для 

любого мультииндекса n m k
,
� �� �� �

� 1 аппроксимации Эрмита – Якоби �̂ j j

k
z; Ek� �� �

�1
�̂ j j

k
z; Ek� �� �

�1
 существуют, оп

ределяются единственным образом и тождественно совпадают с соответствующими аппроксима
циями Эрмита – Паде, т. е.
 �̂ �j jz z; ;E Ek k� � � �� ,  j = 1, …, k. (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим вначале, что m � �� �0 0, , . Тогда многочлены Эрмита – Паде 
Q zm ; Ek� � и P zn

j
j

; Ek� � при нормировке Qm 0 1; Ek� � �  задаются формулами (4) и (5). Это значит, что мно-

гочлен Q zm ; Ek� � можно записать в виде Q z b z b zm m
m

; ,Ek� � � � ���1 1  поэтому функция 1

Q zm ; Ek� �
 

является аналитической в некоторой окрестности нуля и, следовательно, может быть представлена в этой 
окрестности степенным рядом

1
0 1 2

2

Q z
c c z c z

m ;
.

Ek� �
� � � � �

Рассматриваемые многочлены Эрмита – Паде удовлетворяют условиям

 e Q z P z O z j kj

j

z
m n

j n m�
; ; , , , .E Ek k� � � �� � � � � �� � 1

1  (9)

Разделив левую и правую части равенства (9) на Q zm ; ,Ek� �  а затем перемножив соответствующие ряды 
в правой части нового равенства, получим 

 e
P z

Q z
O z j kj jz n

j

m

n m�
� � � � � �

� �
� �

� �
;

;
, , , .

E

E
k

k

1
1  (10)

Отсюда следует справедливость соотношений (8) при m � �� �0 0, , .

Если m � �� �0 0, , , то очевидно, что с точностью до числового множителя Q z Q zm m; ; ,E Ek k� � � �� �^
1  

а P z P zn
j

n
j

j j
; ;E Ek k� � � �� ^  есть n-я частная сумма ряда f zj � �, и справедливы равенства (8). Единствен-

ность аппроксимаций Эрмита – Якоби �̂ j j

k
z; Ek� �� �

�1
�̂ j j

k
z; Ek� �� �

�1
 следует из единственности соответствующих ап-

проксимаций Эрмита – Паде. Теорема 1 доказана.
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Тригонометрические аппроксимации Эрмита – Паде и Эрмита – Якоби
Пусть f t � � � � � �� �f x f xt

k
t

1 , ,  – набор тригонометрических рядов

 f x a a lx b lx j kj
t

j

l
j

l
j

l
� � � � �� � � �

�

�

�0

12
1cos sin , , , ,  (11)

с действительными коэффициентами. Считаем, что ряды (11) сходятся при всех x ∈  и каждый из них 
задает функцию, определенную на всей действительной прямой.

Зафиксируем индекс n� �
1  и мультииндекс � �m m mk

k� �� �� �1, ,  и рассмотрим следующую задачу.
Задача 2. Для набора тригонометрических рядов (11) найти тождественно не равный нулю три-

гонометрический многочлен Q x Q xm n m
t t� � � � �, ; f t , deg ,Q mm

t ≤  и такие тригонометрические многочлены 

P x P xj
t

n n m
t
j

� � � � �, , ; f t , degP nj
t

j≤ ,  nj = n + m – mj, чтобы для  j = 1, …, k выполнялись условия

Q x f x P x a lx b lxm
t

j
t

j
t

l
j

l
j

l n m
� � � � � � � � �� �

� � �

�

� 

cos sin ,
1

где al
j  и bl

j, как и коэффициенты тригонометрических многочленов Q xm
t � � и P xj

t � �, могут быть ком-
плексными числами. 

Определение 4. Если пара Q Pm
t t, ,� �  где P P Pt t

k
t

: , , ,� �� �1
 является решением задачи 2 с индексом 

n� �
1  и мультииндексом � �m m mk

k� � �� � �1, , , то многочлены Q xm
t � � и P x P xt

k
t

1 � � � � �, ,  и рациональ-
ные дроби

� �j
t

n n m
t j

t

m
tx x
P x

Q x
j k

j
� � � � � � � �

� �
� �, , ; , , , , f t 1

будем называть тригонометрическими многочленами Эрмита – Паде и тригонометрическими аппрок-
симациями Эрмита – Паде (совместными аппроксимациями Эрмита – Фурье) для набора тригономет-
рических рядов f t соответственно.

Как и в алгебраическом случае, доказывается, что решение задачи 2 существует для любого мульти-
индекса n m, � � и любого набора тригонометрических рядов f t (в том числе формальных). Это решение 
определяется с точностью до числового множителя, причем его неединственность, как и в алгебраи-
ческом случае, может быть и более существенной. Будем говорить, что задача 2 имеет единственное 
решение, если это решение единственно с точностью до числового множителя. Аналогично алгебраи-
ческому случаю доказывается, что решение задачи 2 единственно для мультииндекса n m, ,� �  когда для 
любого решения задачи 2 Q x P x P xm

t t
k
t� � � � � � �, , ,1  с этим мультииндексом

deg , deg , , , .Q m P n j km
t

j
t

j� � � �1

Определим теперь тригонометрические аппроксимации Эрмита – Якоби.
Определение 5. Рациональные функции вида

^ ^

^

^
� �j
t

n n m
t j

t

m
tx x
P x

Q x
j k

j
� � � � � � � �

� �
� �, , ; , , , , f t 1^ ^

^

^
� �j
t

n n m
t j

t

m
tx x
P x

Q x
j k

j
� � � � � � � �

� �
� �, , ; , , , , f t 1

где тригонометрические многочлены ^ ^Q x Q xm
t

n m
t� � � � �, ; f t  и ^ ^P x P xj

t
n n m
t
j

� � � � �, , ; f t  имеют степени не вы-
ше m и nj соответственно, nj = n + m – mj, будем называть тригонометрическими аппроксимациями 
Эрмита – Якоби для мультииндекса n m, � � и системы функций f t, если рациональные функции �̂ j

t x� � 
представимы своими рядами Фурье и выполняются условия

 f x
P x

Q x
a lx b lx jj

t j
t

m
t l

j
l
j

l n m
� � � � �

� �
� �� � � �

� � �

�

�
^

^


cos sin , ,
1

1 ,, .kf x
P x

Q x
a lx b lx jj

t j
t

m
t l

j
l
j

l n m
� � � � �

� �
� �� � � �

� � �

�

�
^

^


cos sin , ,
1

1 ,, .k  (12)

Многочлены ^Q xm
t � � и ^ ^P x P xt

k
t

1 � � � � �, , , удовлетворяющие условиям (12), будем называть тригоно-
метрическими многочленами Эрмита – Якоби.

В отличие от тригонометрических аппроксимаций Эрмита – Паде тригонометрические аппроксима-
ции Эрмита – Якоби могут не существовать. Более того, в случае своего существования они могут не 
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совпадать с тригонометрическими аппроксимациями Эрмита – Паде. В частности, при k = 1 тригоно-
метрические аппроксимации Эрмита – Якоби не существуют (см. [7]) для недифференцируемой функ-
ции Вейерштрасса

f x q p p qxt l l

l
� � � �� � � � �

�

�

� cos , , .2 1 0 1
0



Другие примеры функций, для которых при k = 1 тригонометрические аппроксимации Эрмита – Якоби 
не существуют, а также примеры функций, для которых тригонометрические аппроксимации Эрмита – 
Якоби существуют, но не совпадают с тригонометрическими аппроксимациями Эрмита – Паде, можно 
построить, опираясь на результаты работ [8; 9]. 

Примеры тригонометрических аппроксимаций Эрмита – Якоби
Введем в рассмотрение однопараметрическое семейство функций (параметр λ ∈ ), представлен-

ных тригонометрическими рядами

 G x e x
l

lxx
l

l
; cos sin

!
cos ,

cos� �
��� � � � �� � �

�

�

�
0

 (13)

 H x e x
l

lxx
l

l
; sin sin

!
sin .

cos� �
��� � � � �� � �

�

�

�
0

 (14)

Тождества (13) и (14) легко получить, если в равенстве

e
l
zz

l
l

l

� �
�

�

�

�
!

0

положить, что z = eix, а затем приравнять действительные и мнимые части выражений, стоящих слева 
и справа от знака равенства. 

Справедлива следующая теорема.
Теорема 2. Пусть � j j

k� �
�1

 – набор различных не равных нулю действительных чисел. Тогда для мульти

индекса n m k
,
� �� �� �

� 1, m � �� �0 0, , , удовлетворяющего условию n mj k j� � �max
1

, и системы функций 

Gk � � �� �
�

G x j j

k
; �

1
 существуют тригонометрические аппроксимации Эрмита – Якоби �̂ j

t

j

k
x; Gk� �� �

�1
�̂ j
t

j

k
x; Gk� �� �

�1
 

и при соответствующей нормировке для их знаменателя и числителей справедливы представления
^ ^Q x Q x Q e Q e

n m

m
t

n m
t

m
ix

m
ix

; ; ; ;

!

,G G E Ek k k k� � � � � � �� � � � �

�
�� ��� �



1

��
� �

��
� �� ��2

0

2

T t e dtt x i xcos sin ,

^ ^P x P x P e Q e jj
t

n n m
t

n
j ix

m
ix

j j
; ; Re ; ;, ,G G E Ek k k k� � � � � � � � �� � � � � , 11, ,� k,

где многочлены Q zm ; Ek� � и P zn
j
j

; Ek� � представляются в виде интегралов Эрмита (4) и (5).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из теоремы 1 следует, что для многочленов Q zm ; Ek� � и P zn

j
j
; ,Ek� �  предста-

вимых интегралами Эрмита (4) и (5), в некоторой окрестности нуля справедливы равенства (10). Поло-
жим, что в равенстве (10) z = eix, а затем приравняем действительные части выражений, стоящих слева 
и справа от знака равенства. В результате получим
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;
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�
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E
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�

� .  (15)

Остается доказать, что при n ≥ max1 ≤  j ≤ k mj
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t
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m
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x e
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;
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.  (16)
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Для этого представим многочлены Q zm ; Ek� � и P zn
j
j

; Ek� � в виде

Q z b z P z a zm p
p

m
p

n
j

p
j

p

n
p

j

j

; , ; .E Ek k� � � � � �
� �
� �
0 0

Поскольку bp и ap
j – действительные числа, то при z = eix

Re ;,�n m
j ix n

j

m

n
j

m
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j je
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.

Заметим, что (см. [2, ч. 2, гл. 1, § 1.6])
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поэтому
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l
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�  (17)

Из условия на мультииндекс следует, что nj ≥ m. Опираясь на формулу (17), легко показать, что 
deg ,Q mm

t ≤  deg ,P nj
t

j≤   j = 1, …, k. Следовательно, тождество (16) и теорема 2 доказаны.
Аналогичным образом доказывается следующая теорема.
Теорема 3. Пусть � j j

k� �
�1

 – набор различных не равных нулю действительных чисел. Тогда для мульти

индекса n m k
,
� �� �� �

� 1, m � �� �0 0, , ,  удовлетворяющего условию n mj k j� � �max
1

, и системы функций 

Hk � � �� �
�

H x j j

k
; �

1
 существуют тригонометрические аппроксимации Эрмита – Якоби �̂j

t

j

k
x; Hk� �� �

�1
�̂j
t

j

k
x; Hk� �� �

�1
 

и при соответствующей нормировке для их знаменателя и числителей справедливы представления

^ ^Q x Q x Q e Q e
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m
t

n m
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m
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m
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T t e dtt x i xcos sin ,

^ ^P x P x P e Q e jj
t

n n m
t

n
j ix

m
ix

j j
; ; Im ; ;, ,H H E Ek k k k� � � � � � � � �� � � � � , 11, ,� k ,

где многочлены Q zm ; Ek� �  и P zn
j
j

; Ek� � представляются в виде интегралов Эрмита (4) и (5).

Следствие 1. Пусть � j j
k� �
�1

 – набор различных не равных нулю действительных чисел, для которого 
при j k�� �� �1, ,  
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 l
n m

T x dx
j

j

�

�

�
�� � � � ��
1

0

0
!

.

�

 (18)

Тогда для мультииндекса n m k
,
� �� �� �

� 1, � …m � � �0 0, , , удовлетворяющего условию n mj k j� � �max
1

, 

существуют тригонометрические аппроксимации Эрмита – Якоби �̂j
t

j

k
x; Gk� �� �

�1
�̂j
t

j

k
x; Gk� �� �

�1
 для систем функ

ций Gk , а также тригонометрические аппроксимации Эрмита – Якоби �̂j
t

j

k
x; Hk� �� �

�1
�̂j
t

j

k
x; Hk� �� �

�1
 для систем 

функций Hk , но �̂j
t

j

k
x; Gk� �� �

�1
�̂j
t

j

k
x; Gk� �� �

�1
 и �̂j

t

j

k
x; Hk� �� �

�1
�̂j
t

j

k
x; Hk� �� �

�1
 не являются тригонометрическими аппроксимациями 

Эрмита – Паде для систем функций Gk и Hk соответственно.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем только утверждение для системы функций Gk (для системы функ-

ций Hk доказательство аналогично). Из формул (15) и (17) следует, что

G x x G x
P x

Q x
a lxj j

t
j

j
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l n m
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� �
�

� � �

^ Gk






1

��

� .

Воспользовавшись тригонометрической формулой для умножения двух косинусов, из последних ра-
венств формул (6) и (17) получаем

 Q x G x P x c n x c n xm
t

j j
t

n
j

n
j� � � � � � � � �� � � �� � ��� � �; cos cos*

* *

� 1 21 2 ,,

где c b b ln
j

m j� � �
1 0
2 0

*

*
. Отсюда и из определения тригонометрических аппроксимаций Эрмита – Паде 

вытекает утверждение следствия 1 для системы функций Gk.
Замечание 1. Условие (18) выполняется при j� �1, например когда λj =  j,  j = 1, …, k, а также в более 

общем случае, когда 0 < λ1 < λ2 < … < λk.

Линейные и нелинейные аппроксимации Эрмита – Чебышева
Пусть f ch � � � � � �� �f x f xch

k
ch

1 , ,  – система функций, которые представимы рядами Фурье по многочле-

нам Чебышева T x n xn � � � � �cos arccos  вида
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12
1, , , ,  (19)

с действительными коэффициентами. Зафиксируем индекс n� �
1  и мультииндекс � �m m mk

k� �� �� �1, ,  
и рассмотрим следующую задачу.

Задача 3. Для набора рядов (19) найти тождественно не равный нулю многочлен Q x Q x u T xm
ch
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p
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ch

p
j
p

p

n

j

j

� � � � � � � �
�
�, , ; , f ch
0

 nj = n + m – mj, чтобы для 

j = 1, …, k выполнялись условия

Q x f x P x a T xm
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j
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j
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l
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l n m
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� � �
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1

,

где al
j и коэффициенты многочленов Q xm

ch � � и P xj
ch � � могут быть комплексными числами.

Определение 6. Если пара Q Pm
ch ch, ,� �  где P P Pch ch

k
ch� �� �1 , , , является решением задачи 3 с индек-

сом n� �
1  и мультииндексом � �m m mk

k� �� �� �1, , , то многочлены Q xm
ch � � и P x P xch

k
ch

1 � � � � �, ,  и рацио-
нальные дроби

� �j
ch

n n m
ch j

ch

m
chx x
P x

Q x
j k

j
� � � � � � � �

� �
� �, , ; , , , , f ch 1

будем называть многочленами Эрмита – Чебышева и линейными аппроксимациями Эрмита – Чебышева 
для системы функций f ch соответственно.
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Определение 7. Рациональные функции вида
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m
chx x
P x

Q xj
� � � � � � � �

� �, , ; , f hc

где многочлены
^ ^ ^Q x Q x u T xm
ch

n m
ch

p p
p

m
� � � � � � � �

�
�, ; , f ch
0

P x P x v T x n n m mj
ch

n n m
ch

p
j
p

p

n

j jj

j

� � � � � � � � � � �
�
�, , ; ( ) f ch ^

0

подобраны так, что при  j = 1, …, k
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,

будем называть нелинейными аппроксимациями Эрмита – Чебышева.
Известно (см., например, [9]), что в случае k = 1 существуют функции, разлагающиеся в ряд по 

многочленам Чебышева, для которых нелинейные аппроксимации Эрмита – Чебышева (при k = 1 их 
называют нелинейными аппроксимациями Паде – Чебышева; терминология в этом разделе частично 
заимствована из работы [9]) не существуют, и функции, для которых нелинейные аппроксимации Эр-
мита – Чебышева существуют, но не совпадают с линейными аппроксимациями Эрмита – Чебышева.

Приведем пример системы функций, для которой существуют нелинейные аппроксимации Эрми-
та – Чебышева, но они не совпадают с линейными аппроксимациями Эрмита – Чебышева.

С этой целью определим семейство функций, представимых на отрезке �� �1 1,  рядами по многочле-
нам Чебышева 

F x e x
l
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0



и рассмотрим систему функций Fk � � �� �
�

F x j j

k
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1
 где � j j

k� �
�1

 – набор различных не равных нулю дей-

ствительных чисел. Очевидно, что F x G xcos ; ; ,� �� � � � �  т. е. G x; �� � является индуцированной функ-
цией для F x; ,�� �  поэтому, заменяя в формуле (15) x на arccos x, получаем
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Отсюда и из формулы (17) вытекает, что
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Таким образом, доказана следующая теорема.
Теорема 4. Пусть � j j

k� �
�1

 – набор различных не равных нулю действительных чисел. Тогда для мульти

индекса n m k
,
� �� �� �

� 1, m � �� �0 0, , , удовлетворяющего условию n ≥ max1 ≤  j ≤ k mj , и системы функций 
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соответствующей нормировке для их знаменателя и числителя справедливы представления 
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^ ^P x P x P e Q ej
ch

j n m
ch

n
j i x

m
i

j
; ; Re ;, ,

arccos arccF F Ek k k� � � � � � �� �

oos
;
x Ek� �� �,

где многочлены Q zm ; Ek� �  и P zn
j
j

; Ek� � представляются в виде интегралов Эрмита (4) и (5).

Следствие 2. Пусть � j j
k� �
�1

 – набор различных не равных нулю действительных чисел, для ко

торого при j k� �� �1, ,  интеграл T x dx
j

0

�

� � �  не равен нулю. Тогда для мультииндекса n m k
,
� �� �� �

� 1, 
m � �� �0 0, , , удовлетворяющего условию n ≥ max1 ≤  j ≤ k mj , и системы функций Fk существуют нели

нейные аппроксимации Эрмита – Чебышева �̂ j
ch

j

k
x; Fk� �� �

�1
,�̂ j

ch

j

k
x; Fk� �� �

�1
, которые при этом не являются линейными 

тригонометрическими аппроксимациями Эрмита – Чебышева для системы функций Fk.
Доказательство следствия 2 аналогично доказательству следствия 1.
Замечание 2. Условия следствия 2 выполняются, например когда 0 < λ1 < λ2 < … < λk .
В заключение заметим, что в работе [10] по схеме, ранее предложенной О. Коши, построены ин-

терполяционные рациональные операторы с узлами интерполяции в нулях дробей Чебышева – Мар-
кова.
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НАЧАЛЬНО -КРАЕВАЯ ЗАДАЧА  
С НЕЛОКАЛЬНЫМ ГРАНИЧНЫМ УСЛОВИЕМ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО 

ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С ПАМЯТЬЮ

А. Л. ГЛАДКОВ1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Рассмотрено нелинейное параболическое уравнение с памятью u u au u x d but
p q m
t

� � � � ��� , � �
0

 для x t, ,� � � � ��� �� 0

x t, ,� � � � ��� �� 0  с нелинейным нелокальным граничным условием 
� � �
�

� � � � �
� � ��� �

�
u x t

k x y t u y t dyl,
, , ,

,
�

� �0

 и на-

чальными данными u x u x, ,0 0� � � � �  x  ∈ Ω, где a, b, q, m, l − положительные постоянные; p ≥ 0; Ω − ограничен-
ная область в пространстве n с гладкой границей ∂ Ω; ν − единичная внешняя нормаль к ∂ Ω. Неотрицательная 
непрерыв ная функция k x y t, ,� � определена при x ∈ ∂Ω, y� �, t ≥ 0, неотрицательная функция u x C0

1� �� � �� , при 

этом она удовлетворяет условию 
� � �
�

� � � � ��
u x

k x y u y dyl0

00
�

, ,

�

 при x ∈ ∂ Ω. Рассмотрены классические решения. 

Установлено существование локального максимального решения исходной задачи. Введены понятия верхнего 
и нижнего решений. Показано, что при выполнении определенных условий верхнее решение не меньше нижнего 
решения. Найдены условия положительности решений. Как следствие положительности решений и принципа 
сравнения решений доказана теорема единственности решения.

Ключевые слова: нелинейное параболическое уравнение; нелокальное граничное условие; существование ре-
шения; принцип сравнения.
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INITIAL BOUNDARY VALUE PROBLEM  
WITH NONLOCAL BOUNDARY CONDITION  

FOR A NONLINEAR PARABOLIC EQUATION WITH MEMORY

A. L. GLADKOV  a

aBelarusian State University, 4 Niezaliezhnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus

We consider a nonlinear parabolic equation with memory u u au u x d but
p q m
t

� � � � ��� , � �
0

 for x t, ,� � � � ��� �� 0  

under nonlinear nonlocal boundary condition 
� � �
�

� � � � �
� � ��� �

�
u x t

k x y t u y t dyl,
, , ,

,
�

� �0

 and initial data u x u x, ,0 0� � � � �  

x ∈ Ω, where a, b, q, m, l are positive constants; p ≥ 0; Ω is a bounded domain in n with smooth boundary ∂ Ω; ν is unit  
outward normal on ∂Ω. Nonnegative continuous function k x y t, ,� � is defined for x ∈ ∂ Ω, y� �, t ≥ 0, nonnegative func-

tion u x C0

1� �� � �� , while it satisfies the condition 
� � �
�

� � � � ��
u x

k x y u y dyl0

00
�

, ,

�

 for x ∈ ∂ Ω. In this paper we study clas-

sical solutions. We establish the existence of a local maximal solution of the original problem. We introduce definitions 
of a supersolution and a subsolution. It is shown that under some conditions a supersolution is not less than a subsolution. 
We find conditions for the positiveness of solutions. As a consequence of the positiveness of solutions and the comparison 
principle of solutions, we prove the uniqueness theorem.

Keywords: nonlinear parabolic equation; nonlocal boundary condition; existence of a solution; comparison principle.

Introduction
In this paper we consider the initial boundary value problem for the nonlinear parabolic equation

 u u au u x d bu x tt
p q m
t

� � � � � � ��� �, , , ,� �
0

0  (1)

with nonlinear nonlocal boundary condition

 
� � �
�

� � � � � � � ��
u x t

k x y t u y t dy x tl,
, , , , , ,

� �

� 0  (2)

and initial datum
 u x u x x, , ,0 0� � � � � � �  (3)

where a, b, q, m, l are positive constants; p ≥ 0; Ω is a bounded domain in n (n ≥ 1) with smooth boundary ∂ Ω; 
ν is unit outward normal on ∂ Ω.

Throughout this paper we suppose that the functions k x y t, ,� � and u x0 � � satisfy the following conditions:

k x y t k x y tC, , , ,, , ,� � � �� � � � ��� �� � �� � 0 0

u x C u x
u x

k x y u y dyl
0

1
0

0

00 0� �� � � � � � � � �
�

� � � � � ��� � �
�

, , , , .in on
�

Initial boundary value problems with nonlocal terms in parabolic equations or in boundary conditions have 
been considered in many papers (see, for example, [1–17] and the references therein). In particular, the initial 
boundary value problem (1) – (3) with a = 0 was considered for b b x t� � � �, 0 and b b x t� � � �, 0 in publica-
tions [18; 19] and [20; 21] respectively. Problem (1) – (3) with p = 0 and nonlocal boundary condition

 u x t k x y t u y t dy x tl
, , , , , , ,� � � � � � � � � ��

�

� 0  (4)

was investigated in work [22].
The aim of this paper is to study problem (1) − (3) for any positive p, q, m and l. We prove existence of 

a local solution of problem (1) − (3). Comparison principle and the uniqueness of a solution are established. We 
show the nonuniqueness of solution of problem (1) − (3) with u x0 0� � �  also.
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Local existence
In this section a local existence theorem for problem (1) – (3) will be proved. We begin with defini-

tions of a supersolution, a subsolution and a maximal solution of problem (1) – (3). Let Q TT � � � �� 0, , 
S T ST T T� � � � � � � � � �� � �0 0, , , T > 0.

Definition 1. We say that a nonnegative function u x t C Q C QT T T,
, ,� �� � � � �� �2 1 1 0 �  is a supersolution 

of problem (1) – (3) in QT if

 u u au u x d bu x t Qt
p q m
t

T� � � � � � ���� , , , ,� �
0

 (5)

 
� � �
�

� � � � � � ���
u x t

k x y t u y t dy x t Sl
T

,
, , , , , ,

� �

 (6)

 u x u x x, , ,0 0� � � � � � �  (7)

and a nonnegative function u x t C Q C QT T T,
, ,� �� � � � �� �2 1 1 0 �  is a subsolution of problem (1) – (3) in QT 

if u ≥ 0 and it satisfies inequalities (5) – (7) in the reverse order. We say that u x t,� � is a solution of prob-
lem (1) – (3) in QT if u x t,� � is both a subsolution and a supersolution of problem (1) – (3) in QT.

Definition 2. We say that u x t,� � is a maximal solution of problem (1) – (3) in QT if for any other solution 
w x t,� � of problem (1) – (3) in QT the inequality w x t u x t, ,� � � � � is satisfied for x t QT T, .� �� � �

Let �m� � be decreasing to zero a sequence such that 0 < εm < 1 and εm → 0 as m → ∞. For ε = εm, m = 1, 2, …, 
let u x0� � � be the functions with the following properties:

 

u x C u x u x u x

u x u x
i j i j0

1
0 0 0

0 0

� � � �

�

� � �� �� � � � � � � � � � � �

� �� � �
� , , ,for

aas uniformly in�

�
�

�

�

� � �
�

� � � � � ���

0

0
0

0

�

�
�

,

, , , .
u x

k x y u y dy xl

 (8)

Let us consider the following auxiliary problem:

 

u u au u x d bu b x t Q

u x t
k x y t u

t
p q m m
t

T� � � � � � � ��

� � �
�

� � �

�� , , , ,

,
, ,

� � �

�

0

ll
Ty t dy x t S

u x u x x

, , , ,

, , ,

� � � ��

� � � � � �

�

�

�
�
�
�

�

�
�
�
�

�
�

�0 0�

 (9)

where ε = εm. The notion of a solution uε for problem (9) can be defined in a similar way as in the definition 1.
Theorem 1. Problem (9) has a unique solution in QT  for small values of  T > 0.
P r o o f. Denote K k x y t

Q
� � �
� �
sup , ,
� 1

 and introduce an auxiliary function � x� � with the following properties:

� �
�
��x C x u x
x

K� �� � � � � � � ��
�
�

�
�
�

� � �
�

�
�

2
0 1�

� � �
, inf max sup , , inf maxx , exp .1 1l y dyl�� �� � � �� �

�

We put 
w x t t x, exp ,� � � � � � �� �

where α will be defined below. 
To prove the existence of a solution for problem (9) we introduce the set 

B h x t C Q h x t w x t h x u xT� � �� � � � � � � � � � � � � �� �, : , , , ,� �0 0

and consider the problem
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u u a x d bu b x t Q

u x t
k x y t

t
p q m m
t

T� � � � � � � ��

� � �
�

� � �

�� � � � � �

�
�

, , , ,

,
, ,

0

ll
Ty t dy x t S

u x u x x

, , , ,

, , ,

� � � ��

� � � � � �

�

�

�
�
�
�

�

�
�
�
�

�
�

�0 0�

 (10)

where υ ∈ B. It is obvious, B is a nonempty convex subset of C QT� �. By classical theory [23] problem (10) has 
a solution u C Q C QT T� � � � � �2 1 1 0, ,  for small values of T. Let us call A u�� � � , where υ ∈ B, and u is a solution 
of problem (10). In order to show that A has a fixed point in B we verify that A is a continuous mapping from B 
into itself such that AB is relatively compact. Obviously, the function u x t,� � � � is a subsolution of problem (10). 
Let us show that w x t,� � is a supersolution of problem (10) for suitable choice of α > 0 and T > 0. 

Indeed,

w w a x d bw b w w aw w x d bw bt
p q m m

t
p

t
q m m

t

� � � � � � � � � � � � ��� �� � � � � � � �, ,

0 0

�� �

� � � � � � � ��� �� � � � � � �
��

exp exp
exp

exp� �� � �
�
�

�t x x a p t
q t
q

b mp q�
1

�� � �t xm m� � � � �� � � 0
for x t QT,� ��  if

� �
�
�

� � � � � � � �
� �

�
�
�

��

�
�
�

��
�

�
� �

max , exp sup sup ,
1

1
11

q a x
x
x

T
p

p q

� �

�
qq� ��

.

On the boundary ST we have 

� � �
�

� � � � � � � � �� �� � � ��
w x t

k x y t y t dy t K l yl l,
, , , exp max , exp

�
� � �

�

1 1 ddy

K l t y dyl
�

�

�

�

�

� � � � � �exp � � 0

for T � 1� . The inequality 
w x u x, 0 00� � � � � ��

holds for x ∈ Ω. Then w x t,� � is a supersolution of problem (10) and thanks to a comparison principle for 
problem (10) A maps B into itself. 

Let G x y t, ; �� ��  denote the Green’s function for a heat equation with homogeneous Neumann boundary 
condition. The Green’s function has the following properties (see, for example, [24]):

 
G x y t

G x y t

x y t

dy x t

, ;

, ;

, , , ,

, , .

�� �
�� �

� � � �

� � � ��
�

�

�

�

0 0

1 0

�

�
�

 (11)

It is well known that u x t,� � is a solution of problem (10) in QT if and only if for x t QT,� ��

 

u x t G u y dy

G a y y d

x y t

x y t
t

p q

,

, ,

, ;

, ;

� � � � � � � �

� � � � � � ��

�

��

0

0

�

� � � � �

�

�

�� � � �

� � �� �

�

� � � �� ��

�
��

�

�
�� �

� � � � ��

�

��


b u y dy d

G k yx t

m m

t

,

, ,, ;

0

0 �

ll y dydS d, .� ��� ��
�

 

(12)

We claim that A is continuous. In fact let υk be a sequence in B converging to υ ∈ B in C QT� �. Denote 
uk = Aυk. Then by (11) and (12) we see that
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 Now we can conclude that uk converges to u in 

C QT� � as k → ∞.
The equicontinuity of AB follows from equation (12) and the properties of the Green’s function (see, for 

example, [25]). The Ascoli – Arzelà theorem guarantees the relative compactness of AB. Thus we are able to 
apply the Schauder – Tychonoff fixed point theorem and conclude that A has a fixed point in B if T is small. 
Now if uε is a fixed point of A, u C Q C QT T�� � � � � �2 1 1 0, ,  and it is a solution of problem (9) in QT . Uniqueness 
of the solution follows from a comparison principle for problem (9) which can be proved in a similar way as 
in the next section. Theorem 1 is proved.

Now, let ε2 > ε1. Then it is easy to see that u x t�2
,� � is a supersolution of problem (9) with ε = ε1. Applying to 

problem (9) a comparison principle we have u x t u x t� �1 2
, , .� � � � �  Using the last inequality and the continuation 

principle of solutions we deduce that the existence time of uε does not decrease as ε → 0. Taking ε → 0, we 
get u x t u x tM , lim ,� � � � � �

��
�

0
0 and u x tM ,� � exists in QT for some T > 0. We know that u x t� ,� � is a solution of 

problem (9) in QT if and only if for x t QT,� ��
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(13)

Passing to the limit as ε → 0 in equation (13), we obtain by dominated convergence theorem 
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for x t QT, .� ��  Therefore, u x tM ,� � is a solution of problem (1) – (3). Let u x t,� � be any other solution of 
problem (1) – (3). Then by comparison principle from the next section u x t u x t� , , .� � � � �  Taking ε → 0, we 
conclude u x t u x tM , , .� � � � �  Now we proved the following local existence theorem. 

Theorem 2. Problem (1) – (3) has a maximal solution in QT  for small values of  T.
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Comparison principle
Theorem 3. Let u x t,� � and u x t,� � be a supersolution and a subsolution of problem (1) – (3) in QT respec

tively. Suppose that u x t,� � � 0 or u x t,� � � 0 in QT T� �  if either min ,q l� � �1 or 0 < p < 1. Then u ux t x t, ,� � � ��  
in QT T� � .

P r o o f. Suppose that min , , .p q l� � �1  Let T T0 0� � �,  and u x0� � � have the same properties as in (8) but 
only u x u x0 0� � �� � �,  as ε → 0 uniformly in Ω.  We can construct a solution u x tM ,� � of problem (1) – (3) with 
u x u x0 0� � � � �,  in the following way: u x t u x tM , lim , ,� � � � �

��
�

0
 where u x t� ,� � is a solution of problem (9). To es-

tablish the theorem we will show that 
 u x t u x t u x t x t QM T, , , , , .� � � � � � � � � ��

0
 (14)

We prove the second inequality in relations (14) only since the proof of the first one is similar. Let � �x C QT,
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0
 be a nonnegative function such that 

� � �
�

�
�
�
x t,

0

for x t ST, .� ��
0
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Integrating by parts and using Green’s identity, we have 
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On the other hand , u  satisfies (15) with reversed inequality and with ε = 0. Set w x t u x t u x t, , , .� � � � � � � ��  
Then w x t,� � satisfies
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where � �i x, ,� �  i = 1, 2, 3, 4, are some continuous functions between u x t� ,� � and u x t, .� �  Note here that by 
hypotheses for k x y, , ,�� �  u x t� ,� � and u x t, ,� �  we have

 
0

0

0
� � � � � � � � � ��
� � � � � �� � �

u x t M u x t M x t Q

k x y t M x y t
T, , , , , ,

, , , , ,

� �

� � �� � �0 0, ,T
 (17)

where M is some positive constant. Then it is easy to see from (17) that � �1

1m x� � �, , � �2

1q x� � �, , � �3

1p x� � �,  

and � �4

1l x� � �,  are positive and bounded functions in QT0
 and, moreover, � � � � � � �1

1 1 1

2

1 1

3

1 1m m m q q p px M x M x M� � � � � � �� � � � � � � � � � �, max , , , , , , �� �4

1 1l lx M� �� � �, .

� � � � � � �1

1 1 1

2

1 1

3

1 1m m m q q p px M x M x M� � � � � � �� � � � � � � � � � �, max , , , , , , �� �4

1 1l lx M� �� � �, . Define a sequence an� � in the following way: 

a x t C Qn T, ,� �� � ��
0

 a x tn ,� � � 0 and a x t mb x tn
m

, ,� �� � ���1
1  as n → ∞ in L QT

1

0
� �. Now, we consider a back-

ward problem given by 
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where � x C� �� � ��
0 �  and 0 1� � � �� x . Denote a solution of problem (18) as � �n x, .� �  Then by the standard 

theory for linear parabolic equations (see, for example, [25]), we find that � �n tx C Q, ,
,� �� � �2 1  0 1� � � �� �n x,  

in Qt . Putting ϕ = ϕn in inequality (16) and passing to the limit as n → ∞, we infer 
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where w w� � � � �max , ;0 �  and Ω  are the Lebesgue measures of ∂Ω in n – 1 and Ω in n respectively. Since 
inequality (19) holds for every � x� �, we can choose a sequence �n x� �� � converging in L1 �� � to 

� x
w x t

w x t
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Passing to the limit as n → ∞ in inequality (19), we obtain 
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Applying now Gronwall’s inequality, we have 

w x t dx w x dx bT a p q M T lm p q
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1
0� ��M tl� ��


�
�

for t T�� �0 0, . Passing to the limit as ε → 0, the conclusion of the theorem follows for min , , .p q l� � �1  For the 
case p = 0, min ,q l� � �1 we prove the theorem in the same way. If min ,q l� � �1 or 0 < p < 1 we can consider 
w x t u x t u x t, , ,� � � � � � � � and prove the theorem in a similar way using the positiveness of a subsolution or 
a supersolution. Theorem 3 is proved. 

Remark. For similar problem (1), (3), (4) with p = 0 the authors of work [22] suppose in the comparison 
principle that u x t,� � � 0 or u x t,� � � 0 in QT T� �  if min , , .q m l� � �1  
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Lemma 1. Let u x t,� � be a solution of  problem (1) – (3) in QT . Let u x0 0� � �  in Ω and m ≥ 1. Then u x t,� � � 0 
in Q ST T∪ . If  u x0 0� � �  in Ω and p < m < 1 then u x t,� � � 0 in QT T� � .  

P r o o f. Let u x0 0� � �  in Ω and m ≥ 1. We denote 
M u x t

QT
� � �sup , ,

0

where M is some positive constant; T T0 0� � �, . Now we put h x t u x t t, , exp� � � � � � ��  with � � �bM m 1
. Then 

in QT0
 we have 

h h t u u u u t but t
m� � � � � �� � � � � �� � ��� �exp exp .� � � � 1

0

Since h x u x, ,0 00� � � � � �  x ∈ Ω, and u x0 0� � �  in Ω, by the strong maximum principle h x t,� � � 0 in QT0. 
Hence, u x t,� � � 0 in QT0. Let h x t0 0 0,� � �  in some point x t ST0 0, .� ��  Then according to theorem 3.6 of 

work [26] it yields 
� � �

�
�

h x t0 0
0

,
,

�
 which contradicts boundary condition (2). 

Let u x0 0� � �  in Ω and p < m < 1. Then there exist �� � �0, T  and ε > 0 such that

u x t,� � � � in Qτ

and, moreover, u x t a
b

q m p
, min ,� � � �

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�
� �

�
1

1

 is the subsolution of problem (1) – (3) in Q QT0\ τ with initial 

function u x, �� � for t = τ instead of initial datum (3). Putting u x t,� � � �1 and u x t u x t, ,� � � � � and arguing as 
in the proof of theorem 3, we get

u x t,� � � �1 in QT0
 for any T T0 0� � �, .

Lemma 1 is proved.
As a simple consequence of theorem 3 and lemma 1, we get the following uniqueness result for prob-

lem (1) – (3).
Theorem 4. Let problem (1) – (3) have a positive in QT T� �  solution or a solution in QT either with non

negative initial data in Ω  for min , ,p q l� � �1 or with positive initial data in Ω  under the conditions m ≥ 1 or 
p < m < 1. Then a solution of problem (1) – (3) is unique in QT . 

Now we will prove the nonuniqueness of solution of problem (1) – (3) with u x0 0� � �  for l m� � �min ,1  or 
p q m� � � �min , .1  We note that problem (1) – (3) with u x0 0� � �  has solution u x t, .� � � 0  

Theorem 5. Let u x0 0� � �  and either l m� � �min ,1  and 

 k x y t, ,0 0 0� � �   for any x ∈ ∂ Ω and some y0 ∈ ∂ Ω and t T0 0�� �,  (20)

or p q m� � � �min ,1 . Then a maximal solution of problem (1) – (3) u x tM ,� � � 0 in QT . 
P r o o f. As shown in theorem 2 a maximal solution u x t u x tM , lim , ,� � � � �

��
�

0
 where u x t� ,� � is some posi-

tive in QT  supersolution of problem (1) – (3). To prove the theorem we construct a subsolution u x t,� � � 0 
of problem (1) – (3) with u x

0
0� � � . By theorem 3 we have u x t u x t� , ,� � � � � and therefore maximal solution 

u x tM , .� � � 0  
At first let l m� � �min ,1  and inequality (20) hold. To construct a subsolution we use the change of va-

riables in a neighbourhood of ∂ Ω as in work [27]. Let x  be a point on ∂ Ω. We denote by n x� � the inner unit 
normal to ∂ Ω at the point x. Since ∂ Ω is smooth it is well-known that there exists δ > 0 such that the mapping 
� �: ,� � � ��� 0 

n given by � x s x sn x,� � � � � �  defines new coordinates x s,� � in a neighbourhood of ∂ Ω 
in Ω.  

Under the assumptions of the theorem, there exists t  such that k x y t, ,� � � 0 for t t t t0 0� � � , x ∈ ∂ Ω and 
y V y� � �0 , where V y0� � is some neighbourhood of y0 in Ω.

Let 1
1

1
1�

� �
�l m

�  for m < 1 and � �
�
1

1 l
 for m ≥ 1, 2 2

1
� �

�
�

m
 for m < 1 and β > 2 for m ≥ 1. Assume 

that A > 0, 0 < ξ0 ≤ 1 and 0 0 0
2� � �� �T T t tmin , , .�  For points in � � � � � �� �� 0 0 0 0, ,� t t T  of coordinates 

x s t, ,� � define 
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u x s t A t t s
t t
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�

�

�
��

�

�
��
�

0 0

0

�
�

�

and extend u as zero to the whole of Qτ  with τ = t0 + T0. Arguing as in work [18] we prove that u is the subso-
lution of problem (1) – (3) with u x0 0� � �  in Qτ.

Now we suppose that p q m� � � �min , .1  Then it is easy to check that u x t t,� � � � is the subsolution of prob-
lem (1) – (3) with u x0 0� � �  in Qτ for small values of τ if 

� �
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�

�
��

�

�
��max , .

2

1

1

p q m p q
Theorem 5 is proved.
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УДК 512.542

ОБ ОДНОЙ ОТКРЫТОЙ ПРОБЛЕМЕ  
ТЕОРИИ МОДУЛЯРНЫХ ПОДГРУПП

ЛЮ АМИН-МИН 1), ГО ВЭНЬБИНЬ1), И. Н. САФОНОВА2), А. Н. СКИБА3)

1)Хайнаньский университет, пр. Рэньминь, 58, 570228, г. Хайкоу, пров. Хайнань, Китай 
2)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь 

3)Гомельский государственный университет им. Франциска Скорины,  
ул. Советская, 104, 246028, г. Гомель, Беларусь

Пусть G – конечная группа. Подгруппа A группы G называется модулярной в G, если (i) X A Z X A Z, ,� � �  
для всех X ≤ G, Z ≤ G таких, что X ≤ Z, и (ii) A Y Z A Y Z, ,� � �  для всех Y ≤ G, Z ≤ G таких, что A ≤ Z. По лучено 
описание конечных групп, в которых модулярность является транзитивным отношением, т. е. если A – модулярная 
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подгруппа в K и K – модулярная подгруппа в G, то A – модулярная подгруппа в G. Полученный результат являет-
ся решением одной из старых задач теории модулярных подгрупп, восходящей к работам А. Фриджерио (1974), 
И. Циммерман (1989). 

Ключевые слова: конечная группа; модулярная подгруппа; субмодулярная подгруппа; M-группа; комплекс 
Робинсона.
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Let G be a finite group. Then a subgroup A of group G is said to be modular in G if (i) X A Z X A Z, ,� � �  for all 
X ≤ G, Z ≤ G such that X ≤ Z, and (ii) A Y Z A Y Z, ,� � �  for all Y ≤ G, Z ≤ G such that A ≤ Z. We obtain a description 
of finite groups in which modularity is a transitive relation, that is, if A is a modular subgroup of K and K is a modular sub-
group of G, then A is a modular subgroup of G. The result obtained is a solution to one of the old problems in the theory 
of modular subgroups, which goes back to the works of A. Frigerio (1974), I. Zimmermann (1989).

Keywords: finite group; modular subgroup; submodular subgroup; M-group; Robinson complex.
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Introduction
Throughout this paper, all groups are finite and G always denotes a finite group: G is said to be an 

Mgroup [1, p. 54] if the lattice L G� � of all subgroups of G is modular. If n is an integer, then the symbol � n� � 
denotes the set of all primes dividing n; as usual, � �G G� � � � �, the set of all primes dividing the order of G. 

A subgroup A of G is said to be quasinormal (O. Ore) or permutable (S. E. Stonehewer) in G if A permutes 
with every subgroup H of G, that is, AH = HA; Sylow permutable or Spermutable [2; 3] if A permutes with all 
Sylow subgroups of G. 

Quasinormal and Sylow permutable subgroups have many useful properties. For instance, if A is quasinor-
mal in G, then A is subnormal in G [4], A/AG is nilpotent [5], C H K GG /� � �  for every chief factor H/K of G 
between AG and AG [6], and, in general, the section A/AG is not necessarily abelian [7].

Quasinormal subgroups have also a close connection with the so-called modular subgroups.
Recall that a subgroup M of G is said to be modular in G if M is a modular element (in the sense of 

Kurosh [1, p. 43]) of the lattice L G� �, that is, (i) X M Z X M Z, ,� � �  for all X ≤ G, Z ≤ G such that 
X ≤ Z, and (ii) M Y Z M Y Z, ,� � �  for all Y ≤ G, Z ≤ G such that M ≤ Z.

Every quasinormal subgroup is clearly modular in the group. Moreover, the following interesting fact is 
well known.

Theorem 1 [1, theorem 5.1.1]). A subgroup A of G is quasinormal in G if and only if A is modular and 
subnormal in G.

A group G is said to be a Tgroup if normality is a transitive relation on G, that is, if H is a normal subgroup of K 
and K is a normal subgroup of G, then H is a normal subgroup of G. In other words, the group G is a T-group 
if every subnormal subgroup of G is normal in G.

The description of T-groups was first obtained by W. Gaschütz [8] for the soluble case and by D. J. S. Ro-
binson [9] for the general case.
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Works [8; 9] aroused great interest in the further study of T-groups and groups in which some conditions of 
generalised normality are transitive (PT-groups, i. e. groups in which quasinormality is transitive; PST-groups, 
i. e. groups in which Sylow permutability is transitive, etc.) [2, chapter 2].

However, the following interesting problem still remains open.
Question 1. What is the structure of MTgroups, i. e. groups G in which modularity is a transitive relation on G, 

that is, if H is a modular subgroup of K and K is a modular subgroup of G, then H is a modular subgroup of G?
Such a problem was first raised in paper [10], where the following theorem was proved, which gives a com-

plete answer to the problem for the soluble case.
Theorem 2 [10]. A soluble group is an MTgroup if and only if G is a group with modular lattice of all 

subgroups L G� �.
New proof of theorem 1 was obtained in paper [11].
Our main goal here is to give an answer to question 1 for the insoluble case.
Before continuing, we give a few definition.
Definition 1. We say that D Z D U Uk, ; , ,� � �� �1  is a Robinson complex of G if the following conditions 

hold: (i) D ≠ 1 is a normal perfect subgroup of G, (ii) D Z D U Z D U Z Dk/ / /� � � � � ��� � �1 ,  where U Z Di / � �  
is a simple chief factor of G, and (iii) every chief factor of G below Z D� �  is cyclic.

We say, following D. J. S. Robinson [9], that G satisfies:
(1) Np if whenever N is a soluble normal subgroup of G, p′-elements of G induce power automorphism in 

O G Np /� �;
(2) Pp if whenever N is a soluble normal subgroup of G, every subgroup of O G Np /� � is quasinormal in 

Sylow p-subgroups of G /N. 
A subgroup A of G is said to be submodular in G if there is a subgroup chain

A = A0 ≤ A1 ≤ … ≤ An = G
such that Ai – 1 is a modular subgroup of Ai for all i = 1, …, n. Thus, a group G is an MT-group if and only if 
every of its submodular subgroups is modular.

Remark 1. It is clear that every subnormal subgroup is submodular. On the other hand, in view of Ore’s 
above-mentioned result, G is a PT-group if and only if every its subnormal subgroup is quasinormal. There-
fore, every MT-group is a PT-group.

In view of remark 1, the following well-known result partially describes the structure of insoluble MT-
groups.

Theorem 3 [9]. G is a PTgroup if and only if G has a normal perfect subgroup D such that: (i) G /D is 
a soluble PTgroup, and (ii) if D ≠ 1, G has a Robinson complex D Z D U Uk, ; , ,� � �� �1 , and (iii)  for any set 
i i kr1 1, , , ,�� �� �� �, where 1 ≤ r < k, G and G U Ui ir/ ′ ′

1
  satisfy Np  for all p Z D� � �� ��  and Pp  for all 

p D� � �� .  
Now, recall that G is a non-abelian P-group (see [1, p. 49]) if G A t=  , where A is an elementary abelian 

p-group and an element t of prime order q ≠ p induces a non-trivial power automorphism on A. In this case we 
say that G is a P-group of type p q,� �.

Definition 2. We say that G satisfies Mp (Mp, q respectively) if whenever N is a soluble normal subgroup of 
G and P/N is a normal non-abelian P-subgroup (a normal P-group of type p q,� � respectively) of G /N, every 
non-subnormal subgroup of P/N is modular in G /N. 

In this article we prove the following theorem, which answers question 1 in the general case.
Theorem 4. A group G is an MTgroup if and only if G has a normal perfect subgroup D such that: (i) G/D 

is an Mgroup, and (ii) if D ≠ 1, G has a Robinson complex D Z D U Uk, ; , ,� � �� �1 , and (iii) for any set 
i i kr1 1, , , ,�� �� �� �, where 1 ≤ r < k, G and G U Ui ir/ ′ ′

1
  satisfy Np  for all p Z D� � �� �� , Pp  for all p D� � ��  

and Mp, q  for all pairs p q D, .� �� � � � ��
The following example shows that, in general, a PT-group may not be an MT-group.
Example 1. (i) Let � : , ,Z SL Z SL2 5 2 7� �� �� � �� � be an isomorphism and let 

D SL SL SL SL V: , , , ,� � � � � � � � � � �� �2 5 2 7 2 5 2 7 ,/

where V a a a Z SL� � ��
�
�

�
�
� � � �� ��

�
�

�
�
�

�
, , ,

� 1

2 5  is the direct product of the groups SL 2 5,� �  and SL 2 7,� �  with a joint 

center (see [12, p. 49]). Let M C C C C� � �� �7 3 13 3
   be the direct product of the groups C C

7 3
  and C C

13 3
  



31

Математическая логика, алгебра и теория чисел 
Mathematical Logic, Algebra and Number Theory

with a joint factor group C3 (see [12, p. 50]), where C C
7 3
  is a non-abelian group of order 21, and C C

13 3
  is 

a non-abelian group of order 39. Finally, let G = D × M. We show that G satisfies the conditions in theorem 3.
It is clear also that D G= S is a soluble residual of G and M  G/D is a soluble PT-group. In view of [12, Ka-

pitel I, Satz 9.10], D = U1U2 and U U Z D D1 2� � � � � � �� , where Ui is normal in D, U Z D
1
/ � � is a simple 

group of order 60, and U Z D
2
/ � � is a simple group of order 168. Hence D Z D U U, ; ,1 2� �� � is a Robinson 

complex of G, and the subgroup Z D� � has order 2 and Z D Z G� � � � �. Therefore, сonditions (i) and (ii) hold 
for G. It is not difficult to show that for every prime r dividing G  and for O G Nr /� �, where N is a normal so-
luble subgroup of G, we have O G N rr /� � �� �1, , so condition (iii) also holds for G. Therefore, G is a PT-group 
by theorem 3.

Now we show that G is not an MT-group. First, note that M has a subgroup T C C

7 3
  and M T: =13. 

Then T is a maximal subgroup of M and M T C CM/ 

7 3
 . Hence a subgroup L of T of order 3 is modular in T 

and T is modular in M by [1, lemma 5.1.2], so L is submodular in G. Finally, L is not modular in M by lemma 2 
below. Therefore, G is not an MT-group by theorem 4.

(ii) The group D C C� � �7 3
  is an MT-group by theorem 4.

Premilaries
We use A* to denote the class of all abelian groups of squarefree exponent. It is clear that A* is a hereditary 

formation, GA∗ is the intersection of all normal subgroups N of G with G /N ∈ A*.
Lemma 1. Let A, B and N be subgroups of G, where A is submodular in G, and N is normal in G.
(1) A ∩ B is submodular in B.
(2) AN/N is submodular in G/N.
(3) If N ≤ K and K/N is submodular in G /N, then K is submodular in G. 
(4) AA

∗
 is subnormal in G.

(5) If G = U1 × … × Uk , where Ui is a simple nonabelian group, then A is normal in G.
P r o o f. Statements (1) – (4) are proved in work [11].
(5) Let E = Ui A. Then A is submodular in E by statement (1), so there is a subgroup chain 

A E E E E Et t� � � �� � ��0 1 1

such that Ei – 1 is a maximal modular subgroup of Ei for all i = 1, …, t and for M = Et – 1 we have M A M Ui� �� � 
and, by [1, lemma 5.1.2], either M = Et – 1 is a maximal normal subgroup of E or M is a maximal subgroup of E 
such that E /ME is a non-abelian group of order qr for primes q and r. In the former case we have M Ui� �1, 
so A = M is normal in E. The second case is impossible since E has no a quotient of order qr. Therefore, 
U N Ai G� � � for all i, so G N AG� � �. Hence we have statement (5).

The lemma is proved.
Lemma 2 [1, lemma 5.1.9]. Let M be a modular subgroup of G of prime power order. If  M is not quasinor

mal in G, then G M M M K MG
G

G G/ / /� � , where M MG G/  is a nonabelian P-group of order prime to K MG/ . 
Recall that a group G is said to be an SCgroup if every chief factor of G is simple [9].
Lemma 3. Let G be a nonsoluble SCgroup and suppose that G has a Robinson complex 

D Z D U Uk, ; , ,� � �� �1 , where D = G S = G U. Let U be a submodular nonmodular subgroup of G of  minimal 
order.

(1) If  UU Ui i′ ′/  is modular in G Ui/ ′ for all i = 1, …, k, then U is supersoluble.
(2) If U is supersoluble and UL /L is modular in G/L for all nontrivial nilpotent normal subgroups L of G, 

then U is a cyclic pgroup for some prime p. 
P r o o f. Suppose that this lemma is false and let G be a counterexample of minimal order.
(1) Assume statement (1) is false. Suppose that U D Z D� � � �. Then every chief factor of U below 

U Z D U D� � � � �  is cyclic and, also, UD D U U D/ / �� �  is supersoluble. Hence U is supersoluble, a contra-
diction. Therefore, U D Z D� �� � �. Moreover, statements (1) and (2) of lemma 1 imply that U D Z D Z D�� � � � � �/  
is submodular in D Z D/ � � and so U D Z D Z D�� � � � � �/  is a non-trivial normal subgroup of D Z D/ � � by state-
ment (5) of lemma 1.

Hence for some i we have U Z D U D Z D Z Di / /� � � �� � � � � �, so U U D Z Di � �� � � �. But then � � �� � � �� �� � �U U D Z D U Di .
� � �� � � �� �� � �U U D Z D U Di .

By hypothesis, UU U U Ui i i� � � �/ /  is modular in G Ui/ ′ and so U is modular in G by [1, p. 201, property (4)], 
a contradiction. Therefore, statement (1) holds.
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(2) Assume statement (2) is false. Let N = U N be the nilpotent residual of U. Then N < U since U superso-
luble, so N is modular in G. It is clear that every proper subgroup S of U with N ≤ S is submodular in G, so the 
minimality of U implies that S is modular in G. Therefore, if U has at least two distinct maximal subgroups S 
and W such that N ≤ S ∩ W, then U S W= ,  is modular in G by [1, p. 201, property (5)], contrary to our as-
sumption on U. Hence U/N is a cyclic p-group for some prime p and N ≠ 1 since U is not cyclic.

Now we show that U is a PT-group. Let S be a proper subnormal subgroup of U. Then S is submodular in 
G since U is submodular in G, so S is modular in G and hence S is quasinormal in U by theorem 1. Therefore, 
U is a soluble PT-group, so N = U N = U ′ is a Hall abelian subgroup of U and every subgroup of N is normal 
in U by [2, theorem 2.1.11]. Then N U�

�A  and so U NVA*
,=  where V is a maximal subgroup of a Sylow 

p-subgroup P  U/N of U. Then NV is modular in G and NV is subnormal in G by statement (4) of lemma 1. 
Therefore, NV is quasinormal in G by theorem 1. Assume that for some minimal normal subgroup R of G we 
have R NV G� � � . Then U/R is a modular in G/R by hypothesis, so U is modular in G, a contradiction. There-
fore, NV G� � �1, so NV is nilpotent by [2, corollary 1.5.6] and then V is normal in U.

Some maximal subgroup W of N is normal in U with N W q: .=  Then S = WP is a maximal subgroup of U 
such that U/SU is a non-abelian group of order pq. Hence S is modular in U by [1, lemma 5.1.2], so S is modular 
in G. It follows that U = NS is modular in G, a contradiction. Therefore, statement (2) holds.

The lemma is proved.
Lemma 4. If  G is an MTgroup, then every quotient G /N of G is also an MTgroup. 
P r o o f. Let L /N be submodular subgroup of G /N. Then L is submodular subgroup in G by statement (3) of 

lemma 1, so L is modular in G and then L /N is modular in G /N by [1, p. 201, property (3)]. Hence G /N is an 
MT-group.

The lemma is proved.
Lemma 5. If  G is an MTgroup, then G /R satisfies Mp  for every normal subgroup R of G. 
P r o o f. In view of lemma 4, we can assume without loss of generality that R = 1. Let P/N be a normal 

non-abelian P-subgroup of G /N and let L /N ≤ P/N. Then L /N is modular in P/N by [1, lemma 2.4.1], so L /N is 
submodular in G /N and hence L /N is modular in G /N. Therefore, L is modular in G by [1, p. 201, property (4)]. 
Hence G satisfies Mp. 

Lemma 6 [2, remark 1.6.8]. Suppose that G has a Robinson complex D Z D U Uk, ; , ,� � �� �1  and let N be 
a normal subgroup of G. 

(1) If N Ui� � and k ≠ 1, then Z D N U N Z D N Ni/ / /� � � � � �  and 

D N Z D N U N N U N N U N N U N Ni i k/ / / / / /, ; , , , , ,� � � �� �� �1 1 1

is a Robinson complex of  G /N.
(2) If  N is nilpotent, then Z DN N Z D N N/ /� � � � �  and 

DN N Z DN N U N N U N Nk/ / / /, ; , ,� � �� �1

is a Robinson complex of G /N. 
Proposition 1. Suppose that a group G is a soluble PTgroup and let p be a prime. If every submodular 

psubgroup of G is modular in G, then every psubgroup of G is modular in G. In particular, if every submo
dular subgroup of a supersoluble group G is modular in G, then G is an Mgroup.

P r o o f. Assume that this proposition is false and let G be a counterexample of minimal order. Then, by 
[2, theorem 2.1.11], the following conditions are satisfied: the nilpotent residual D of G is an Hall abelian sub-
group of odd order, G acts by conjugation on D as group power automorphisms, and every subgroup of G /D is 
quasinormal in G /D. Let M be a complement to D in G.

Let U be a non-modular p-subgroup of G of minimal order. Then U is not submodular and every maxi-
mal subgroup of U is modular in G, so U is a cyclic group by [1, p. 201, property (5)]. Let V be the ma-
ximal subgroup of U. Then V ≠ 1 since every subgroup of prime order of a supersoluble group is submodular 
by [11, lemma 6].

We can assume without loss of generality that U ≤ M since M is a Hall subgroup of G. 
(1) If R is a normal psubgroup of G, then every psubgroup of G containing R is modular in G. In particu

lar, UG = 1 and so U ∩ D = 1. 
Let L /R be a submodular p-subgroup of G /R. Then L is a submodular p-subgroup of G by [11, lemma 1 (iii)], 

so L is modular in G by hypothesis. Hence L /R is modular in G /R by [1, p. 201, property (4)]. Thus, the hypo-
thesis holds for G /R. Therefore, every p-subgroup S /R of G /R is modular in G /R by the choice of G, so S is 
modular in G by [1, p. 201, property (4)].

In view of claim (1) we can assume without loss of generality that U ≤ M since M is a Hall subgroup of G. 
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(2) If K is a proper submodular subgroup of G, then every psubgroup L of K is modular in G, so every 
proper subgroup of G containing U is not submodular in G.

The subgroup K is a PT-group by [2, corollary 2.11] and if S is a submodular subgroup of K, then S is sub-
modular in G and so S is modular in G. Hence S is modular in K. Therefore, the hypothesis holds for K, so every 
p-subgroup L of K is modular in K by the choice of G. Hence L is modular in G by hypothesis.

(3) DU = G (this follows from claim (2) and the fact that every subgroup of G containing D is subnormal in G).
(4) V is not subnormal in G.
Assume that V is subnormal in G. Then V is quasinormal in G by theorem 1 since V is modular in G. There-

fore, 1� � � � �� ��V R O Z Gp  by [2, corollary 1.5.6] since VG = 1 = UG by claim (1). But R ≤ U by claim (3), 
hence R = V = 1 and so U p= , a contradiction. Hence we have claim (4).

(5) G V KG� � � where V  G is a nonabelian Pgroup of order prime to K  (since VG = 1, this follows from 
claim (4) and lemma 2).

From claim (5) it follows that U ≤ V  G, so U is submodular in G by [1, theorem 2.4.4]). This final contradic-
tion completes the proof of the result.

The proposition is proved.
Outline of the proof of theorem 4

First assume that G is an MT-group. Then G is a PT-group and every quotient G /N is an MT-group by 
lemma 4. Moreover, by theorem 3, G has a normal perfect subgroup D such that: G /D is a soluble PT-group, 
and if D ≠ 1, G has a Robinson complex D Z D U Uk, ; , ,� � �� �1  and for any set i i kr1 1, , , , ,�� �� �� �  where 
1 ≤ r < k, G and G U Ui ir/ ′ ′

1
  satisfy Np for all p Z D� � �� ��  and Pp for all p D� � �� . In view of lemma 5, G and 

G U Ui ir/ ′ ′
1
  satisfy Mp, q for all pairs p q D, .� �� � � � ��

In view of [2, theorem 2.1.11], G/D is a supersoluble PT-group, and if U /D is a submodular subgroup of 
G /D, the U is submodular in G by statement (3) of lemma 1, so U is modular in G by hypothesis and hence U /D 
is modular in G /D by [1, p. 201, property (4)]. Therefore, G /D is an M-group by proposition 1.

Thus, the necessity of the condition of the theorem holds.
Now, assume, arguing by contradiction, that G is a non-MT-group of minimal order satisfying conditions (i), 

(ii) and (iii).
Then D ≠ 1 and G has a submodular subgroup U such that U is not modular in G but every submodular 

subgroup U0 of G with U0 < U is modular in G. Let Z Z D� � �. Then Z U Di� � � � � �� �  since D /Z is perfect.
Using lemmas 1–5 and proposition 1, we can show that:
(i) G has a normal subgroup Cq of order q for some q Z D� � �� �� ;  
(ii) E C U C Uq q:� � �  is not subnormal in G and, also, EG = Cq. 
Hence G E E E K E C U C K CG

G
G G q

G
q q/ / / / /� � � � ,  where E E C U C U C UG

G q
G

q
G

q
G/ / /� �� �  is a non- 

abelian P-group of order prime to K CG/  by lemma 2. Hence G is a π-decomposable group, where � �� �� �� �U C UG
q

G
/ .

� �� �� �� �U C UG
q

G
/ .

Then D /Cq is π-decomposable. But C Dq � �( ), so q divides D Cq/ .  Hence q does not divide C U Cq
G

q/ .

If Cq ∩ U G = 1, then U C U CG
q

G
q /  is a non-abelian P-group, contrary, so Cq ≤ U G. Then Cq is a Sylow q-sub-

group of U G. Hence U C R UG
q� � �  , where R U U CG q  /  is a non-abelian P-group. Let C C CU qG� � �. 

Then U ≤ C and so, by [1, lemma 2.2.2], R U U CR U � � . Hence C Z Uq
G� � �. Therefore, U C R UG

q� � � � , 
where R U  is characteristic in U G and so it is normal in G. But then U R U C R UG

q� � � �   , a contradiction.
The theorem is proved.
Note that another type of generalised T-groups was considered in paper [13].

References
1.  Schmidt R. Subgroup lattices of groups. Berlin: Walter de Gruyter; 1994. 572 p. (de Gruyter expositions of mathematics; vo-

lume 14). DOI: 10.1515/9783110868647.
2.  Ballester-Bolinches A, Esteban-Romero R, Asaad M. Products of finite groups. Berlin: Walter de Gruyter; 2010. 334 p. (de Gruyter 

expositions in mathematics; volume 53). DOI: 10.1515/9783110220612.
3.  Ballester-Bolinches A, Beidleman JC, Heineken H. Groups in which Sylow subgroups and subnormal subgroups permute. 

Illinois Journal of Mathematics. 2003;47(1–2):63–69. DOI: 10.1215/ijm/1258488138.
4.  Ore O. Contributions to the theory of groups of finite order. Duke Mathematical Journal. 1939;5(2):431–460. DOI: 10.1215/

S0012-7094-39-00537-5.
5.  Itô N, Szép J. Über die Quasinormalteiler von endlichen Gruppen. Acta Scientiarum Mathematicarum. 1962;23(1–2):168–170.



34

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2023;2:28–34
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2023;2:28–34 

6.  Maier R, Schmid P. The embedding of quasinormal subgroups in finite groups. Mathematische Zeitschrift. 1973;131(3):269–272. 
DOI: 10.1007/BF01187244.

7.  Thompson JG. An example of core-free quasinormal subgroups of p-groups. Mathematische Zeitschrift. 1967;96(3):226–227. 
DOI: 10.1007/BF01124081.

8.  Gaschütz W. Gruppen, in denen das Normalteilersein transitiv ist. Journal für die reine und angewandte Mathematik. 1957; 
198:87–92. DOI: 10.1515/crll.1957.198.87.

9.  Robinson DJS. The structure of finite groups in which permutability is a transitive relation. Journal of the Australian Mathe
matical Society. 2001;70(2):143–160. DOI: 10.1017/S1446788700002573.

10.  Frigerio A. Gruppi finiti nei quali è transitivo l’essere sottogruppo modulare. In: Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti. Atti. 
Classe di scienze matematiche e naturali. Tomo 132, Anno academico 1973/74. Venezia: Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti; 
1974. p. 185–190.

11.  Zimmermann I. Submodular subgroups of finite groups. Mathematische Zeitschrift. 1989;202(4):545–557. DOI: 10.1007/ 
BF01221589.

12.  Huppert B. Endliche Gruppen I. Berlin: Springer-Verlag; 1967. 796 p. (Grundlehren der mathematischen Wissenschaften; vo-
lume 134). DOI: 10.1007/978-3-642-64981-3.

13.  Skiba AN. On some classes of sublattices of the subgroup lattice. Journal of the Belarusian State University. Mathematics and 
Informatics. 2019;3:35–47. DOI: 10.33581/2520-6508-2019-3-35-47.

Received 27.02.2023 / revised 03.05.2023 / accepted 02.06.2023.



35

О б р а з е ц   ц и т и р о в а н и я:
Кирлица ВП. D- и A-оптимальные планы экспериментов 
для тригонометрической регрессии с неравноточными на-
блюдениями. Журнал Белорусского государственного уни
верситета. Математика. Информатика. 2023;2:35–44.
https://doi.org/10.33581/2520-6508-2023-2-35-44
EDN: KDGPZW

F o r  c i t a t i o n:
Kirlitsa VP. D- and A-optimal designs of experiments for trigo-
nometric regression with heteroscedastic observations. Journal 
of the Belarusian State University. Mathematics and Informa
tics. 2023;2:35–44. Russian.
https://doi.org/10.33581/2520-6508-2023-2-35-44
EDN: KDGPZW

А в т о р:
Валерий Петрович Кирлица – кандидат физико-матема-
тических наук, доцент; доцент кафедры математического 
моделирования и анализа данных факультета прикладной 
математики и информатики. 

A u t h o r:
Valery P. Kirlitsa, PhD (physics and mathematics), docent; as-
sociate professor at the department of mathematical modelling 
and data analysis, faculty of applied mathematics and computer 
science.
kirlitsa@bsu.by

Кирлица В. П. D- и A-оптимальные планы эксперимен-
тов для тригонометрической регрессии с неравноточными 
наблюдениями 35

Kirlitsa V. P. D- and A-optimal designs of experiments for 
trigonometric regression with heteroscedastic observations 
44

УДК 519.4

D - И A- ОПТИМАЛЬНЫЕ ПЛАНЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ  
ДЛЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ РЕГРЕССИИ 
С НЕРАВНОТОЧНЫМИ НАБЛЮДЕНИЯМИ

В. П. КИРЛИЦА1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Для регрессионной функции 
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представляющей тригонометрическую сумму порядка k, построены непрерывные D- и A-оптимальные планы 
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где ϕ – произвольный угол (ϕ ≥ 0) такой, что информационная матрица плана эксперимента является невырожден-
ной. Данные планы экспериментов сконструированы для неравноточных наблюдений с дисперсиями 

d x d x i ni� � � � � � � �� � �2 0 2
0 1, , , , .

Для частного случая рассматриваемой регрессионной функции (k = 1) построены насыщенные планы экспери-
ментов для неравноточных наблюдений с дисперсиями, принимающими различные значения в точках спектров 
этих планов.

Ключевые слова: непрерывные D- и A-оптимальные планы экспериментов; тригонометрическая регрессия; 
равноточные наблюдения; неравноточные наблюдения.

D - AND A- OPTIMAL DESIGNS OF EXPERIMENTS  
FOR TRIGONOMETRIC REGRESSION  

WITH HETEROSCEDASTIC OBSERVATIONS

V. P. KIRLITSAa

aBelarusian State University, 4 Niezaliezhnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus

Herein for the regression function 
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representing a trigonometrical sum of an k order, we constructed continuous D- and A-optimal designs of experiments
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where φ is an arbitrary angle (ϕ ≥ 0), for which the determinant of the information matrix of the experiment design is not 
equal to zero. These designs of experiments are constructed for heteroscedastic observations with variances

d x d x i ni� � � � � � � �� � �2 0 2
0 1, , , , .

For a special case of the considered regression function (k = 1), we constructed the saturated designs of experiments for 
observations with unequal accuracy and dispersions accepting various values in the points of a spectrum of such plans.

Keywords: continuous D- and A-optimal designs of experiments; trigonometric regression; homoscedastic observa-
tions; heteroscedastic observations.

Рассмотрим модель наблюдений

 y sx sx x j n n kj s j s j
s

k

j� � �� � � � � � � ��
�
�� � � �1 2 2 1

1

1 2 1cos sin , , , ,  (1)

где yj – наблюдаемые переменные; xj – контролируемые переменные, принадлежащие интервалу 0 2, ;�� �  
q1, q2s, q2s + 1 – неизвестные параметры, подлежащие оцениванию; � xj� � – некоррелированные ошибки 
наблюдений со средним значением, равным нулю, и дисперсией, зависящей от точки наблюдения:

 D x d x j n n kj j�� �� � � � � � � � �0 1 2 1, , , .  (2)

Здесь функция d x� � – некоторая положительная функция.
В монографиях [1; 2] для модели равноточных наблюдений ( , )d x� � � �� �2 2 0  доказано, что план 

экспериментов 
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 (3)

является непрерывным D-оптимальным. Точки спектра плана (3) имеют вид

 x
i
n i n n ki

0 2 1
1 2 1�

�� �
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�
, , , .  (4)

Для частного случая n = 2k + 2 оптимальный план (3) впервые был построен в публикации [3]. В статье [4] 
обосновано, что план (3) остается D-оптимальным для определенного класса неравноточных наблюдений. 
Такие планы удалось построить, опираясь на теорему эквивалентности Кифера – Вольфовица. В работе [5] 
предлагаются другие методы построения планов экспериментов с неравноточными наблюдениями.

В данной публикации будет показано, что план (3) с точками спектра

 x
i
n i n n ki

0 2 1
1 2 1�

�� �
� � � �

�
�, , , ,  (5)

где ϕ – произвольный угол (φ ≥ 0) такой, что информационная матрица плана эксперимента является 
невырожденной, не только D-оптимальный, но и A-оптимальный для определенного класса неравно-
точных наблюдений. Также будут построены так называемые насыщенные D-оптимальные планы экс-
периментов для некоторых частных случаев модели наблюдений (1), (2).

Теорема 1. Для модели наблюдений (1), (2) план (3) с точками спектра (5) является одновременно 
непрерывным D и  Aоптимальным для неравноточных наблюдений с дисперсиями d x� �, удовлетворяю
щими неравенству
 d x� � � �� �2

0, ,  (6)
в котором равенство выполняется в точках спектра (5) плана (3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вначале докажем D-оптимальность плана (3) с точками спектра (5). Для этого 
нужно показать, что будут выполняться условия теоремы эквивалентности Кифера – Вольфовица [1] 
для D-оптимальных планов:

 1
2 1 0 2

1 0

d x
f x M f x k xn� �
�� � � � � � � � �� �� � �, , ,  (7)

где f x x x kx kx� � � �� �1, cos , sin , , cos , sin  – вектор базисных функций; M n�
0� � − информационная мат-

рица плана (3). В неравенстве (7) равенство должно выполняться в точках спектра (5) плана (3).
Докажем, что информационная матрица плана (3), (4) с неравноточными наблюдениями (6) имеет 

диагональный вид:
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.  (8)

В монографиях [1; 2] приводится доказательство утверждения (8) для равноточных наблюдений с углом 
ϕ = 0. Однако оно фрагментарно и в работе [1, с. 123] представлено для четных значений n. Приведем 
полное доказательство утверждения (8) для любых n и ϕ.

Сначала докажем выполнение утверждения (8) для угла ϕ = 0. Будем использовать формулы Эйлера

cos , sinx e e x e eix ix ix ix
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�
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и формулу для суммы геометрической прогрессии. Пусть m и l − натуральные числа, принимающие 
значения от 1 до k, причем m ≠ l. Применяя формулы Эйлера, вычислим диагональные элементы ин-
формационной матрицы, начиная со второго:

 

1 2 1 1

2
1

4 1 1

2

1

4

2

1

4

n
m j
n n

m j
n n

e
j

n i
m j

cos cos
� � ��� �

� �
�� ��

�
�

�

�
� � �

�

�

�
11 4 1

11

4

4

1

2

1

4

1

1

� �
�

�� �

��

�
�

�
�
�

�

�
�
�
�

� �
�

�

�� n i
m j
n

j

n

j

n

i m

i m

e

n
e

e

�

�

�
nn

i m

i m
n

i m i m
n

e

e
n

e e

�
�

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
� �

�� � �
�

�
�

�

�

�

1

1

1

2

1

4

1 1
4

4

4

4

�

�

�
�

��
�

�
�� � �� � �

�

�
��

�

�
��

�

�

�

�
�
�
�
��

�

�

�
�
�
�
�

�
1 1

2 2
4

4

4

e e

m
n

i m i m
n�
�

�
cos

��

�

� �
� � � ��

�
�

�
�
�

�
�

1

2

1

4

2 2 4 2
4

2 4 1
1

2 2
4

1

n

m m
n m n

m
n

cos cos cos

cos

�
�

�

� 22
,

 

(9)

 1 2 1 1

2
1

4 1 1

2

1

2

4 1
2

n
m j
n n

m j
n n

m j
nsin cos cos

� � ��� �
� �

�� ��

�
�

�

�
� � �

�� �
��

���
��� 1

2
111

.

j

n

j

n

j

n
 (10)

Недиагональные элементы равны нулю. Используя формулы Эйлера, получаем
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(13)

Формулы (9) – (13) обосновывают, что для точек спектра (4) плана (3) будет иметь место формула (8).
Теперь покажем, что и в общем случае для точек спектра (5) формулы (9) – (13) останутся справед-

ливыми. Но доказательство этих формул претерпит некоторые изменения. Выполним расчеты только 
для формулы (9) (доказательство формул (10) – (13) может быть проведено по аналогичной схеме). Чтобы 
доказать выполнимость формулы (9), нам понадобятся уже обоснованные формулы (9), (10) и (12). 
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Таким образом, для плана экспериментов (3) с точками спектра (5) выполняется формула (8). Опи-
раясь на формулу (8), легко проверить выполнимость критерия D-оптимальности (7):
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(14)

В неравенстве (14) равенство достигается в точках спектра (5) плана (3). Условия теоремы эквивалент-
ности Кифера – Вольфовица выполнены. Dоптимальность плана (3) с точками спектра (5) доказана.

Множество функций, удовлетворяющих неравенству (6), обширно. Ему удовлетворяют равноточ-
ные наблюдения с дисперсиями d x� � � �2, а также, например, функции (ϕ = 0)
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Можно предложить и ряд других функций.
Перейдем к доказательству того, что план (3) с точками спектра (5) и неравноточными наблюдения-

ми (6) будет также и A-оптимальным.
Наряду с регрессионной функцией
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рассмотрим регрессионную функцию
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В теореме 1 было доказано, что для регрессионной функции (15) план экспериментов (3) с точками 
спектра (5) и неравноточными наблюдениями (6) является D-оптимальным. Информационная матри-
ца этого плана определяется формулой (8). Тот же план экспериментов с точками спектра (5) будет 
D-оптимальным и для регрессионной функции (16) в силу выполнимости критерия D-оптимальности 
Кифера – Вольфовица. Действительно, информационная матрица этого плана для регрессионной функ-
ции (16) имеет вид
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Матрица (17) имеет размерность 2k × 2k. Дисперсионная матрица в соответствии с формулой (17) равна
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В силу формулы (18) имеем
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В неравенстве (19) равенство достигается в точках спектра (5) плана (3). Условия теоремы эквивалент-
ности Кифера – Вольфовица выполнены. План (3) с точками спектра (5) является D-оптимальным для 
регрессионной функции (16). 

Итак, для плана экспериментов (3) с точками спектра (5) регрессионные функции (15) и (16) являются 
эквивалентными. Более того, этот план не только D-оптимален, но и A-оптимален для регрессионной 
функции (16). Чтобы обосновать это, обратимся к следующей теореме.

Теорема 2 [2, с. 150, теорема 2.11.1]. План ε0 является одновременно D- и A-оптимальным, если

kD D D M� � � �0 2 0 0 1 0� � � � � � � � � ��, ,
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SpD km�0� � � ,

где k – некоторая константа и m – число неизвестных параметров.
Первое равенство в нашем случае принимает вид
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Из формулы (20) вытекает, что k = 2s 2. Так как m = 2k, имеем
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2 2 4� � �� � � � � � .

Регрессионные функции (15) и (16) также эквивалентны в смысле их A-оптимальности для плана экс-
периментов (3) с точками спектра (5), причем
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Действительно, пусть ε – произвольный невырожденный план экспериментов
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где точки спектра x1, …, xn принадлежат интервалу 0 2, .�� �  Наблюдения являются неравноточными и имеют 
дисперсии, удовлетворяющие неравенству (6), в котором равенство выполняется в точках спектра пла-
на ε. Обозначим через D M1 1

1� �� � � � ��  дисперсионную матрицу для регрессионной функции (16). Тогда 
дисперсионная матрица для регрессионной функции (15) для плана экспериментов ε имеет следующий 
блочный вид:
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Кроме того, Sp SpD D n1 1
0� �� � � � �, так как εn

0 – A-оптимальный план для регрессионной функции (16). 
Очевидно, что
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Из последнего неравенства следует, что SpD �� � принимает минимальное значение тогда, когда � �� n
0
, 

т. е. план εn
0  является A-оптимальным планом для регрессионной функции (15),

Sp SpD D kn n� � � �0
1

0 2 2
4 1� � � � � � � �� � .

Теорема 1 доказана.
Для регрессионной функции

 y x x� � �� � �
1 2 3

cos sin  (21)
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были проведены компьютерные расчеты для планов экспериментов 
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 (22)

Чтобы планы (22) были невырожденными, должны выполняться неравенства x < y < z. Компьютерные 
расчеты подтвердили правильность утверждений теоремы 1.

Следствие теоремы 1. Для регрессионной функции (16) план экспериментов (3) с точками спек
тра (5) и неравноточными наблюдениями (6) является одновременно D и Aоптимальным.

Особенность построенных планов экспериментов (3) с неравноточными наблюдениями состоит в том, 
что в точках спектров (5) этих планов дисперсии наблюдений принимают одни и те же значения, рав-
ные s 2. Оказывается, что для регрессионной функции (21) и ее частного случая, когда свободный член 
отсутствует, можно построить насыщенные Dоптимальные планы, у которых дисперсии наблюдений 
в точках спектров этих планов могут быть различными. Насыщенные планы экспериментов – это планы, 
у которых число точек спектра совпадает с числом неизвестных параметров.

Теорема 3. Для регрессионной функции
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является Dоптимальным для дисперсий наблюдений d x� �, удовлетворяющих неравенству
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где d x d d x d
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� � � �; ; ϕ – произвольный угол (ϕ ≥ 0) такой, для которого план экс

периментов (24) является невырожденным.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Информационная матрица плана (24) равна
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Матрица, обратная к матрице (26), если пропустить промежуточные вычисления, имеет вид
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Для D-оптимального плана экспериментов (24) должны выполняться условия теоремы эквивалентно-
сти Кифера – Вольфовица:

 

1 1
1 2 1

1 0
2 1d x

x x M
x
x d x

d d
� � � � � ��

�
�

�

�
� � � �

�� � ��
cos , sin

cos

sin
sin� � ��� �� � ��

� �� � � �� �� � � �� �

sin cos

sin sin sin c

2

1 2 1 2

2

2 1
2

1 2

�

� �

x

d d x d d oos sin .2 2 2� x� �
 

(27)

Разрешая неравенство (27) относительно функции d x� �, получаем требуемое неравенство (25). Не-
трудно проверить, что в точках спектра плана (24) неравенство (25) обращается в равенство. Теорема 3 
доказана.

Замечание. Для регрессионной функции (23) невырожденный план экспериментов
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с дисперсиями наблюдений d x� �, удовлетворяющими неравенству d x� � � �2, s2 > 0, в котором равенст-
во выполняется в точках спектра плана (28), является одновременно D- и A-оптимальным в силу до-
казанной теоремы 1. Таким образом, для регрессионной функции (23) существуют два различных типа 
Dоптимальных планов экспериментов. Это планы (24) и (28).

Для регрессионной функции (21) можно построить насыщенные D-оптимальные планы экспери-
ментов с дисперсиями наблюдений d x� �, принимающими различные значения в точках спектров этих 
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Теорема 4.  Для регрессионной функции (21) насыщенный D-оптимальный план экспериментов имеет вид
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с дисперсиями наблюдений d x� �, удовлетворяющими неравенству
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(30)

в котором равенство выполняется в точках спектра плана (29).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для D-оптимального плана ε

3

0  по теореме эквивалентности Кифера – Вольфови-
ца [1] должно выполняться неравенство
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причем в неравенстве (31) равенство должно достигаться в точках спектра плана (29). Проверим спра-
ведливость этого утверждения.
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где 
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Матрица, обратная к матрице M �3
0� �, имеет вид
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Используя формулу (32), преобразуем элементы матрицы (33):
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Разрешая неравенство (31) относительно функции d x� � и учитывая соотношения (33) и (34), получаем 
требуемое неравенство (30). Легко проверить, что неравенство (30) обращается в равенство в точках 
спектра плана (29). Условия теоремы эквивалентности Кифера – Вольфовица выполнены. Теорема 4 
доказана. 

Точки спектра плана (29) можно сдвинуть на угол � ��
6
. Тогда

 x x x1
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�, ,  (35)

есть точки спектра такого плана экспериментов, при этом изменится вид функций d x� � в неравенстве (30). 
Расчеты, проведенные для угла � ��

6
, подтверждают это. Пусть d d x1 1

0� � �, d d x2 2

0� � �, d d x
3 3

0� � �. Сле-
дуя теореме эквивалентности Кифера – Вольфовица, получим выражение для дисперсий наблюдений 
d x� �, соответствующих оптимальному плану экспериментов с точками спектра (35):
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(36)

В точках спектра (35) плана с углом � ��
6

 неравенство (36) обращается в равенство.
Можно было бы получить и обобщение неравенства (36) для произвольных углов ϕ так, как это было 

сделано в теореме 3. Однако расчеты в данном случае становятся намного более сложными и громоздкими.
Итак, для регрессионной функции (21) и ее частного случая без свободного члена существуют два 

различных типа D-оптимальных планов. Это планы (24), (29) и планы, которые строятся на основе 
теоремы 1.

Возникает вопрос: можно ли для регрессионной функции (21) с четырьмя наблюдениями построить 
оптимальный план 
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 (37)

с неравноточными наблюдениями, для которого дисперсии наблюдений в точках спектра плана (37) 
будут различными? В публикации [4] доказано, что сделать это нельзя.
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УДК 519.872.5

G - СЕТЬ КАК СТОХАСТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ  
СЕТИ ПЕРЕДАЧИ ДАННЫХ

Т. В. РУСИЛКО1)

1)Гродненский государственный университет им. Янки Купалы,  
ул. Ожешко, 22, 230023, г. Гродно, Беларусь

Целью статьи является математическое моделирование сети передачи данных, состоящей из оконечных 
устройств, соединенных устройствами маршрутизации и каналами передачи данных. В качестве стохастической 
модели предлагается использовать замкнутую экспоненциальную G-сеть массового обслуживания с однолиней-
ными узлами, в которой циркулируют положительные заявки и сигналы. Модель исследуется в асимптотическом 
случае при большом числе обрабатываемых заявок. Применяемый математический подход позволяет рассчитать 
основные статистические характеристики марковского процесса, описывающего состояние модели, а также анали-
тически восстановить его нормальную функцию плотности распределения вероятностей на основе метода гауссова 
приближения. Результаты исследования могут быть полезны для расчета показателей производительности сети 
передачи данных как в переходном, так и в стационарном режиме, а также для проектирования и оптимизации 
сетей передачи данных.

Ключевые слова: G-сеть; сеть передачи данных; сеть массового обслуживания; асимптотический анализ; гаус-
сово приближение; математическое моделирование.
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THE G - NETWORK  
AS A STOCHASTIC DATA NETWORK MODEL

T. V. RUSILKO a
aYanka Kupala State University of Grodno, 22 Azheshka Street, Grodna 230023, Belarus

The primary objective of this paper is the mathematical modelling of a data network consisting of terminal devices 
connected by routing devices and data links. A closed exponential G-network of single-server queueing nodes with posi-
tive requests and signals is used as a stochastic model. The model is studied in the asymptotic case of a large number of 
requests being processed. The mathematical approach used makes it possible to calculate the main statistical characteris-
tics of a Markov process describing the model state, as well as to reconstruct analytically its normal probability density 
function based on the Gaussian approximation method. The results of the study allow us to analyse the data network 
performance in both transient and steady state. The areas of implementation of the research results are the pre-design of 
data networks and solving problems of their optimisation.
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Introduction
To date, the development of technology has led to the widespread use of systems that provide parallel and 

decentralised data processing. Examples of such systems are multiprocessor devices, distributed databases, grid 
systems and data networks. A characteristic feature of these systems is the set of incoming tasks that are quite 
simple to process. These tasks come to the system nodes, requesting resources for processing. The required 
transformations are performed using resources, after which the task is considered completed and the resources 
are released. Due to the peculiarities of such systems, it is necessary to create new and modify existing methods 
for their analysis and for solving the problems of increasing their efficiency.

The transfer and processing of data is the field of activity of a large number of companies. Network systems 
and data processing applications are ubiquitous, so the study of the functioning of these systems is relevant. 
Various mathematical models can be used for research, including models belonging to the queueing theory. 
Queueing networks are effective mathematical models for studying discrete probabilistic systems with a net-
work-like structure. A queueing network is a collection of interdependent queueing systems (nodes) that pro-
vides transfer and processing of requests. The object of investigation in this paper is a stochastic data network 
model in the form of a G-network.

G-networks are generalised queueing networks of queueing nodes with several types of requests: positive 
requests, negative requests and, in some cases, triggers. Negative requests and triggers are not serviced, so 
they are identified as signals. When a negative request arrives at a node, one or a group of positive requests 
is removed or «killed» in a non-empty queue, while the queued trigger displaces requests and moves positive 
requests from one node to some other node. G-networks were first introduced by E. Gelenbe and have been 
studied in a steady state since the 1990s [1–3]. Their field of application is modelling computing systems and 
networks, evaluating their performance, modelling biophysical neural networks, pattern recognition tasks 
and etc. [4 –7]. More details on the practical use of G-networks with signals are described in work [8].

The purpose of this paper is the mathematical modelling and efficiency analysis of the data network using 
a closed exponential G-network with signals. An asymptotic analysis of the model is carried out, which implies 
an approximation method of the queueing network study under the assumption of a large but limited number 
of requests [9 –11]. The mathematical approach used in this article is based on a discrete model of a continuous 
Markov process and the theory of diffusion approximation of a Markov process [12; 13].

Model description. Formulation of the problem
The focus of this paper is the data network consisting of terminal devices, connected by routing devices and 

communication channels (data links). The function of terminal devices is the transfer and reception of data, as they 
are communication endpoints. Each terminal or routing device has many inputs and outputs. Each of the commu-
nication channels has one input and one output, which are connected to the inputs and outputs of the devices: 
they provide data transfer. Data are transmitted over the network in the form of discrete packets. The bandwidth 
of data links is limited. Network devices and channels process data packets at a limited rate.

In general, a payload (information useful to the user), a malicious code (malware) and a service information 
can be transmitted over data networks. By service information we mean commands that provide load balancing 
between devices. The load balancing is the process of distributing a set of packets over a set of network units, 
with the aim of making their overall processing more efficient and avoiding overloading some units.

The problem of mathematical modelling of such a data network can be solved using a G-network with 
signals. As a model of a data network, we will use a closed exponential G-network, consisting of n queueing 
nodes Si , i n=1, , and a fictitious request source S0. The node S0 plays the role of an external environment. 
Requests in the G-network correspond to data packets transmitted over the data network, positive requests are 
assigned to payload, signals are assigned to malware and service information. Assume that K homogeneous 
requests circulate in the G-network. Exponential single-server nodes Si , i n=1, , correspond to the terminal and 
routing devices, as well as network data links. The fictitious system S0 has K servers.

Each data packet can be in one of the following states corresponding to G-network nodes with the same 
number:

  • S0 – the data packet is in an external environment outside the data network;
  • Si – the data packet is in one of the devices or data links, i n=1, .

The transition of a request from the node S0 to the node Si, i n=1, , corresponds to the arrival of a packet in 
the network. The arrival request flow is divided into a flow of positive requests and signals. Requests arrive 
from the outside following a Poisson process with the rate λ0 k0, λ0 is the parameter, k0 is the number of requests 
in the node S0. The probability of payload packet arriving at the time interval t t t, �� ��  is �0 00k p t o ti

� � � �� � , 
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the arrival probability of packet containing malicious code or service information is �0 00k p t o ti
� � � �� � , i n=1, , 

p pi i
i

n

0 0

1

1
� �

�

�� � �� . A payload packet transfers from Si to Sj without modification with the probability pij
+, trans-

fers from Si to Sj as a packet containing malicious code or service information with the probability pij
−, or leaves 

the network with the probability p p pi ij ij
j

n
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1

1� � �� �� �

�
� , i j n, , .=1

All queueing nodes Si, i n=1, , are single-server, the waiting buffer is unlimited. The service time of posi-
tive requests is exponentially distributed with the service rate µi, i n=1, . Requests are served according to the 
FIFO rule (first in first out). Signals arriving at a node are not served by the node servers. A signal arriving at 
the node Si either instantly moves a positive request from the system Si to the system Sj with the probability qij, 
note that in this case the signal is called a trigger, or destroys a positive request located at the same node Si with 
the probability q qi ij

j

n

0

1

1� �
�
�  and immediately leaves the network. 

The state of this G-network at the time t is represented by a random process

k t k t k t k tn� � � � � � � � � �� �1 2, , , ,

where k ti � � is the number of requests (data packets) in the node Si at the time t, 0 � � � �k t Ki , i n=1, , t� ��� �0, . 

It is obvious that the number of requests serving in the G-network at the time t is k t K k ti
i

n
� � � � � �

�
�
1

0
. The al-

location of data packets according to possible states at the time t fully describes the state of the data network 
at that time. Accordingly, the allocation of requests by queueing nodes completely determines the state of the 
G-network used as the data network model. Taking into account the above-described, the process k t� � is a con-
tinuous-time Markov process on the finite state space.

Using the technique described in works [9 –16], it is possible to derive a set of differential equations for the 
main statistical characteristics of a random process k t� � in the asymptotic case of a large number of requests. 

Asymptotic analysis of the network model
The discrete (discontinuous-state) Markov process k t� � is used to determine the state of the G-network 

under study. In this paper, the passage to the limit from a Markov chain k t� � to a continuous-state Markov pro-
cess � t� � is considered. In contrast to discontinuous processes, continuous processes in any small time interval 
�t � 0 have some small change in the state �x � 0. The mathematical approach used in this paper is based on 
a discrete model of a continuous Markov process described in many books on the theory of diffusion Markov 
processes (see, for example, [13]).

Theorem. In the asymptotic case of a large number of requests K the probability density function p x t,� � of 
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and twice continuously differentiable with respect to xi , i n=1, , satisfies up to � �2� �, where � � 1
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dimensional Fokker – Planck – Kolmogorov equation
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and diffusion coefficients
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where δji is the Kronecker delta, i j n, , .=1
P r o o f. First of all, we consider all possible ways of changing the state of the Markov random process k t� � 

in a small time ∆ t. Let us introduce a n-vector of the form Ii
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As mentioned above, the process k t� � is a continuous-time Markov process on the finite state space. The as-
sumptions made in the model description determine that in the short time ∆t the Markov process k t k t� � � � �,  
can make one of the following transitions:

  • from the state k I ti�� �,  to the state k t t, � �� � with the probability
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that corresponds to a payload packet arrival from the node S0 to the node Sn + 1;
  • from the state k I ti�� �,  to the state k t t, � �� � with the probability
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which is possible when a packet containing malicious code arrives from the external environment S0, when 
a payload packet is routed from Si to the external environment S0, or when a payload packet is transmitted 
as a signal from Si to the empty node Sj, i j n, , ;=1

  • from the state k I I ti j� �� �,  to the state k t t, � �� � with the probability
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which is possible when a payload packet is transferred from the system Si to the system Sj without modification 
or when a signal (trigger) arrives from the external environment S0 to Si and this trigger moves the payload 
packet from Si to Sj, i j n, , ;=1
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  • from the state k I I ti j� �� �,  to the state k t t, � �� � with the probability
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which corresponds to the transfer of a payload packet from the node Si to the node Sj, i j n, , ,=1  as malware;
  • from the state k I I tIi j s� �� �� ,  to the state k t t, � �� � with the probability
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when a payload packet moves from the node Si to the node Sj as a signal (trigger) that moves the packet from Sj 
to Ss, i j s n, , , ;=1
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which corresponds to no packets transfer;
  • from other states to the state k t t, � �� � with the probability o t�� �.

With regard to the transitions listed above in the short time ∆ t, using the law of total probability, the follo-
wing set of equations is valid for the probability P k t P k t k, :� � � � � �� �
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Data networks typically handle a large number of data packets. In connection with this, we proceed to the limit 

from the Markov chain k t� � to the continuous-state Markov process � t
k t
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when K tends to be very large number. The state space of the relative vector � t
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The increment of ��i t� � in the short time ∆ t → 0 is ∆ xi = ε, where � � 1
K
. As K → ∞, the increment of ��i t� � 

decreases, and in any small time interval ∆ t → 0 the process ��i t� � has some small change in the state ∆ xi → 0. 
We can assume that the limiting distribution of ��i t� � is continuous. The vector � t� � will be continuous-time 
continuous-state Markov processes with a probability density function p x t, .� �  The probability density func-
tion satisfies the asymptotic relation
 K P k t K P xK t p x t x Xn n
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 (4)

If p x t,� � is a twice continuously differentiable function with respect to x, then we can use the second 
degree Taylor series of functions p x e ti�� �, , p x e e ti j� �� �, , p x e e ti j� �� �,  and p x e e e ti j s� � �� �,  at 
a point x [9; 11]. Substituting the above-mentioned Taylor series into equation (4), having grouped the terms in 
the resulting equation, we conclude that compact mathematical expression (1) is valid. The theorem is proven.
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Equation (1) is known as the multidimensional Fokker – Planck – Kolmogorov equation. The drift coef-
ficients A x ti ,� � characterise the rate of change of random process � t� �. The diffusion coefficients B x tij ,� � 
characterise the rate of change in the variance of the considered process � t� �. Note that the drift and diffusion 
coefficients depend linearly on x.

The main statistical characteristics  
of a Markov process describing the model state

The probability distribution of the vector � t� � given by the probability density function p x t,� � is a com-
plete and exhaustive characteristic of the G-network state at the time t. However, such an exhaustive charac-
teristic cannot be found, since equation (1) is not explicitly solvable. Therefore, instead of the probability 
density function p x t, ,� �  we will use an incomplete approximate description of a random process � t� � using 
its moments. The probability distribution of a random process is usually characterised by a small number of pa-
rameters, which also have a practical interpretation. It is often enough to know what «average value» of � t� � is, 
how far from this average value the values of � t� � typically are, and how the statistical relationship between 
its components �i t� � and � j t� � is characterised.

The minimum set of parameters by which an n-dimensional random process can be characterised is as follows.
1. The expected values E t t E t t E t tn n� � � � � �1 1
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2 2
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, , , . Expectations are non-random 

functions of the time that characterise the mean trajectories of the process components around which they are 
grouped.

2. The variances D t D t D tn� � �1 2� � � � � � �, , , . Variances are non-random functions of the time that charac-
terise the spread or dispersion of process realisations relative to the expectations.

3. The correlation moments 
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They characterise the pairwise correlation of the components included in the vector � t� �. The notation 
� � �ij i jt E t t1 1,� � � � � � � � �� � is the mixed raw moment of the second order, i j n, , .=1

It was found [16] that the set of ordinary differential equations for the first-order and second-order raw 
moments of the state vector elements �i t� � is
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 (5)

It is proven that the moments are determined with an accuracy of � �2� �, where � � 1
K
, from the set of 

ordinary differential equations (5). The solution of set (5) with a certain initial condition, firstly, makes it pos-
sible to predict the mean and the dispersion of the number of data packets at each model state with time, and, 
secondly, draw a conclusion about the correlation of the number of packets at different data network units with 
time. These results are useful in decision making and network load analysis. They are applicable with a speci-
fied accuracy in both transient and steady state, this is a fundamental advantage of the used asymptotic method.

In this paper, we restrict ourselves to considering only the set of differential equations for expected values 
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In the asymptotic case of large K, the Gaussian approximation method [13; 17] can be used to analytically 
reconstruct the normal probability density function
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from the found moments of the process � t� � and to analyse this process using the normal density properties, 
K t� � �1  being the inverse covariance matrix [18].

Numerical example
Consider the data network with a router to which two terminal devices are connected via two data links. 

The mathematical model of this network will be the above-described G-network of four nodes (n = 4). Nodes 
S1 and S2 are data links, nodes S3 and S4 are terminal devices, the external environment S0 is a router. The struc-
ture of the G-network is set by the following non-zero elements of the transition matrices: p01 0 6

� � . , p01 0 2
� � . , 

p02 0 19
� � . , p02 0 01

� � . , p13 0 65
� � . , p13 0 01

� � . , p10 0 34= . , p24 0 02
� � . , p24 0 7

� � . , p20 0 28= . , p31 0 99
� � . , p31 0 01

� � . , 
p42 0 01
� � . , p42 0 99

� � . , q12 0 97= . , q10 0 03= . , q21 0 95= . , q20 0 05= . , q30 1= , q40 1= .

Let the number of data packets not exceed K = 100 000, and the network operation be specified by the 
following parameters: the arrival rate is λ0 = 0.001; the number of node servers are m1 = 1, m2 = 1, m3 = 1, 
m4 = 1; the service rates are µ1 = 10, µ2 = 10, µ3 = 100, µ4 = 100; the initial placement of packets is � �i ijt t i j1 1 1

0 0 1 4
� � � �� � � � � � �, , , , .

,

� �i ijt t i j1 1 1
0 0 1 4

� � � �� � � � � � �, , , , .
,

Let us solve set (5) by numerical methods under the above initial condition. The figure shows a graphical 
solution of set (5) for �1

1� � � �t  and � �1

1

1

� � � � � � �t D t , which allows us to observe the dynamics of the average 
relative number of packets at the node S1 ant its variation.

The figure demonstrates that the process does not reach the steady state in the considered time interval. 
At time t = 30 000, the average number of packets at the node S1 is K t�

1

1
100 000 0 457 5 45 750

� � � � � � �. . 
It can be concluded that the efficiency of the data network is limited by the data link capacity modelled by the 
queueing system S1. It is recommended to expand this data link, which is the network bottleneck. Similarly, we 
can get the results for the rest of the network nodes.
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The second-order moments found from set (5) allow us to investigate the correlation between the number 
of requests in different network nodes with time:

r t r t t
t t t

D t D
ij i j

ij i j

i
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,

,1 1 1 1

jj t
i j n

� �
�, , , .1

Thus, the calculation results can be useful in analysing and making decisions regarding the operation of the 
data network with different parameters. Data network performance indicators and some revenues can be found 
using mathematical methods for calculating the nodal characteristics of queueing networks [19; 20].

Conclusions
In this paper, the queueing G-network with signals was presented as a stochastic data network model. Obvious-

ly, both payload and malware, as well as service information, can be transmitted over a data network. Thus, 
a closed Markov queueing G-network is an appropriate mathematical model for a data network. Requests in 
the G-network correspond to data packets transmitted over the data network, positive requests are assigned to 
payload, signals are assigned to malware and service information. The model was studied in the asymptotic 
case of a large number of requests. As a result, the main statistical characteristics of the number of requests 
at each network unit were found in both transient and steady state. In particular, it is possible to investigate 
the correlation between the number of requests in different network nodes with time. The presented technique 
allows us to reconstruct the normal probability density function of the state process � t� � based on the Gaussian 
approximation method. These results allow us to analyse the network efficiency and load balancing, i. e. dis-
tribute incoming traffic between several devices to improve the stability of their operation. 
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УДК 519.642.7

К ЧИСЛЕННОМУ РЕШЕНИЮ СЛАБОСИНГУЛЯРНОГО  
ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО РОДА 
МЕТОДОМ ОРТОГОНАЛЬНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ

Г. А. РАСОЛЬКО1), С. М. ШЕШКО1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Рассмотрено сингулярное интегральное уравнение с логарифмической особенностью, использующееся в ма-
тематической модели рассеяния электромагнитных волн. Для численного анализа его решений из разных функ-
циональных классов Мусхелишвили построены три вычислительные схемы, основанные на представлении части 
искомой функции в виде линейной комбинации многочленов Чебышева первого рода. После небольших преоб-
разований и применения известных спектральных соотношений для сингулярного интеграла получены простые 
аналитические выражения для сингулярной составляющей уравнения. Коэффициенты разложения решения по 
базису полиномов Чебышева найдены как решение соответствующих систем линейных алгебраических уравне-
ний. Результаты численных экспериментов показывают, что на сетке из 15–20 узлов погрешность приближенного 
решения не превышает вычислительной погрешности. 

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение; численное решение; метод ортогональных многочленов.
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ON THE NUMERICAL SOLUTION TO A WEAKLY SINGULAR  
INTEGRAL EQUATION OF THE SECOND KIND BY THE METHOD  

OF ORTHOGONAL POLYNOMIALS

G. A. RASOLKO a, S. M. SHESHKO a

aBelarusian State University, 4 Niezaliezhnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus
Corresponding author: S. M. Sheshko (sheshkasm@bsu.by)

It is considered a singular integral equation with a logarithmic singularity. Such equations are used in the mathema-
tical model of electromagnetic wave scattering. Three computational schemes are constructed for the numerical analy-
sis of its solutions from different Muskhelishvili functional classes. They are based on the representation of a part of the 
determined function as a linear combination of Chebyshev polynomials of the first kind. After minor transformations 
and application of the known spectral relations for the singular integral, simple analytical expressions for the singular 
component of the equation are obtained. The solution is expanded in the basis of Chebyshev polynomials. The expan-
sion coefficients are calculated as the solution of the corresponding systems of linear algebraic equations. The results of 
numerical experiments show that on a grid of 15–20 nodes, the error of the approximation does not exceed the computa-
tional error.

Keywords: integro-differential equation; numerical solution; method of orthogonal polynomials.

Введение
В работах [1; 2] рассматривается приближенное решение сингулярного интегрального уравнения 

второго рода с логарифмическим ядром в классе ограниченных на концах отрезка функций

 � � � � �x t t x dt t K x t dt f x x� � � � � � � � � � � � � � � � �
� �
� �

1 1
1 1

1

1

1

1

ln , , .  (1)

Здесь � x� � – неизвестная функция; K x t,� � – известная функция из класса  �� �1 1,  по обоим аргумен-
там; f x� �� �� � 1 1, .

Обзор результатов исследований, посвященных вопросам разрешимости уравнений вида (1) и их 
численного решения, приведен в монографии [1, с. 27, 59]. В дальнейшем будем считать, что соот-
ветствующее однородное уравнение имеет лишь тривиальное решение. Тогда решение уравнения (1) 
в классе непрерывных функций единственно [3; 4]. Показано, что при наличии в ядре интегрального 
уравнения второго рода, кроме логарифмической особенности, еще и регулярной части решение может 
быть получено лишь численно. Различные подходы к прямому численному решению данного уравне-
ния содержат работы [5; 6].

В настоящей статье предлагаются алгоритмы численного решения уравнения (1) с неизвестной функ-
цией � x� � в разных классах функций по Мусхелишвили методом ортогональных многочленов, основ-
ной идеей которого является использование спектральных или квазиспектральных соотношений для 
входящих в уравнение интегралов.

Известны спектральные соотношения для слабосингулярного интеграла [7]

 1

1
0

2
1

1

� �
T t

t
t x dt T x kk

k k
� �
�
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�
� ln , ,� ∪  (2)

где α0 = –ln 2; �k k
k� � �

1
, ;  T x k xk � � � � �cos arccos  – многочлены Чебышева первого рода, x� �� �1 1, . 

Напомним классы функций по Мусхелишвили [8, с. 31]. 
Говорят, что функция � x h� �� � �0 , если на отрезке � � �� �1 11 2� �, , ε1 > 0, ε2 > 0, она удовлетворяет 

условию Гёльдера, а в окрестности точек x = ±1 допускает интегрируемую особенность.
Функция � x h� �� � �1 , если на отрезке � �� �1 1, ,�  ε > 0, она удовлетворяет условию Гёльдера, а в ок рест-

ности точки x = 1 допускает интегрируемую особенность.
Функция � x h� �� �� �1 , если на отрезке � �� �1 1�, , ε > 0, она удовлетворяет условию Гёльдера, а в ок-

рестности точки x = –1 допускает интегрируемую особенность.
Класс функций h �� �1 1,  представляет собой класс ограниченных в окрестности точек x = ±1 функций. 
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Данная статья является продолжением серии работ по приближенному решению сингулярных ин-
тегро-дифференциальных уравнений, в том числе со слабой особенностью, методом ортогональных 
многочленов (см., например, [9]).

Предварительные сведения
При построении вычислительной схемы используем интерполяционный многочлен функции f x� � 

по узлам Чебышева первого рода [10, с. 104]: 
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Применяя разложения (3), несложно построить интерполяционный многочлен K x tn n, ,� � функции 
двух переменных K x t, :� �
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Приближенное решение уравнения (1)  
в классе неограниченных на концах отрезка функций

Приближенное решение �n x� � уравнения (1) будем искать как решение следующего уравнения от-
носительно новой неизвестной функции v xn � �:
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где K x tn n, ,� � – интерполяционный многочлен (4) функции K x t,� � степени n по обеим переменным; 

F xn � � – некоторая функция из класса C �� �1 1,  такая, что F x f xn k k� � � � �, x k
n

k nk �
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�cos , , .
2 1

2 2
0�  Ре-

шения ϕn и vn связаны равенством �n
nx
v x

x
� � � � �

�1 2

. Отметим, что уравнение (5), как и уравнение (1), 

разрешимо в рассматриваемом классе h 0� � [3; 4]. 
Решение уравнения (5) будем искать в виде

 v x c T xn m m
m

n
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�
�
0

,  (6)

где c m nm , , ,= 0  – неизвестные пока постоянные.
Рассмотрим первый интеграл в уравнении (5) с учетом представления (6) и равенств (2):
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где согласно равенствам (2) � �0 2
1

1� � � � �ln ; , , .m m m n
Рассмотрим второй интеграл в уравнении (5). Учитывая представления (4) и (6) и свойство ортого-

нальности многочленов Чебышева первого рода, имеем
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Подставляя представления (6) – (8) в уравнение (5), получаем

 1

1
2

0 0 0 0�
� � � � � � � � �

� � � �
� � � �

x
c T x c T x c T x k Fm m

m

n

m m m
m

n

m
m

n

r r m m
r

n
� �, nn x� �.  (9)

В качестве внешних узлов x в уравнении (9) выберем узлы Чебышева первого рода, а именно 

x k
n

k nk �
�
�

�cos , , .
2 1

2 2
0�  Из уравнения (9) получим систему линейных алгебраических уравнений
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Решив систему (10) относительно неизвестных c m nm , , ,= 0  найдем приближенное решение уравне-
ния (1) с учетом представления (6) по формуле 
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.  (11)

Предложенная схема протестирована на примере решения модельной задачи для уравнения (1) 
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22

.  Несложно показать, что решением 

урав нения (1) в данном случае является функция � x x

x
� � �

�

2

1
2

.  Как свидетельствуют расчеты, про-

веденные в среде компьютерной математики Mathcad, уже при сравнительно небольших значениях n, 
равных 5, 15 и 20, погрешность приближенного решения �n x� �, вычисленного по формуле (11), в си-
стеме точек x = – 0,99, – 0,98, …, 0,99 не превосходит 1,0 ⋅ 10–5, 2,7 ⋅ 10–15 и 3,6 ⋅ 10–15 соответственно 
(см. рисунок).

Погрешность приближенного решения
Error of the approximate solution
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Приближенное решение уравнения (1)  
в классе неограниченных на левом конце функций

Как и в предыдущем разделе, рассмотрим следующее уравнение относительно новой неизвестной 
функции v xn � �:
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t
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1, ,  (12)

где K x tn n, ,� � – интерполяционный многочлен функции K x t,� � степени n по обеим переменным; F xn � � – 

некоторая функция из класса C �� �1 1,  такая, что F x f xn k k� � � � �, x k
n

k nk �
�
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�cos , , .
2 1

2 2
0�  Решения ϕn 

и vn связаны равенством �n nx x
x
v x� � � �

�
� �1

1
. 

Отметим, что уравнение (12), как и уравнение (1), в данном случае разрешимо [1].
Докажем следующее утверждение.
Утверждение 1. Для x <1 имеет место равенство
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Умножим числитель и знаменатель подынтегральной функции на 1 − t  и уч-
тем соотношение xT x T x T xm m m� � � � � � � �� �1 1  [7, с. 23]. В результате подынтегральная функция в равен-
стве (13) сводится к виду (2), откуда следует истинность данного утверждения.

Пусть снова имеет место представление (6).
Рассмотрим первый интеграл в уравнении (12). С учетом представления (6) и равенства (13) имеем
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Рассмотрим второй интеграл в уравнении (12) и в качестве интерполяционного многочлена K x tn n, ,� � 
выберем многочлен (4). Учитывая представление (6) и свойство ортогональности многочленов Чебы-
шева первого рода, получаем
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Собирая вместе представление (6) и разложения каждого из этих интегралов по формулам (14) – (16), 
из уравнения (12) имеем
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В качестве внешних узлов x в уравнении (17) выберем узлы Чебышева первого рода, а именно 
x k

nk �
�
�

cos ,
2 1

2 2
�  k n= 0, . Из уравнения (17) получим систему линейных алгебраических уравнений
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Решив систему (18) относительно неизвестных c m nm , , ,= 0  найдем приближенное решение уравне-
ния (1) по формуле 
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Предложенная схема протестирована на примере решения модельной задачи для уравнения (1) при 
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.  Решением уравнения (1) 

в данном случае является функция � x x x x
x

� � � �� � �
�

2 2
1

1

2
. Как свидетельствуют расчеты, проведен-

ные в среде компьютерной алгебры Mathcad, уже при сравнительно небольших значениях n, равных 5, 
15 и 20, погрешность приближенного решения �n x� �, вычисленного по формуле (19), в системе точек 
x = – 0,99, – 0,98, …, 0,99 не превосходит 6,1 ⋅ 10–5, 1,8 ⋅ 10–14 и 1,4 ⋅ 10–14 соответственно. 

Приближенное решение уравнения (1)  
в классе неограниченных на правом конце функций

По аналогии с предыдущим случаем приближенное решение уравнения (1) будем искать как реше-
ние следующего уравнения относительно новой неизвестной функции v xn � �:
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где K x tn n, ,� � – интерполяционный многочлен функции K x t,� � степени n по обеим переменным; F xn � � – 
некоторая функция из класса C �� �1 1,  такая, что F x f xn k k� � � � �, x k
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.

Отметим, что уравнение (20), как и уравнение (1), разрешимо в заданном классе.
Докажем следующее утверждение.
Утверждение 2. Для x <1 имеет место равенство
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Умножим числитель и знаменатель подынтегральной функции на 1 + t  и уч-
тем соотношение xT x T x T xk k k� � � � � � � �� �1 1  [7]. В результате подынтегральная функция в равенстве (21) 
сводится к виду (2), откуда следует истинность данного утверждения.

Пусть снова имеет место представление (6).
Рассмотрим первый интеграл в уравнении (20). С учетом представления (6) и равенства (21) имеем 
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Рассмотрим второй интеграл в уравнении (20) и в качестве интерполяционного многочлена K x tn n, ,� � 
выберем многочлен (4). Учитывая представление (6) и свойство ортогональности многочленов Чебы-
шева первого рода, получаем
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Собирая вместе представление (6) и разложения каждого из этих интегралов по формулам (22) – (24), 
из уравнения (20) имеем
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В качестве внешних узлов x в уравнении (25) выберем узлы Чебышева первого рода, а именно 
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0�  Из уравнения (25) получим систему линейных алгебраических уравнений
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Решив систему (26) относительно неизвестных c m nm , , ,= 0  найдем приближенное решение уравне-
ния (1) по формуле 
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Предложенная схема протестирована на примере решения модельной задачи для уравнения (1) при 
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 Решением уравнения (1) 

в данном случае является функция � x x x x
x
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�

2 2
1

1

2
. Как показывают расчеты, проведенные 

в среде компьютерной алгебры Mathcad, уже при сравнительно небольших значениях n достигается 
достаточно высокая точность вычисления приближенного решения.

Решая систему (26) при n, равных 5, 15 и 20, видим, что точное решение � x� � отличается от при-
ближенного решения �n x� �, вычисленного по формуле (27), в системе точек x = – 0,99, – 0,98, …, 0,99 
не более чем на 6,8 ⋅ 10–5, 1,8 ⋅ 10–14 и 1,3 ⋅ 10–14 соответственно. 

Заключение
Построенные схемы численного решения сингулярного интегрального уравнения второго рода со 

слабой особенностью вида (1) в разных классах функций, в отличие от ранее известных методик [1], 
позволяют получить приближенное решение задачи, не прибегая к квадратурным формулам. Благодаря 
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этому, как показывают численные примеры, предложенные алгоритмы при небольших вычислительных 
затратах на достаточно грубой сетке обеспечивают высокую точность приближенного решения, огра-
ниченную лишь вычислительной погрешностью. Доказательство сходимости приближенных решений 
к точным и оценка погрешностей решения являются целью другой работы.
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МНОГОПОТОЧНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ  
И КЕШИРОВАНИЕ В РАМКАХ МИКРОСЕРВИСНОЙ АРХИТЕКТУРЫ  

ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ ОБОЛОЧЕЧНЫХ КОНСТРУКЦИЙ

Е. А. БУЙВОЛОВ1), А. А. СЕМЕНОВ1)

1)СанктПетербургский государственный архитектурностроительный университет, 
ул. 2я Красноармейская, 4, 190005, г. СанктПетербург, Россия

Статья посвящена вопросу разработки высокопроизводительного программного обеспечения для расчета тонко-
стенных оболочечных конструкций, процесс деформирования которых носит существенно нелинейный характер 
и требует больших вычислительных ресурсов. Использована математическая модель типа Тимошенко (Миндлина – 
Рейснера), учитывающая геометрическую нелинейность, ортотропию материала, поперечные сдвиги и наличие 
ребер жесткости. Модель записана в виде функционала полной потенциальной энергии деформации и может быть 
применена для исследования конструкций различной геометрической формы. Для осуществления расчета использо-
ваны метод Ритца и метод Ньютона. При программной реализации показано, каким образом от сервисной архитектуры 
получилось перейти к эффективной микросервисной архитектуре, заменив один из недостаточно производительных 
Java-модулей на Python-модуль. Проведена оптимизация вычислительного алгоритма для реализации многопоточ-
ного расчета всех стадий вычисления, включая метод Ньютона. Выполнены замеры производительности расчета 
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при различных подходах к реализации многопоточного расчета, а именно parallelStream и ForkJoinPool. 
Затронуто использование концепции MapReduce в рамках фреймворка Java Stream API. Таким образом, раз-
работано эффективное микросервисное приложение, позволяющее моделировать процесс деформирования обо-
лочечных конструкций, в том числе усиленных ребрами жесткости. Полученный в клиентской части приложения 
графический результат зависимости прогиба от нагрузки позволяет судить о корректности численного решения. 
Показана эффективность предложенного алгоритма по сравнению с подходом, реализованным в математическом 
пакете Maple (на основе анализа устойчивости пологой оболочки двоякой кривизны). 

Ключевые слова: оболочки; устойчивость; микросервисная архитектура; многопоточное программирование; 
Python; Vue.js; Maple.

MULTITHREADED PROGRAMMING AND CACHING  
WITHIN THE FRAMEWORK OF MICROSERVICE ARCHITECTURE  

FOR THE RESEARCH OF SHELL STRUCTURES 

E. A. BUYVOLOV  a, A. A. SEMENOV  a

aSaint Petersburg State University of Architecture and Civil Engineering,  
4 2 nd Krasnoarmeiskaya Street, Saint Petersburg 190005, Russia
Corresponding author: A. A. Semenov (sw.semenov@gmail.com)

This work is devoted to the development of high-performance software for the calculation of thin-walled shell structures. 
The process of their deformation is essentially non-linear and requires large computing resources. The study is based on 
a mathematical model of the Timoshenko (Mindlin – Reissner) type, which takes into account geometric non-linearity, 
material orthotropy, transverse shears and the presence of stiffeners. The model is written in the form of a functional of 
the total potential energy of deformation, and can be used to study the structures of various geometric shapes. To carry 
out the cal culation, we use the Ritz method and Newton’s method. In software implementation, it is shown how it is possible 
to move from a service architecture to an efficient microservice architecture, replacing one of the insufficiently performing 
Java modu les with a Python module. Optimisation is carried out for the implementation of multithreaded calculation of all 
stages of calculation, including Newton’s method. Measurements of the performance of the calculation are obtained for va-
rious approaches to the implementation of multithreaded calculation, namely, parallelStream and ForkJoinPool. 
The use of the MapReduce concept within the framework of Java Stream API is considered. Thus, an effective micro-
service application has been developed that allows simulating the process of deformation of shell structures, including 
those reinforced with stiffeners. The graphical result of the dependence of the deflection on the load obtained in the client 
part of the application makes it possible to judge the correctness of the numerical solution. The efficiency of the proposed 
algorithm is shown by comparing it with the implementation in the Maple mathematical package. The comparison is made 
on the basis of an analysis of the buckling of a shallow shell of double curvature. 

Keywords: shells; buckling; microservice architecture; multithreaded programming; Python; Vue.js; Maple.

Введение
Тонкостенные конструкции активно применяются во многих отраслях промышленности, в частно-

сти в авиа-, судо- и ракетостроении, строительстве и других сферах деятельности [1– 4].
Тонкостенность таких конструкций позволяет существенно снизить их вес и материалоемкость, при 

этом они обладают достаточно высокой жесткостью, особенно при усилении ребрами [5–7]. Однако 
процесс деформирования тонкостенных оболочек носит существенно нелинейный характер, что может 
приводить к потере устойчивости, когда при малом изменении нагрузки происходит резкое увеличе-
ние про гиба. В результате образуются вмятины, конструкция «проваливается», может произойти раз-
рушение материала.

Важное значение для обеспечения безопасной работы конструкций имеет компьютерное моделиро-
вание процесса их деформирования в целях выявления опасных режимов работы. При его проведении 
необходимо учитывать геометрическую нелинейность, наличие ребер жесткости, возможность попе-
речных сдвигов, а в ряде случаев – особенности деформирования материала (ортотропию, физическую 
нелинейность, ползучесть и др.) [8–11].
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Актуальные исследования, связанные с анализом устойчивости оболочечных конструкций, пред-
ставлены, например, в публикациях [12–14]. Однако таких работ сравнительно мало. Большинство 
исследований в последнее десятилетие посвящены расчетам замкнутых цилиндрических оболочек, 
осуществляемым в конечно-элементных программных комплексах общего назначения, таких как Ansys, 
Abaqus, Nastran и др. Без сомнения, эти комплексы эффективны для быстрого решения сложных инже-
нерных задач, но в меньшей степени пригодны для детальных научных исследований.

При проведении вычислительного эксперимента с учетом множества факторов и соблюдением требуе-
мой точности формируются нелинейные системы уравнений, решение которых вызывает существенные 
трудности. Использование современных технологий разработки программного обеспечения и поиск 
новых алгоритмов решения данной задачи являются актуальной проблемой.

В настоящем исследовании для таких расчетов разработано микросервисное приложение с много-
поточным программированием и кешированием, показаны его реализация и эффективность по сравне-
нию с более «классическим» вариантом расчета.

Многопоточное программирование находит применение не только в задачах алгоритмизации, при-
кладной математики и программирования, но и при автоматизации промышленности [15], а также в фи-
зических приборах, например приборах регистрации космических лучей [16]. Идея разделения зада чи 
была совмещена с сетевыми технологиями: в данный момент существует огромное количество облачных 
решений, использующих вычислительные узлы и балансировку нагрузки между ними [17].

Эффективность многопоточных приложений изучена и подтверждена в тех случаях, когда время на 
разделение задачи значительно меньше времени выполнения подзадачи [18; 19].

Материалы и методы исследования
Математическая модель. Будем рассматривать математическую модель деформирования оболо-

чечной конструкции, основанную на гипотезах Тимошенко (Миндлина – Рейснера). Модель учитывает 
геометрическую нелинейность, поперечные сдвиги, ортотропию материала и наличие ребер жесткости. 
Она состоит из геометрических и физических соотношений, а также функционала полной потенциальной 
энергии деформации.

Общий вид одного из вариантов оболочечных конструкций (пологая оболочка двоякой кривизны, 
квадратная в плане) приведен на рис. 1.

Геометрические соотношения. Данный вид соотношений связывает деформации ε x, ε y , γxy и пере-
мещения U, V, W, Ψx, Ψy . Для срединной поверхности конструкции имеем [20]
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Рис. 1. Общий вид пологой оболочки двоякой кривизны, усиленной ребрами жесткости
Fig. 1. General view of a shallow shell of double curvature, stiffened by ribs
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Геометрия конструкции задается через параметры Ламе и главные радиусы кривизны, которые для 
пологой оболочки двоякой кривизны, квадратной в плане, равны следующим величинам: 

A = 1, B = 1, R1 = const, R2 = const.
Деформации слоя, отстоящего от срединной поверхности на расстояние z, выражаются соотноше-

ниями
� � � � � � � � �x
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xyz z z� � � � � �1 2 122, , ,

где функции изменения кривизн χ1, χ2 и кручения χ12 принимают вид [20]
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Физические соотношения. Данный вид соотношений связывает напряжения sx, sy, τxy, τxz, τyz и де-
формации ε x, ε y, γxy. Для упругого ортотропного материала оболочки имеем [20]
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Усилия и моменты. Интегрируя напряжения по z в пределах от − h
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 (т. е. в пределах обшивки), 
получаем усилия, моменты и перерезывающие силы, приходящиеся на единицу длины сечения и при-
веденные к координатной поверхности [20]:
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где N Nx y
0 0
,  – нормальные усилия; N Nxy yx

0 0
,  – сдвиговые усилия; M Mx y

0 0
,  – изгибающие моменты; M Mxy yx

0 0
,  – 

крутящие моменты; Q Qx y
0 0
,  – перерезывающие силы.

Для получения усилий, моментов и перерезывающих сил, действующих в ребрах, необходимо произ-
вести аналогичное интегрирование, но уже в пределах от h

2
 до h H

2
+ .

Функция H задает распределение ребер по оболочке с помощью единичных столбчатых функций. 
Расчет жесткостных характеристик ребер подробно рассматривается в работе [20] и здесь в силу гро-
моздкости не приводится. Отметим лишь, что наличие ребер жесткости на порядок повышает слож-
ность вычислений.

Функционал полной потенциальной энергии деформации. Функционал полной потенциальной энер-
гии деформации оболочки, представляющий собой сумму работ внутренних и внешних сил, имеет вид

 E E Es p p
R� � �0 �,  (1)
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где Ep
0 – потенциальная энергия обшивки; Ep

R – потенциальная энергия ребер жесткости; A – работа 
внешних сил.

Алгоритм. Для исследования оболочечных конструкций предлагается использовать алгоритм, ос-
нованный на методе Ритца и методе Ньютона. 

Метод Ритца. Данный метод применяется к функционалу для сведения вариационной задачи к сис-
теме нелинейных алгебраических уравнений. Для этого искомые функции перемещений представляются 
в виде
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где Ukl, Vkl, Wkl, Ψx, kl, Ψy, kl – неизвестные числовые параметры; X Xk k
1 5− , Y Yl l

1 5
−  – известные аппрокси-

мирующие функции аргументов x и y, удовлетворяющие заданным краевым условиям на контуре обо-
лочки; N – количество членов разложения. Подставляя функции (2) в функционал (1), находим производ-
ные по неизвестным числовым параметрам Ukl, Vkl, Wkl, Ψx, kl, Ψy, kl. Таким образом, получаем систему 
нелинейных алгебраических уравнений. Для ее решения воспользуемся многомерным методом Ньютона.

Метод Ньютона. Данный метод считается классическим методом решения задач оптимизации. В много-
мерном случае коэффициенты Ukl, Vkl, Wkl, Ψx, kl, Ψy, kl являются корнями, которые определяются при 
заданной точности для выбранного значения нагрузки. Рассчитанные на предыдущей стадии значения 
коэффициентов будут использованы для следующего значения нагрузки. 

Таким образом, вектор неизвестных числовых параметров вычисляется на каждом шаге нагруже-
ния. Используя формулы (2) и найденные значения числовых параметров, можно получить значения 
перемещений в каждой точке конструкции. 

Алгоритм вычисления искомого вектора в соответствии с методом Ньютона может быть записан 
в виде [21]
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где Xi – значение искомого вектора на текущей итерации; Xi −1 – значение искомого вектора на предыду-
щей итерации; H  –1 – обратная матрица Гессе для Es; ∇Es – вектор частных производных (градиент) Es.

Технологии разработки программного обеспечения. Далее рассмотрим технологии, которые бу-
дут использованы при реализации программного обеспечения.

Микросервисная архитектура. Данный вариант сервисно ориентированной архитектуры, подразуме-
вает отказ от единой структуры [22]. Сервисно ориентированная архитектура состоит в формировании моду-
лей приложения для решения бизнес-задач, при этом модули масштабируемы и независимы друг от друга. 

Микросервисная архитектура обеспечивает меньшие потери при неисправности одного из модулей, 
а также простоту масштабирования. С другой стороны, возрастают сетевые издержки и сложность те-
стирования. Использование докеризации и балансировщика нагрузки позволяет распределить нагрузку 
между компьютерами вычислительного кластера. 
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Кеширование. При решении задач аппроксимации и математического моделирования часто базисные 
функции можно выбрать таким образом, чтобы при упрощении итогового функционала или другого 
уравнения, которое включает в себя функциональные зависимости, состоящие в том числе из аппрокси-
мирующих функций, бóльшая часть итераций сводилась к использованию уже рассчитанных значений.

Одним из примеров кеширования является использование хеш-таблиц типа «ключ – значение». В язы-
ке программирования Java подобные таблицы реализуются в том числе через класс потокобезопасной 
коллекции ConcurrentHashMap.

Многопоточное программирование. Одним из способов повышения скорости расчета является вы-
полнение вычислений параллельно на нескольких компьютерах. В рамках одного компьютера по вышение 
скорости расчета достигается за счет параллельных вычислений на разных ядрах процессора. Существует 
несколько стратегий параллельных вычислений. В рамках данной статьи рассматривается подход work 
stealing. Он заключается в разделении задачи на минимальные подзадачи, которые разбиваются между 
возможным в рамках процессора количеством потоков. При освобождении поток забирает следующую 
подзадачу. 

В языке программирования Java данный подход реализуется за счет использования фреймворка 
Fork /Join. Задача разбивается (fork), пока ее сложность (объем) не опустится ниже определенного по-
рога, после чего происходит выполнение подзадач и объединение результатов (join). Альтернативным 
способом реализации (в функциональном стиле) многопоточного расчета является использование ме-
тода parallelStream из интерфейса Java Stream API, который также по умолчанию создает потоки 
ForkJoinPool. Для обеспечения максимального быстродействия имеет смысл разбивать входные 
данные таким образом, чтобы издержки на создание объектов не были слишком высокими. В крайнем 
случае можно разбить входные данные на количество ядер процессора, обеспечив таким образом ми-
нимальные издержки на создание объектов и дальнейшую работу сборщика мусора. Однако подобный 
подход может привести к простою ядер процессора.

Алгоритмизация и программирование
Реализация микросервисной архитектуры. Разработанное приложение (ему присвоено название 

JPVmath) состоит из трех микросервисов: 
  • клиентского приложения, реализованного с использованием программной платформы Node.js 

и фреймворков Vue.js и Vuetify;
  • сервиса прокси, логики и вычисления основных математических задач, реализованного с помощью 

фреймворка Java Spring Cloud;
  • вспомогательного сервиса, осуществляющего раскрытие скобок и реализованного с помощью фрейм-

ворка Python Flask.
Сервисы обмениваются данными через HTTP-запросы. Каждый сервис запускается на отдельном 

порте. Приложение может быть развернуто с использованием подхода CI/CD (continuous integration / con
tinuous delivery) на различных устройствах. Работа с Python-сервисом и Java-сервисом ведется в рамках 
одного проекта в среде IntelliJ IDEA. Код приложения размещен на веб-сервисе GitHub1. Архитектура 
приложения представлена на рис. 2.

Java-сервис. Данный сервис использует подход REST (representational state transfer). Таким образом, 
для моделирования процесса деформирования оболочечной конструкции необходимо передать данные 
(входные параметры) из слоя представления, который в этом случае заменяет сервис веб-клиента, на слой 
DTO, далее по предоставленному API вызывается метод моделирования, задействующий соответствующий 
сервис. При разработке приложения применялись блочное тестирование (unit testing) и методология test 
driven development.

1JPVmath (backend) [Electronic resource]. URL: https://github.com/ereborDeveloper/math-modeling (date of access: 11.02.2023) ; 
JPVmath (frontend) [Electronic resource]. URL:  https://github.com/ereborDeveloper/math-modeling-gui (date of access: 11.02.2023).

Рис. 2. Архитектура приложения JPVmath
Fig. 2. JPVmath application architecture
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При взятии производной и численном интегрировании используется библиотека символьной алге-
бры Symja2. Алгоритм моделирования представлен на рис. 3. 

В основе высокоэффективного расчета лежит представление значений функций, результатов инте-
грирования и дифференцирования в виде пар «ключ – значение». Таким образом, исходная строка на 
рис. 4, а, приводится к объекту на рис. 4, б. Основным условием правильного преобразования являются 
раскрытые скобки (аргументы игнорируются).

Реализованный алгоритм преобразования в виде псевдокода представлен на рис. 5. Алгоритм полу-
чения объекта слагаемых с коэффициентами использует алгоритм разбиения строки с игнорированием 
знаков суммирования и вычитания внутри скобок, который также реализован на основе последова-
тельного перебора символов в строке. Таким образом, после описанного преобразования в объекте не 
остается повторений по ключу.

При преобразовании исходного функционала изначально выполнялись раскрытие скобок и компо-
новка слагаемых для дальнейшей подстановки математических формул. Однако Java-сервис не удалось 
оптимизировать достаточным образом, чтобы раскрытие скобок функционала происходило в допустимое 
время. Было принято решение использовать Python-сервис с библиотекой SymEngine3, который обе-
спечил необходимое быстродействие.

2Symja library – Java symbolic math system for Android NCalc calculator [Electronic resource]. URL: https://github.com/axkr/
symja_android_library (date of access: 11.02.2023).

3SymEngine [Electronic resource]. URL: https://github.com/symengine/symengine (date of access: 11.02.2023).

Рис. 3. Алгоритм моделирования
Fig. 3. Simulation algorithm



70

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2023;2:63–79
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2023;2:63–79 

а /a б/b

–2.0*u11 + 3.0*v11 –
– 4.0*psiy11 + 3.0*u11*v12 –

– u11*0.7*v12 + 0.5

{
“u11”: –2.0,
“v11”: 3.0,
“psiy11”: –4.0,
“u11*v12”: 2.3,
“number”: 0.5

}

Python-сервис. Данный сервис представляет собой небольшое Flask-приложение, использующее 
биб лиотеку SymEngine для раскрытия скобок. Помимо метода раскрытия скобок, в Python-сервисе 
также был реализован алгоритм, представленный на рис. 5, но скорость его выполнения оказалась ниже, 
чем в Java-сервисе. Однако Python-сервис на порядок быстрее Java-сервиса при раскрытии скобок, что 
подтверждает необходимость выбора инструмента под задачу и преимущества использования микро-
сервисного подхода.

Рис. 4. Строка до преобразования (а) и объект после преобразования (б )
Fig. 4. String before conversion (a) and object after conversion (b)

Рис. 5. Алгоритм парсинга строки к объекту типа «ключ – значение»
Fig. 5. Algorithm for parsing a string to a key – value object
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Реализация кеширования. Применяя способ хранения математических строк в виде, представлен-
ном на рис. 4, б, можно реализовать кеширование результатов интегрирования по такому же принципу: 
сохранять значения посчитанных интегралов и повторно использовать их вместо нового расчета, полу-
чая значение по ключу. Алгоритм кеширования при взятии интеграла заключается в применении по-
токобезопасной неблокируемой коллекции пар «ключ – значение». Подобный подход при сложности 
обращения к значению по ключу О(1) позволяет существенно ускорить вычисления даже без исполь-
зования внешнего хранилища за счет интегрирования только сомножителей, зависящих от переменной 
интегрирования. 

Например, при вычислении интеграла для объекта, приведенного на рис. 4, б, по переменной u11 
в пределах от 0 до 2 получим объект, представленный на рис. 6.

{
“v11”: 6.0,
“psiy11”: –8.0,
“v12”: 4.6,
“number”: –3.0

}

При реальном расчете в качестве базисных функций в аппроксимации применяются синусы и ко-
синусы с подобными аргументами. Стоит отметить, что при N = 2 время выполнения интегрирования 
с использованием кеширования составило 1 с, а без использования кеширования – 30 с. Характеристи-
ки компьютера, на котором производился расчет, будут представлены далее. При увеличении числа N 
интегрирование без использования кеширования становится крайне неэффективным.

Реализация многопоточного расчета. В случае применения многопоточного расчета необходимо 
тестировать скорость выполнения задач. Для различных стратегий в зависимости от задачи и способа 
ее решения эффективность будет различной. 

Основная вычислительная сложность в методе Ньютона заключается в символьной подстановке по-
лучаемых на каждой итерации значений вместо переменных в градиент и матрицу Гессе для получения 
численных значений. В целях повышения скорости вычислений используется параллельная подстанов-
ка значений.

Оптимизация проводилась последовательно. В методе Ньютона первым оптимизационным решением 
является многопоточная подстановка значений интеграла в точке: последовательно берется значение 
градиента, и уже это значение в несколько потоков суммируется по переменным и значению этих пере-
менных в хеш-таблице значения градиента.

Были рассмотрены следующие варианты расчета градиента:
1) в цикле (без многопоточности);
2) с использованием метода parallelStream из интерфейса Java Stream API;
3) с использованием подхода ForkJoinPool;
4) с разбиением исходного объекта на количество подобъектов, равное количеству ядер процессора.
Параметры оболочки фиксированные (подробнее см. в разделе «Результаты и их обсуждение»). Расчет 

выполнен для N = 2. Максимальное число итераций в методе Ньютона составляет 300, шаг нагрузки – 
0,1 МПа, точность – 10– 4. Результаты замеров приведены в табл. 1.

Т а б л и ц а  1
Время выполнения цикла в методе Ньютона

Ta b l e  1
Cycle execution time in Newton’s method

Вариант расчета Время выполнения, с

Обычный цикл 28
parallelStream 22
ForkJoinPool 36
Разбиение 18

Использование метода parallelStream и конструкции forEach позволило дополнительно уве-
личить скорость перебора при вычислении градиента (15 с) по сравнению с последовательным пере-

Рис. 6. Объект после интегрирования
Fig. 6. Object after integration
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бором градиента и разбиением (18 с). Применение аналогичного алгоритма при расчете матрицы Гессе 
также показало свою эффективность (12 с при использовании схемы «parallelStream.forEach + 
parallelStream.forEach + разбиение» против 15 с при использовании обычных циклов).

После данных преобразований нахождение прогиба конструкции W уже не является ресурсозатрат-
ной задачей. Способ разбиения по количеству ядер процессора был выбран и для многопоточного ин-
тегрирования.

Результаты и их обсуждение
Эффективность предложенного подхода продемонстрируем на примере расчета пологой оболочки 

двоякой кривизны, квадратной в плане. 
Расчет напряженно-деформированного состояния оболочечных конструкций является вычислитель-

но сложной задачей. В итоговый функционал для ребристой пологой оболочки двоякой кривизны в за-
висимости от точности аппроксимации функций (2) входит минимум 51 слагаемое. При увеличении 
точности аппроксимации количество слагаемых в функционале возрастает экспоненциально, и при на-
личии 5 неизвестных функций, состоящих из 25 слагаемых каждая (т. е. при N = 25), общее количество 
слагаемых в функционале после упрощения составляет более 1,5 млн.

Будем рассматривать стальные конструкции, находящиеся под действием внешней равномерно распре-
деленной поперечной нагрузки q (т. е. компоненты нагружения Px = Py = 0) и шарнирно-неподвижно закреп-
ленные по контуру (граничные условия U = V = W = Mx = Ψy = 0 при x = 0, x = a и U = V = W = Ψx = My = 0 
при y = 0, y = b). Для данного вида закрепления с учетом симметрии конструкции в формулах (2) можно 
взять следующие аппроксимирующие функции:

U U k x
a l y

b
V V kkl

l

N

k

N

kl� �
�
�

�
�
� �� ��

�
�

�
�
� �

��
�� sin sin , sin2 2 1 2
11

� � ��� ��
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

��
�� 1 2
11

� �x
a l y

bl

N

k

N
sin ,

W W k x
a l y

bkl
l

N

k

N
� �� ��

�
�

�
�
� �� ��

�
�

�
�
�

��
�� sin sin ,2 1 2 1
11

� �

� �x x kl
l

N

k

N
k x

a l y
b

� �� ��
�
�

�
�
� �� ��

�
�

�
�
�

��
�� , cos sin ,2 1 2 1
11

� �

� �y y kl
l

N

k

N
k x

a l y
b

� �� ��
�
�

�
�
� �� ��

�
�

�
�
�

��
�� , sin cos .2 1 2 1
11

� �

При наличии ребер жесткости используется ортогональная сетка ребер, равномерно распределен-
ных по конструкции. Ширина ребер r  j = r i = 2h, высота ребер h  j = hi = 3h. Расстояние между ребрами 
обозначим через xr и будем полагать, что крайние ребра находятся на расстоянии 0,5xr от края конструк-
ции. Входные параметры представлены в табл. 2.

Т а б л и ц а  2
Входные параметры

Ta b l e  2
Input parameters

Параметры Значение Расшифровка

E1 = E2, МПа 210 000 Модули упругости материала
µ12 = µ21 0,3 Коэффициенты Пуассона
G, МПа 80 769,23 Модуль сдвига материала
a, м 5,4 Линейный размер вдоль оси x
b, м 5,4 Линейный размер вдоль оси y
R1 = R2, м 20,25 Радиусы кривизны
h, м 0,09 Толщина
N 1–25 Количество слагаемых в методе Ритца
∆ q, МПа 0,01 Шаг нагрузки
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Параметры Значение Расшифровка

qmax, МПа 3,3 (без ребер)
4,3 (с ребрами) Значение нагрузки, до которой выполняется расчет

Steps 50 Максимальное количество итераций в цикле метода 
Ньютона

ε 10– 6 Точность, при достижении которой в методе  
Ньютона происходит переход к следующей точке

Устойчивость пологой оболочки двоякой кривизны. В качестве критерия потери устойчивости 
оболочек будем использовать критерий Ляпунова: нагрузка, при которой малому изменению нагрузки со-
ответствует существенное изменение прогиба, считается критической нагрузкой.

В табл. 3 представлены значения критических нагрузок потери устойчивости qcr для рассматривае мой 
конструкции без ребер и с сеткой ребер размером 1 × 1, а также значения прогиба конструкции Wc в цент-

ральной точке x a y b
� ��

�
�

�
�
�

2 2
,  и значения прогиба конструкции W4 в четвертой части x a y b

� ��
�
�

�
�
�

4 4
,  

в момент достижения критической нагрузки, полученные с использованием разработанного микросер-
висного приложения JPVmath и математического пакета Maple.

Для пакета Maple значения при N ≥ 4 не приводятся в связи со слишком долгим временем выпол-
нения расчета.

Т а б л и ц а  3
Результаты расчета для оболочки без ребер и с сеткой ребер размером 1 × 1

Ta b l e  3
Calculation results for a shell without ribs and with stiffeners grid 1 × 1

N
Maple JPVmath

qcr , МПа Wc, м W4, м qcr , МПа Wc, м W4, м

Расчет для оболочки без ребер
1 3,31 0,106 0,054 3,30 0,104 0,052
2 3,10 0,079 0,040 3,10 0,078 0,039
3 3,10 0,076 0,040 3,10 0,075 0,039
4 – – – 3,10 0,073 0,040
5 – – – 3,10 0,072 0,040

Расчет для оболочки с сеткой ребер размером 1 × 1
1 – – – – – –
2 4,80 0,139 6 0,093 2 4,79 0,138 7 0,090 5
3 4,47 0,132 5 0,083 1 4,45 0,131 7 0,082 7
4 – – – 4,36 0,125 2 0,075 8
5 – – – 4,33 0,126 4 0,075 7

Графики зависимости прогиба Wc и W4 от нагрузки q представлены на рис. 7 и 8. Для удобства ана-
лиза данных также показан укрупненный фрагмент, соответствующий потере устойчивости.

Как показывают результаты расчетов, уже при N = 3 и N = 4 вид кривых и значения критических 
нагрузок становятся близки, что говорит о сходимости метода Ритца. Тем не менее для других видов 
конструкций может понадобиться большее, чем здесь, количество неизвестных коэффициентов в фор-
мулах (2), что требует отдельного исследования.

Для рассмотренных конструкций наблюдается общая потеря устойчивости без образования локаль-
ных вмятин. Кроме того, добавление двух ортогонально расположенных ребер жесткости увеличивает 
значение критической нагрузки на 39 %. В данном случае такой существенный эффект объясняется 
достаточно высокой жесткостью обшивки и массивностью подкрепляющих элементов.

О ко н ч а н и е  т а б л .  2
E n d i n g  t a b l e  2
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Рис. 7. График зависимости прогиба от нагрузки для конструкции без ребер
Fig. 7. Graph of deflection versus load for a structure without ribs
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Рис. 8. График зависимости прогиба от нагрузки для конструкции с ребрами
Fig. 8. Graph of deflection versus load for a structure with ribs
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Сравнение скорости вычислений. В качестве тестового стенда использовался компьютер, ха-
рактеристики и результаты бенчмарка которого (на основе сайта UserBenchmark) представлены 
в табл. 4.

Т а б л и ц а  4
Характеристики и результаты бенчмарка тестового стенда

Ta b l e  4
Characteristics and results of the benchmark test bench

Устройство Торговая марка и основные характеристики Бенчмарк, %

CPU AMD Ryzen 5, модель 2600 79,5

GPU AMD Radeon, модель RX550 13,9

SSD

Intel 660p, интерфейс NVMe PCIe, формфактор M. 2, 
объем 512 Гб 132,4

HP EX900, интерфейс NVMe PCIe, формфактор M. 2, 
объем 500 Гб 123,1

HDD WD Blue, объем 1 Тб 83,2

RAM G. SKILL Ripjaws V, тип DDR4, частота 3200 ГГц, 
тайминг C16, объем 16 Гб (2 × 8 Гб) 100,6

П р и м е ч а н и е. CPU – процессор; GPU – графический процессор; SSD – твердотель-
ный накопитель; HDD – накопитель на жестких магнитных дисках; RAM – оперативная 
память.

Первым вычислительным экспериментом является сравнение результатов и скорости вычислений при 
использовании приложения JPVmath и пакета Maple. Для этого проводятся замеры времени выполнения 
расчета для одной и той же оболочки с теми же параметрами в пакете Maple и приложении JPVmath. Для 
повышения информативности полученных результатов используется цветовая карта (табл. 5).

Т а б л и ц а  5
Замеры производительности этапов вычисления  

в пакете Maple и приложении JPV-math 
Ta b l e  5

Performance measurements of calculation steps  
in the Maple package and JPV-math application 

N

Время выполнения, с

Цветовая картаРасчет без ребер Расчет с ребрами

Maple JPVmath Maple JPVmath

1 4 <1 5 2

2 34 18 36 25

3 655 102 748 186

4 – 384 – 979

5 – 1799 – 5195

Результаты замеров времени выполнения различных этапов расчета на основе входных данных из 
табл. 2 представлены в табл. 6.

Разработанная программа использует 100 % процессорного времени, однако наибольшая произво-
дительность может быть достигнута при разделении сервисов по вычислительным мощностям. Тогда 
процессор не будет распределен между вычислениями и визуализацией. Результаты замеров времени 
вычислений без использования визуализации также приведены в табл. 6.
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Т а б л и ц а  6
Замеры производительности этапов моделирования  

в приложении JPV-math
Ta b l e  6

Performance measurements of simulation steps  
in the JPV-math application

N
Время выполнения, с

Et + Rt It E Dt NWt At

Расчет без ребер

1 <1 <1 – <1 <1 <1

2 <1 <1 – <1 18 18

3 4 <1 – 3 95 102

4 32 1 – 24 324 384

5 199 6 – 131 1463 1799

Расчет с ребрами

1 <1 <1 <1 <1 2 2

2 <1 <1 <1 1 24 25

3 4 <1 5 5 172 186

4 33 1 33 48 864 979

5 199 6 269 300 4421 5195

Расчет без ребер и без визуализации

1 <1 <1 – <1 2 2

2 <1 1 – <1 5 6

3 1 3 – <1 30 34

4 10 8 – 2 136 156

5 54 18 – 11 530 615
П р и м е ч а н и я: 1. Et + Rt – время преобразования данных в рамках оптимизации и раскрытия 

всех скобок под знаком интеграла, замены посчитанных производных и аппроксимирующих функ-
ций в строке; It – время взятия двойного интеграла; E – время расчета ребра (раскрытие скобок 
и преобразование); Dt – время нахождения градиента и матрицы Гессе; NWt – время выполнения 
оп тимизированного метода Ньютона и визуализации данных; At – общее время вычисления. 2. Цве-
товую карту см. в табл. 5.

Python-модуль для раскрытия скобок при N = 5  потребовал около 12 Гб оперативной памяти, 
а Java-модуль – всего 2,56 Гб.

Заключение
В ходе исследования разработано микросервисное приложение, позволяющее моделировать дефор-

мирование оболочечных конструкций. Оно оказалось в несколько раз более эффективным, чем подход, 
реализованный в математическом пакете Maple. Разработанное приложение обеспечивает взятие двой-
ного интеграла по заданному числу слагаемых на процессоре AMD Ryzen 5 (модель 2600) без исполь-
зования режима Turbo Boost, внешних файлов или баз данных с уже посчитанными значениями за 18 с. 

Взяв за основу идею сервисно ориентированной архитектуры и вдохновившись фреймворком Java 
Spring Cloud, авторы показали, каким образом от сервисной архитектуры можно перейти к эффектив-
ной микросервисной архитектуре, заменив один из недостаточно производительных Java-модулей на 
Python-модуль. 
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Проведена оптимизация вычислительного алгоритма для реализации многопоточного расчета всех 
стадий вычисления, включая метод Ньютона. Выполнены замеры производительности расчета при раз-
личных подходах к реализации многопоточного расчета, а именно parallelStream и ForkJoinPool. 
Затронуто использование концепции MapReduce в рамках фреймворка Java Stream API.

Получены графические результаты вычисления, а также выполнены замеры времени выполнения 
всех этапов расчета и сравнение предложенного программного решения с математическим пакетом 
Maple. Проект представляет собой готовое к развертыванию микросервисное приложение с клиентской 
и серверной частями.

Приложение может быть как развернуто в локальной сети, так и доступно извне в зависимости от 
действий DevOps.
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УДК 53.088, 521.3

ДВУХЭТАПНЫЙ ПОДХОД К ПРОГНОЗИРОВАНИЮ  
РАСХОЖДЕНИЯ ШКАЛ ВРЕМЕНИ  

НА ОСНОВЕ СКОРРЕКТИРОВАННОЙ ЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ

О. С. ЧЕРНИКОВА1), Т. А. МАРАРЕСКУЛ 2)

1)Новосибирский государственный технический университет,  
пр. Карла Маркса, 20, 630073, г. Новосибирск, Россия 

2)Информационные спутниковые системы им. академика М. Ф. Решетнева,  
ул. Ленина, 52, 662972, г. Железногорск, Россия

Приводятся результаты исследования точности двухэтапного подхода к прогнозированию расхождения шкал 
времени космических аппаратов ГЛОНАСС относительно системной шкалы времени на интервалы длительностью 
до 2 ч. На первом этапе по результатам измерений расхождения шкал времени на выбранном мерном интервале 
с использованием метода наименьших квадратов строится линейная модель и определяется смещение сглаженной 
оценки расхождения шкал времени в конце мерного интервала относительно линейного тренда, найденного на всем 
мерном интервале, после чего постоянный коэффициент линейной модели корректируется на величину полученного 
смещения. На втором этапе определяется неучтенная остаточная составляющая временного ряда значений рас-
хождения шкал времени и строится описывающая ее авторегрессионная модель. Проводится сравнительная оценка 
точности прогноза расхождения шкал времени на основе линейной модели со скорректированным постоянным 
коэффициентом и ее комбинации с авторегрессионной моделью. Анализ численных результатов, полученных на 
годовом интервале наблюдения, показал, что для всех космических аппаратов применение двухэтапного подхода 
позволяет уменьшить среднеквадратическое отклонение прогноза расхождения шкал времени, а также увеличить 
количество реализаций прогноза, для которых среднеквадратическое отклонение не превышает 0,3– 0,5 нс. 

Ключевые слова: расхождение шкал времени; бортовая шкала времени; синхронизация; измерение времени; 
метод наименьших квадратов; частотно-временные поправки; прогнозирование.
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This paper presents the results of a study of the accuracy of a two-stage approach to forecasting the divergence of 
time scales of GLONASS spacecraft relative to the system time scale for intervals of up to 2 h. At the first stage a linear 
model is constructed on the results of measurements of the divergence of time scales on the selected dimensional interval 
based on the least squares method, the offset of the smoothed estimate of the divergence of time scales at the end of the 
dimensional interval relative to the linear trend found over the entire dimensional interval is determined, the constant 
coefficient of the linear model is corrected. At the second stage the unaccounted residual component of the time series of  
the time scale divergence values is determined and an AR model describing it is constructed. A comparative analysis 
of the accuracy of the forecast of the divergence of time scales according to a linear model with an adjusted constant coeffi-
cient and the forecast using its combination with an AR model is carried out. The analysis of the numerical results obtained 
during the annual observation interval showed that for all spacecraft, the use of a two-stage approach makes it possible to 
reduce the standard deviation of the forecast of time scale divergence, as well as to increase the number of forecast imple-
mentations for which the standard deviation does not exceed 0.3– 0.5 ns.

Keywords: divergence of time scales; onboard time scale; synchronisation; time measurement; least squares method; 
time-frequency corrections; forecasting.

Введение
Задача синхронизации разнесенных в пространстве стандартов частоты, устанавливаемых на косми-

ческие аппараты, является одной из актуальных задач для развития глобальных навигационных спутни-
ковых систем (ГНСС). В большинстве случаев достаточно обеспечить высокоточную математическую 
привязку временных шкал космических аппаратов к выбранной опорной шкале времени без физиче-
ского при ведения их в состояние синхронных. Для этого необходимо определять величину расхождения 
шкал времени (РШВ) космических аппаратов относительно опорной шкалы времени и прогнозировать 
ее поведение. В рамках данного исследования под РШВ будем понимать отклонение показаний бортовых 
часов космических аппаратов относительно системной шкалы времени ГНСС. В связи с этим одним из 
актуальных вопросов является выбор математической модели, описывающей РШВ и обеспечивающей 
необходимую точность прогнозирования на заданный интервал времени [1; 2].

На современном этапе развития ГНСС, в частности ГЛОНАСС, для ряда приложений представляет 
интерес возможность прогнозирования РШВ на интервал от 0,5 до 2 ч с погрешностью не более 0,3– 0,5 нс 
и доверительной вероятностью 0,95. Как следствие, актуальной задачей становится построение матема-
тической модели, обеспечивающей указанные точностные характеристики. 

В настоящее время для прогнозирования РШВ применяются различные подходы: экстраполяция 
степенным полиномом [3–5], построение моделей авторегрессии и интегрированного скользящего 
среднего (autoregressive integrated moving average, ARIMA) [6 – 9], моделей «серого прогноза» (grey 
prediction mo dels, GMs) [10; 11], моделей спектрального анализа (spectrum analysis (SA) models) [12], 
прогнозирование на основе фильтра Калмана и его модификаций [13; 14]. Каждая из указанных мо-
дельных структур имеет свои преимущества и недостатки. Так, например, модели, в основе которых 
лежат степенные полиномы, отличаются простой структурой и являются легко реализуемыми, однако 
с увеличением интервала прогноза существенно возрастают ошибки модели, что приводит к значи-
тельному снижению точности и стабильности прогнозирования. Точность прогнозирования РШВ 
на основе моделей спектрального анализа, моделей авторегрессии и интегрированного скользящего 
среднего и моделей «серого прогноза» намного выше, но стабильность результатов прогнозирования 
существенно зависит от оптимизации параметров моделей. Точность кратковременного прогноза РШВ 
с применением аппарата калмановской фильтрации увеличивается, но в значительной степени опре-
деляется характеристиками движения атомных часов. 
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В работе исследуется двухэтапный подход к прогнозированию РШВ космических аппаратов ГЛОНАСС 
относительно системной шкалы времени, основанный на сочетании линейной модели со скорректиро-
ванным постоянным коэффициентом [15] и авторегрессионной модели, а также приводятся результаты 
исследования точности соответствующего математического алгоритма прогнозирования РШВ на ин-
тервалы длительностью до 2 ч.

Материалы и методы исследования
Апостериорные данные о поведении бортовой шкалы времени (БШВ) космических аппаратов 

ГЛОНАСС относительно системной шкалы времени предоставляются различными аналитическими цен-
трами, в том числе системой высокоточного определения эфемерид и временных поправок (СВОЭВП)1, 
и могут использоваться для исследований, связанных с анализом поведения трендовой и случайной со-
ставляющих процесса, решения задачи относительной калибровки измерительных средств [16]. 

Поправки к БШВ рассчитываются в виде прогнозов ухода БШВ относительно эталонной шкалы 
центрального синхронизатора системы. Причинами ухода БШВ являются собственная нестабильность 
квантового перехода стандарта частоты и регулярные гравитационные воздействия на частоту часов со-
вокупности факторов, таких как неоднородность гравитационного поля Земли (приводит к смещению 
шкалы собственного времени часов спутника), приливные потенциалы Луны и Солнца (вызывают сме-
щение шкалы собственного времени наземных и (или) бортовых часов), неравномерность вращения 
Земли (обусловливает смещение времени и частоты задающего генератора наземных часов). 

Апостериорные данные (см., например, рис. 1) представляют собой временные ряды значений РШВ 
космического аппарата относительно системной шкалы времени на равномерной сетке узлов вида y tk� �, 
k = 0, 1, … .

Проведем предварительный анализ данных для космического аппарата R01 на годовом интервале 
наблюдения (с 00:00 01.01.2021 г. до 23:59 31.12.2021 г.), разбитом на мерные интервалы длиной 6 ч 
(для остальных космических аппаратов результаты являются аналогичными).

Для проверки стационарности исследуемых временных рядов воспользуемся расширенным тестом 
Дики – Фуллера (ADF-тестом) и тестом Квятковского – Филлипса – Шмидта – Шина (KPSS-тестом), 
которые в качестве нулевой гипотезы рассматривают принадлежность ряда к определенному типу ста-
ционарных рядов (табл. 1 и 2). ADF-тест является более эффективным в сравнении с традиционным 
тестом Дики – Фуллера (DF-тестом) при наличии автокорреляции в остатках (количество включаемых 
в модель лагов определялось на основе коррелограммы остатков). Для вычисления максимального и ми-
нимального значений статистики при проведении ADF-теста и KPSS-теста интервал наблюдения был 
разбит на 1454 мерных интервала по 721 измерению в каждом.

1Система высокоточного определения эфемерид и временных поправок [Электронный ресурс]. URL: http://www.glonass-
svoevp.ru (дата обращения: 08.02.2022).

Рис. 1. Апостериорные данные РШВ космического аппарата R01 (c 06:00 до 14:00 31.01.2021 г.)
Fig. 1. A posteriori data of time scale divergence for spacecraft R01 (from 6 a. m. to 2 p. m. 2021 January 31)
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Т а б л и ц а  1
Результаты ADF-теста

Ta b l e  1 
ADF test results

Показатели

Спецификация теста

Авторегрессионная 
модель со свободным 

членом

Авторегрессионная 
модель со свободным 
членом и линейным 

трендом

Модель  
случайного блуждания 

без дрейфа

Минимальное значение статистики  
на мерных интервалах – 8,21 –22,27 –3,33

Максимальное значение статистики  
на мерных интервалах 4,11 19,53 9,99

Значение статистики на интервале  
наблюдения 2,37 –1,78 43,94

Критические значения статистики: 
при уровне значимости 1 %
при уровне значимости 5 %
при уровне значимости 10 %

–3,44
–2,87
–2,57

–3,97
–3,42
–3,13

–2,57
–1,94
–1,62

Процент мерных интервалов, значения  
на которых являются стационарным  
временным рядом: 

при уровне значимости 1 %
при уровне значимости 5 %
при уровне значимости 10 %

0,14
1,11
2,20

1,72
8,05
14,18

0,34
1,03
1,17

Т а б л и ц а  2
Результаты KPSS-теста

Ta b l e  2 
KPSS test results

Показатели

Спецификация теста

Авторегрессионная 
модель со свободным 

членом

Авторегрессионная 
модель со свободным 
членом и линейным 

трендом

Минимальное значение статистики на мерных интервалах 0,260 0,006
Максимальное значение статистики на мерных интервалах 4,140 0,990
Значение статистики на интервале наблюдения 8,690 8,390
Критические значения статистики:

при уровне значимости 1 %
при уровне значимости 5 %
при уровне значимости 10 %

0,740
0,460
0,350

0,220
0,146
0,119

Процент мерных интервалов, значения на которых являются 
стационарным временным рядом:

при уровне значимости 1 %
при уровне значимости 5 %
при уровне значимости 10 %

0,140
1,110
2,200

1,720
8,050
14,180

Таким образом, проведенные тесты показывают, что на большей части мерных интервалов исследуе-
мые ряды являются нестационарными.

Следует упомянуть, что ADF-тест и KPSS-тест не допускают возможности резкого изменения, включая 
изменение среднего значения или других характеристик ряда. Однако как нестабильность квантового пере-
хода стандарта частоты, так и воздействия гравитации могут привести к появлению структурного сдвига 
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в анализируемых данных. Для проверки временных рядов на наличие эндогенного структурного сдвига 
воспользуемся тестом Эндрюса – Зивота. Рассмотрим модель А (допускает разовое измерение уровня), 
модель B (допускает разовое изменение наклона функции тренда) и модель С (допускает разовое из-
менение как уровня, так и наклона функции тренда). Для вычисления максимального и минимального 
значений статистики интервал наблюдения был разбит на 1454 мерных интервала по 721 измерению 
в каждом. Результаты представлены в табл. 3.

Т а б л и ц а  3
Результаты теста Эндрюса – Зивота

Ta b l e  3
Andrews – Zivot test results

Показатели
Спецификация теста

Модель А Модель В Модель С

Минимальное значение статистики  
на мерных интервалах –36,440 –11,240 – 45,810

Максимальное значение статистики  
на мерных интервалах – 0,004 – 0,250 – 0,003

Значение статистики на интервале  
наблюдения – 4,950 –5,110 –5,190

Критические значения статистики:
при уровне значимости 1 %
при уровне значимости 5 %
при уровне значимости 10 %

–5,280
– 4,810
– 4,570

–5,030
– 4,410
– 4,140

–5,580
–5,070
– 4,830

В настоящее время существует ряд методов анализа временных рядов, которые не требуют проверки 
предположения о стационарности анализируемого ряда, в том числе метод сингулярного спектрально-
го анализа (singular spectrum analysis, SSA), вейвлет-преобразование (wavelet transform, WT) и преоб-
разование Гильберта – Хуанга (Hilbert – Huang transform, HHT). Метод сингулярного спектрального 
анализа позволяет разложить временной ряд на сумму компонент и выделить отдельные аддитивные 
составляющие исходного ряда, такие как тренд, различные колебательные и периодические компо-
ненты, а также шумовая компонента. На рис. 2 представлены первые четыре компоненты разложения 
исходного ряда значений РШВ, а на рис. 3 приведены логарифмы собственных чисел сингулярного 
разложения траекторной матрицы. 

Из рис. 3 видно, что содержательный смысл несут в основном первые главные компоненты. 
Для описания трендовой составляющей используют полиномиальные или квазиполиномиальные 

модели, в том числе с экспоненциальными множителями, дробно-рациональными и линейно-лога-
рифмическими функциями, а также их комбинации. Подобный подход дает возможность создавать 
многопараметрические модели, которые с требуемой точностью обеспечивают аппроксимацию ис-
следуемых временных рядов, однако результаты прогнозирования на основе данных моделей далеко 
не всегда оказываются удовлетворительными, поскольку подбираемые аппроксимирующие функции не 
во всех случаях отражают реальную зависимость наблюдаемой величины от времени или иных па-
раметров. 

С содержательной (физической) точки зрения в работах [1; 2] показано, что при прогнозировании 
РШВ на длительные интервалы основной составляющей ухода БШВ для цезиевых часов является ли-
нейных тренд, обусловленный отклонением частоты генератора от номинального значения, для руби-
диевых часов – квадратичный тренд, связанный с отклонением частоты генератора от номинального 
значения и линейным дрейфом частоты.

Задача прогнозирования РШВ космических аппаратов на короткие интервалы с точностью 0,3– 0,5 нс, 
с одной стороны, требует расширения класса применяемых математических моделей, в том числе 
использования многоступенчатых алгоритмов, позволяющих определять как трендовую составляю-
щую, так и недетерминированную (остаточную) составляющую временного ряда значений РШВ, 
а с другой стороны, должна быть реализуемой в короткие сроки с наименьшими вычислительными 
затратами. 
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Рис. 2. Графическое изображение первых четырех  
компонент разложения исходного ряда значений РШВ: 
а – 99,996 %; б – 0,003 %; в – 0,000 2 %; г – 0,000 1 % 

Fig. 2. Graphic representation of the first four components  
of the expansion of the initial series of values of divergence of time scales: 

а – 99.996 %; b – 0.003 %; c – 0.000 2 %; d – 0.000 1 %

Рис. 3. Логарифмы собственных чисел  
сингулярного разложения траекторной матрицы

Fig. 3. Logarithms of the eigenvalues  
of the singular expansion of the trajectory matrix
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В настоящей работе предлагается двухэтапный подход к построению модели прогнозирования РШВ.
На первом этапе строится линейная модель. В рамках данного этапа выполняются следующие опе-

рации:
  • методом наименьших квадратов (МНК) находятся коэффициенты полинома первой степени, ап-

проксимирующие временной ряд значений РШВ на мерном интервале выбранной длины;
  • формируется сглаженная оценка РШВ по некоторому подмножеству значений в конце мерного 

интервала;
  • определяется смещение сглаженной оценки РШВ относительно линейного тренда, найденного на 

всем мерном интервале; 
  • корректируется постоянный член линейной модели на величину смещения. 

На втором этапе строится модель прогноза путем добавления к линейной модели аддитивного члена, 
описывающего модель остатков. В рамках данного этапа выполняются следующие операции:

  • определяется неучтенная остаточная составляющая временного ряда путем исключения из исход-
ного ряда тренда, определяемого линейной моделью; 

  • строится авторегрессионная модель, описывающая неучтенную остаточную составляющую;
  • формируется модель прогноза путем сложения линейной модели и авторегрессионной модели 

остатков.
Таким образом, предлагаемый двухэтапный алгоритм построения модели прогнозирования РШВ 

имеет следующий вид.
Этап 1: построение и коррекция линейной модели тренда на основе МНК.
Подэтап 1.1: определение модели на мерном интервале.
Шаг 1. Задать мерный интервал Iопред � � �t tN0, , где N – количество измерений на мерном интервале.
Шаг 2. Вычислить по измерительным данным y t y tN0� � � � �, ,  МНК-коэффициенты a0, a1 и запи-

сать модель, описывающую РШВ на мерном интервале, в виде
 y t a a t tM � � � � �� �0 1 0 , t ∈ Iопред. (1)

Подэтап 1.2: определение смещения оценки РШВ на основе измерений последнего сеанса.
Шаг 3. Задать интервал для уточнения коэффициента a0 модели (1) Iуточ � �� ���t tN M N, .

Шаг 4. Представить РШВ на интервале Iуточ линейной комбинацией полиномов в виде

 y t T t T t T tm m� � � � � � � � � � � � �� � �0 0 2 2 , t ∈ Iуточ, (2)

и найти МНК-коэффициенты αi в соотношении (2). Отметим, что МНК, применяемый при построении 
полиномиальной модели (2) по наблюдаемым значениям, для достижения необходимой точности и по-
вышения порядка многочленов потребует пересчета найденных коэффициентов многочлена меньшей 
степени. Для многочленов Чебышева справедлива рекуррентная формула

T t T t t T t t T t tT t T tm m m0 1 2

2

1 21 2 1 2� � � � � � � � � � � � � � � � � � �� �, , , , ,

что позволяет существенно упростить процесс построения приближающего многочлена и, как след-
ствие, сократить время на построение прогнозирующей модели (это очень важно при разработке соот-
ветствующего программного обеспечения).

Шаг 5. Скорректировать постоянный член линейной модели по формуле 

a y a t t N N M y y tN N0 1 0
2

� � �� � � � � � �
 



, , ,

и записать уточненную модель для прогнозирования РШВ в виде
 y t a a t tM � � � � �� �0 1 0 , t ∈ Iпрог . (3)

Этап 2: построение модели остаточной составляющей временного ряда.
Шаг 6. Найти остаточную составляющую z t y t y tk k

M
k� � � � � � � �, k = 0, 1, …, N, где y tk� � – величины 

РШВ космического аппарата относительно системной шкалы времени; y tM
k� � – значения, вычислен-

ные с помощью модели (1). 
Шаг 7. Вычислить по полученным на шаге 6 остаткам z t z tN0� � � � �, ,  параметры авторегрессион-

ной модели α1, …, αp:

 z t z t tM
k j

j

p
M

k j k� � � � � � � �
�

�� � �
1

,  (4)
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где p – порядок модели; � tk� � – последовательность независимых одинаково распределенных случай-
ных величин с нулевым математическим ожиданием и конечной дисперсией. Для определения парамет-
ров модели (4) применялся метод взвешенных наименьших квадратов, учитывающий наличие адди-
тивных ошибок измерений [17]. Порядок модели определялся на основе информационного критерия 
Акаике, исходя из выбранной точности.

Шаг 8. Сформировать результирующую модель прогноза следующим образом:

 y прогноз t y t z tk
M

k
M

k� � � � � � � �, tk ∈ Iпрог . (5)

Построение на этапе 1 линейной модели, описывающей РШВ на мерном интервале, может исполь-
зоваться для восстановления пропущенных данных, а ее коррекция на этапе 2 позволяет без допол-
нительных вычислительных затрат построить прогноз РШВ. Графическая иллюстрация двухэтапного 
подхода к прогнозированию РШВ приведена на рис. 4.

Результаты и их обсуждение
Для численного исследования эффективности двухэтапного алгоритма построения модели прогно-

зирования РШВ использовались апостериорные данные РШВ, предоставленные СВОЭВП для косми-
ческих аппаратов R01 – R24 (за исключением космических аппаратов R06, R09, R10, R23) на годовом 
интервале наблюдения. 

Были выбраны следующие параметры моделирования: интервал наблюдения – с 00:00 01.01.2021 г. 
до 23:59 31.12.2021 г.; мерный интервал – Iопред = 6 ч; интервал для уточнения коэффициента a0 – 
Iуточ = 0,25 ч; интервал прогноза – Iпрог = 0,5 ч, Iпрог = 1 ч и Iпрог = 2 ч.

Для построения линейной модели (1) годовой интервал наблюдения разбивался на k некоррелиро-
ванных мерных интервалов Iопред . В качестве характеристик точности построения модели на интервале 
наблюдения использовались максимальное, среднее и минимальное значения среднеквадратического 
отклонения (СКО) по уровню доверительной вероятности 0,95, определяемые на всех k мерных ин-
тервалах. Также было рассчитано процентное отношение количества интервалов, для которых СКО не 
превышало 0,3 и 0,5 нс, к общему количеству интервалов k.

В табл. 4 и 5 и на рис. 5–7 для различных космических аппаратов приведены величины минимально-
го, среднего, максимального СКО по уровню доверительной вероятности 0,95 для разных интервалов 
прогноза при использовании одноэтапной процедуры прогнозирования (на основе модели (3)) и двух-
этапной процедуры прогнозирования (на основе модели (5)).

Рис. 4. Графическая иллюстрация двухэтапного подхода к построению модели прогноза РШВ  
по апостериорным данным РШВ космического аппарата R01 (см. рис. 1)

Fig. 4. Graphic illustration of a two-stage approach to the construction of the forecast model  
of time scale divergence by a posteriori data of time scale divergence for spacecraft R01 (see fig. 1)
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Рис. 5. Среднее СКО при Iпрог = 0,5 ч
Fig. 5. Average RMSE at Ipredict = 0.5 h

Рис. 6. Среднее СКО при Iпрог = 1 ч
Fig. 6. Average RMSE at Ipredict = 1 h

Рис. 7. Среднее СКО при Iпрог = 2 ч
Fig. 7. Average RMSE at Ipredict = 2 h
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Как видно из рис. 8, ошибки прогнозирования при двухэтапном построении модели хорошо описы-
ваются нормальным законом распределения. Параметры нормального закона распределения, характе-
ризующие отклонения наблюдаемых значений от прогнозных, приведены в табл. 6.

Т а б л и ц а  6
Параметры нормального закона распределения

Ta b l e  6
Parameters of normal distribution

Интервал  
прогноза, ч

Одноэтапный подход Двухэтапный подход
s, 10– 9 µ, 10– 9 s, 10– 9 µ, 10– 9

1 0,916 0,028 0,908 0,026
2 1,465 0,035 1,453 0,027

П р и м е ч а н и е. Используемые обозначения: s – дисперсия; µ – математическое ожидание.

Таким образом, для всех космических аппаратов ГЛОНАСС двухэтапный подход к построению модели 
прогнозирования РШВ обеспечивает меньшее значение погрешности прогноза, чем одноэтапный подход.

Анализ полученных результатов оценки СКО прогноза РШВ космических аппаратов ГЛОНАСС по-
зволяет сделать следующие выводы.

1. При использовании двухэтапного подхода увеличивается количество интервалов прогноза, для 
которых СКО не превышает 0,3 и 0,5 нс (для некоторых космических аппаратов рост данного показателя 
составляет до 2 % при прогнозе на 0,5 ч и до 1 % при прогнозе на 1 и 2 ч).

2. Наилучшая точность прогноза достигается на интервале 0,5 ч, наихудшая – на интервале 2 ч (как 
для одноэтапного, так и для двухэтапного подхода).

3. Для 76 % космических аппаратов среднее значение СКО прогноза на 0,5 ч не превышает 0,5 нс, 
для остальных космических аппаратов – 0,9 нс.

4. Количество реализаций прогноза РШВ, для которых СКО не превышает 0,5 нс, находится в диапазо-
нах от 24 до 86 % при прогнозе на 0,5 ч, от 10 до 68 % при прогнозе на 1 ч, от 3 до 45 % при прог нозе на 2 ч.

5. Для 67 % космических аппаратов максимальное значение СКО прогноза на 0,5 ч не превышает 
1 нс, для остальных космических аппаратов этот показатель находится в диапазоне от 1,0 до 2,2 нс.

6. Можно выделить группу космических аппаратов (R02, R13, R22), для которых СКО заметно выше, 
чем для остальных космических аппаратов, как при использовании модели (3), так и при использовании 
модели (5).

Заключение
Предложен двухэтапный подход к прогнозированию РШВ космических аппаратов ГЛОНАСС от-

носительно системной шкалы времени на основе комбинации линейной модели со скорректированным 
постоянным коэффициентом, построенной для трендовой составляющей ряда РШВ, и авторегрессион-
ной модели, описывающей остаточную составляющую ряда РШВ. 

Рис. 8. Функция распределения ошибок прогнозирования
Fig. 8. Prediction error distribution function
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В целом применение двухэтапного подхода к прогнозированию РШВ позволяет на каждом мерном 
интервале уменьшить значение СКО, что приводит к увеличению на 1–2 % количества интервалов про-
гноза, для которых СКО не превышает 0,3–0,5 нс на годовом интервале наблюдения. Однако задача по-
строения математической модели прогнозирования поведения РШВ космических аппаратов ГЛОНАСС 
относительно системной шкалы времени с погрешностью не более 0,3–0,5 нс по уровню вероятности 
0,95 остается актуальной.
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ОСОБЕННОСТИ МАШИННОЙ АРИФМЕТИКИ  
ВЫСОКОПРОИЗВОДИТЕЛЬНЫХ МОДУЛЯРНЫХ  

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ СТРУКТУР 

А. Ф. ЧЕРНЯВСКИЙ 1), Е. И. КОЗЛОВА1), А. А. КОЛЯДА1)

1)Институт прикладных физических проблем им. А. Н. Севченко БГУ,  
ул. Академика Курчатова, 7, 220045, г. Минск, Беларусь

Рассмотрены процедуры формирования модулярного кода для различных вариантов модулярных систем 
счисления. Определены особенности машинной арифметики базовых интегральных характеристик модулярного 
кода. Предложено доказательство теоремы о минимально избыточном модулярном кодировании как эффек-
тивном способе снижения времени вычисления интегральных характеристик модулярного кода. Показано, что 
введение в модулярный код минимальной избыточности существенно упрощает расчет интервально-индексных 
характеристик и связанных с ними форм представления целых чисел при реализации ряда немодульных опера-
ций. Отмечено некоторое уменьшение эффективности минимально избыточных модулярных систем счисления 
по мере увеличения в используемых приложениях количества интегральных характеристик модулярного кода, 
а также при изменении знака числа или цифр полиадического кода. Это обстоятельство не снижает целесооб-
разности применения минимально избыточных модулярных систем счисления в широкой сфере приложений 
минимально избыточной модулярной арифметики, включая системы цифровой обработки сигналов, защиты 
информации, информационные технологии и др.

Ключевые слова: модулярная арифметика; минимально избыточный модулярный код; интегральные характе-
ристики модулярного кода.
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The procedures for generating a modular code for various variants of modular number systems are herein considered. 
The features of machine arithmetic of the basic integral characteristics of the modular code are noted. Proof of the theo-
rem on minimally redundant modular coding is proposed as an effective way to reduce the time of computing the integral 
characteristics of a modular code. It is shown that the introduction of minimal redundancy into a modular code greatly 
simplifies the calculation of interval-index characteristics and related forms of representing integers when implementing 
a number of non-modular operations. We noted a certain decrease in the efficiency of minimally redundant modular num-
ber systems if the number of integral characteristics of the modular code, the sign of the number or digits of the polyadic 
code increases in the used applications. This circumstance does not reduce the expediency of using minimally redundant 
modular number systems in a wide range of applications of minimally redundant modular arithmetics, including digital 
signal processing, information security, information technology, etc.

Keywords: modular arithmetics; minimally redundant modular code; integral characteristics of minimally redundant 
modular code.
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Введение
Существующие формы параллельной обработки информации реализуются различными числовыми 

системами с параллельной структурой. В последние годы наблюдается рост внимания к исследова ниям 
в области теории и приложений модулярных систем счисления (МСС), которые характеризуются макси-
мальным уровнем внутреннего параллелизма. С точки зрения принципов высокоскоростных вариантов 
построения машинной арифметики наиболее существенными достоинствами МСС являются табличная 
структура алгоритмов, параллелизм базовых немодульных процедур, их модульность и простота конвейе-
ризации на уровне операций над малоразрядными вычетами, высокая эффективность корректирующих 
кодовых конструкций.

В работе рассматриваются процедуры формирования модулярного кода для различных вариантов 
МСС [1–9]. Отмечаются особенности машинной арифметики базовых интегральных характеристик 
модулярного кода (ИХМК). Намеренно редко используется специальная математическая терминология, 
характерная для большинства публикаций выбранной тематики. По мнению авторов, это обеспечит по-
ложительную заинтересованность в прочтении статьи широким кругом специалистов радиофизического 
и инженерно-технического профиля.

Формирование модулярного кода
Устройства модулярного типа реализуют вычислительные процессы в виде последовательностей 

модульных операций сложения, вычитания и умножения целых чисел без анализа на переполнение. 
Арифметические процедуры над элементами диапазона М в МСС производятся независимыми друг 
от друга операциями по ее основаниям (каждому из модулей), что и определяет параллелизм таких 
систем. Обычно эти процессы сопровождаются операциями деления на константу (масштабирования), 
одиночными немодульными операциями и др.

Фундаментальную значимость в модулярной арифметике имеет процедура формирования модулярно-
го кода x x xk1 2, , , ,�� �  отвечающего множеству целых чисел Х и удовлетворяющего системе сравнений

 

X x m

X x m

X x mk k

� � �
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Если натуральные числа m1, m2, …, mk попарно просты (каждый модуль mi имеет по крайней мере 
два положительных делителя – mi и 1), то решением этой системы является класс вычетов по модулю 

M mk i
i

k
�

�
�
1

, который задается сравнением

 X M x Mi
k

i k i k i
i

k

k�
�

� � ��1

1

, , mod ,�  (2)

где главные компоненты
M M

m M x X i ki k
k

i
i k i k m i m

i i, , ,, ., , ,� � � � � ��� 1
1

Параметр M xi k mi
, ,
� �1  являющийся мультипликативной инверсией, т. е. обратным элементом по мо-

дулю mi величины M i l Xi l, , ,� � �  определяется по стандартной формуле:
x Xi mi
= ,

где
 X m mm i� �1, .  (3)

В неизбыточных МСС каждому модулярному коду x x xk1 2, , ,�� � отвечает целое число, а не класс 
вычетов, при этом взаимная однозначность обеспечивается выбором рабочего диапазона D на основе раз-
личных множеств вычетов. Эту роль, как правило, выполняют множества

Z MM kk
� �� ��0 1 1, , ,
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Z M M M
M

k k k
k
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�
�
�

�
�
�2 2

1
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1, , , .

При модулярном кодировании каждому X ∈ D ставится в соответствие код, представляющий 
собой набор x x xk1 2, , ,�� � остатков x Xi mi

=  от деления X на mi, где i k=1, . Используется запись 
X x x xk� �� �1 2, , , .

Декодирующее отображение выполняется по правилам

X M xi k i k i
i

k

Mk

�
�
� , ,�
1

 при X ZMk
∈ ,

X M xi k i k i
i

k

Mk

�
�
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, ,�
1

 при X ZMk
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Пример 1. Решение системы сравнений (1) на основании класса вычетов по модулю Mk .
Представим целое число X = 18 модулярным кодом простых чисел (m1 = 2, m2 = 3, m3 = 11, m4 = 13).
Соответствующая система сравнений имеет вид

 

18 0 2

18 0 3

18 7 11

18 5 13

1
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� �
� �
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(mod ),

(mod ),

(mod ),
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m
m
m
m

 (4)

На основании сравнения (2) для главных компонент системы сравнений (4) получаем
M4 = 858, M1, 4 = 429, M2, 4 = 286, M3, 4 = 78, M4, 4 = 66,

x1 = 0, x2 = 0, x3 = 7, x4 = 5,
µ3, 4 = 1, µ4, 4 = 1.

Главные компоненты µ1, 4 и µ2, 4 не имеют значений.

Проверка: X M xi i i
i

� � � � � � �� �� � � � � �
�
� , , mod mod mod4 4

1

4

858 78 7 66 5 858 876 858� 118.
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Когда целое число X ZMk
� �  представляется модулярным кодом элемента X Mk

 диапазона ZMk
, соот-

ветствие между ними описывается выражением 
 X X X MM kk

� � � �sn ,  (5)
где sn X� � – знак данного числа.

Наряду с другими версиями модулярной арифметики на практике часто применяется версия, ис-
пользующая полиадическую форму целого числа, которая имеет вид 

X M x X Z M x ZM i i
i

k

i mk i
� � � ��

�
� 1

1

0 1, ., ,

С учетом выражения (5) получаем равенство

sn X
X

M
x
m

M

k

k

k

k� � �
� ��

�
�
�

�

�
�
�
�
�

�
�

�

�
�

2 2
,

где xk – старший коэффициент полиадической формы целого числа X Mk
.

Алгоритм расчета ИХМК (ранга �k X� � интервального индекса I Xk � � и полиадического кода 
x x xk , , ,�� �2 1  числа X ) позволяет также определять знак числа из симметричного диапазона ZMk

− .
Модулярный код x x xk1 2, , ,�� � в явном виде не содержит информацию о величине элементов его 

рабочего диапазона D. Для выполнения операций, каким-либо образом зависящих от местоположения 
элементов во множестве или за пределом диапазона D, в МСС используются определенные формы 
и операции представления целого числа через цифры модулярного кода. Базовые формы целого числа 
для немодульных операций включают одну или несколько ИХМК.

Для выполнения сложных немодульных операций (контроль переполнения, сравнение чисел, определе-
ние знака числа, округление, деление и др.) в МСС используются базовые ИХМК – ранг, ядро, минимальный 
след, коэффициенты полиадического представления чисел. Выбор ИХМК и методов их формирования 
определяет сложность соответствующих алгоритмов реализации немодульных процедур. Различные 
ИХМК позволяют в рамках определенного базового представления чисел выделять из модулярного кода 
числа искомую информацию о его величине. 

Базовые интегральные характеристики МСС
Ранговая форма целого числа X Ml

 l-го порядка в МСС с основаниями m1, m2, …, ml и диапазоном 
Z MM ll

� � �� �0 1 1, , ,  описывается выражениями [2]

 X M M x M X M x M X x MM i l i mi

l

l i l i l l l
i

l

i l ill i
� � � � � � � ��

� �
� �, , , , ,,

1

1 1

� � ll i m
x

i

�1
.  (6)

Следует отметить, что для каждого числа X ZM Ml l
∈  существует единственное значение рангового 

числа � �l lX x x x� � � �� �1 2, , , . Поскольку вычисления по выражению (6) легко распараллеливаются, 
оно широко используется для выполнения немодульных операций модулярными конвейерными струк-
турами, при этом основной операцией является определение рангового числа � x� �.

Учитывая широкое распространение системного формирования базовых ИХМК на основе последо-
вательностей значений Mi l, ,

−1  рассмотрим процедуру вычисления структуры и элементов одной из таких 
последовательностей.

Пример 2. Формирование последовательности структурных значений Mi k mi
, ,
−1  являющихся мульти-

пликативной инверсией по модулям mi соответствующих элементов исходной последовательности мо-
дулей Mi k, .

Для МСС с основаниями m1 = 11, m2 = 13, m3 = 15, m4 = 16 получены следующие значения моду-
лей Mi, k :

Mk = M4 = m1 m2 m3 m4 = 34 320,

M M M
m M M

m M M
mk

k k k
1 1 4

1
2 4

2
3 4

3

3120 2640 2288, , , ,, , ,= = = = = = =
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M M
m M M

m
m m m
m

k
4 4

4
1 3

3

1

1 2 3

1

2145 195, ,, ,= = = = =

M M
m M M

m2 3
3

2
3 3

3

3

165 143, ,, ,= = = =

M m m
m M m m

m1 2
1 2

1
2 2

1 2

2

13 11, ,, .= = = =

Используем выражение (3) для определения последовательности значений Mi l, ,
−1  являющихся об-

ратными элементами по модулю mi значений M i l ki l, , , , ,=1  исходной последовательности, в результа-
те получаем

M M M M M
1 4

1

2 4

1

3 4

1

4 4

1

2 2

1

1 1 1 3 1 5 1 6 1 3
8 1 2 1

, , , , ,
, , , , ,

, , , ,
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M M M M
1 3

1

2 3

1

3 3

1

1 2

1

1 1 1 3 1 5 1 1
7 3 2 6

, , , ,
, , , ,

, , , .
� � � �� � � �

Величина N X X
Ml
l

� � � �
�
�

�

�
�  является интервальным номером целого числа X относительно модулей 

m1, m2, m3, …, ml, l ≥ 1.
В МСС с основаниями m1, m2, m3, …, ml > l – 2, l > 1, и диапазоном ZMl  ранг �l MX l

� � числа X x x x X ZM ll
� �� � �1 2, , , , ,

X x x x X ZM ll
� �� � �1 2, , , , , представляется в виде

 � �l lX X X� � � � � � � �^ � ,  (7)
где

�̂l l i l i
i

l
X m R x� � � � �
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�
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�
�1
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 R m
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i
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i
i l
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� � �� �

�
�1 1
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1
1 1  (8)

 R x
M

xl l
l

l m
l l

l

, , .� � �
�1

 (9)

В МСС с основаниями m1, m2, …, ml для числа X x x x X Z lM ll
� �� � � �1 2 1, , , , , , максимальное зна-

чение ранга � �l l MX X
l

� � � � � удовлетворяет условию

� � �l l l MX A A Z l l
l

� � � � � � �� � � � �, max max , .1 1

Величина �l X� � является минимальной ИХМК для целого числа X в МСС с основаниями 
m1, m2, …, ml – 1, ml ≥ l – 2, l > 1, и принимает значение 0 или 1.

Интервальный индекс I Xl � � произвольного элемента X x x xl� �� �1 2, , ,  диапазона ZMl  МСС с осно-
ваниями m1, m2, …, ml > l – 2, l > 1, описывается формулой

I X I X m Xl l l l� � � � � � � �^ � ,

^I X R xl i l i
i

l

ml

� � � � �
�
� , .
1

Для интервального индекса I X� � и его эвклидовых составляющих – компьютерного интервально-
го индекса ^I X� � и главного интервального индекса J X� � произвольного элемента X x x xk� �� �1 2, , ,  
симметричного диапазона Z M2

−  МСС c основаниями m1, m2, …, mk – 1, mk = 2m0, mk ≥ k – 2, – действитель-
ны следующие соотношения [5; 6; 9]:
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Вычеты Ri, k рассчитываются по формулам (8) и (9).
Алгоритм вычисления ИХМК с применением интервально-индексного метода четного модуля рас-

смотрен в работе [9].
Для улучшения арифметических и иных свойств числовых систем часто используется кодовая избы-

точность. Применение избыточности кодирования элементов рабочего диапазона в модулярных струк-
турах существенно упрощает выполнение немодульных операций. Однако это обеспечивается только 
при введении относительно большой избыточности и, как следствие, требует значительных аппаратур-
ных затрат. Отмеченный недостаток в значительной мере устраняется при использовании специфиче-
ского способа введения избыточности, положенного в основу минимально избыточной МСС [1; 3; 4; 7]. 

В избыточной МСС интервально-модульная форма (ИМФ) целого числа X задается соотношением

 X M M x M I X M x Mi l i l i mi

i

l l i l i l l
i

� �� �� � � � � �� �
�

�

�
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Набор величин x x xl l l l1 1 2 2 1 1, , ,, , ,� � � ��� � и интервальный индекс I X� � формируют интервально-
модулярный код целого числа X. 

С помощью ранговой и интервально-индексной характеристик, а также связанных с ними форм целого 
числа можно реализовать все немодульные операции.

Минимально избыточная МСС (МИМСС)
Основой минимально избыточной конфигурации процедуры расчета ИХМК служат ИМФ (11), 

эвклидовы составляющие – компьютерный интервальный индекс ^I X� �  и главный интервальный ин-

декс J X� �,  а также интервальный номер N X X
M� � � �
��

�
��
, минимальная ИХМК �l X� � и вспомогатель-

ный модуль m0. 
При минимально избыточном модулярном кодировании применяется диапазон D, мощность кото-

рого меньше мощности диапазона ZMk

−  классической неизбыточной МСС с базисом m m mk1 2, , , .�� �
В соответствии с китайской теоремой об остатках при любом l > 1 задаваемое ИМФ (11) отображе-

ние I Xl � � числа X однозначно как на множестве Z, так и на диапазоне ZMk

− .
Теорема (о минимально избыточном модулярном кодировании как эффективном способе сниже-

ния времени вычисления ИХМК). Чтобы в МСС с попарно простыми основаниями m1, m2, …, mk ин
тервальный индекс I X� � каждого элемента X x x xk� �� �1 2, , , , x Xi mi

= , i k=1, , диапазона D � � � � � � �� ��Z M M MM2 1 1, , ,

D � � � � � � �� ��Z M M MM2 1 1, , ,  (M = m0 Mr – 1 = m0 m1 … mk – 1; m0 – вспомогательный модуль) полностью 
определялся компьютерным интервальным индексом – вычетом ^I Xk � �, необходимо и достаточно вы
полнить следующее условие [9]:

mk ≥ 2m + ρ, m0 > ρ, ρ = ρk – 1, max ,
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где ρ = ρk – 1, max – максимальное значение ранговой характеристики �k X� � �1  (при l = k – 1 в формуле (7)).
Проанализируем следующие расчетные значения для интервального индекса I X� � целого числа X:

 I X I X m m I X I Xk k k k� � � � � � � � � �� � � � �^ ^ ^
sn 0 1 ,I X I X m m I X I Xk k k k� � � � � � � � � �� � � � �^ ^ ^
sn 0 1 ,  если ^I X mk � � � 0,  

(12)
I X I X mk k� � � � � �^ , если ^I X mk k� � � .

Вычеты R xi k, � � и R xk k, � � рассчитываются по формулам (8) и (9).
На основании формулы (10) получены следующие экстремальные значения интервального индек-

са I X� �:
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1.

C учетом выражений (13) расчетные значения (12) для интервального индекса I X� � целого числа X 
можно представить в виде

I X I X m m I X I Xk k k k� � � � � � � � � �� � � � �^ ^ ^
sn 0 1 ,I X I X m m I X I Xk k k k� � � � � � � � � �� � � � �^ ^ ^
sn 0 1 , если ^I X Ik � � � max,

 I X I X mk k� � � � � �^ , если ^I X Ik � � � max
.  (14)

Теорема полностью доказана.
Сравнение формул (7) и (14) показывает, что переход к минимально избыточному кодированию по-

зволяет при оценке интервального индекса I Xk � � вместо трудоемкой процедуры сужения ИМФ целого 
числа Х применять относительно простое выражение sn m I Xk0

1� � � �� �^
.sn m I Xk0

1� � � �� �^
.

Использование МИМСС с кодовой избыточностью значительно уменьшает вычислительную слож-
ность определения значений интервального индекса I X� � целого числа X, компьютерного интервально-

го индекса ^I X I X
m� � � � �

0
 и главного интервального индекса J X

I X
m� � � � ��

�
�

�

�
�

0

. Так, вычисление интер-

вального индекса I Xk � � целого числа X, заданного неизбыточным модулярным кодом x x xk1 2, , , ,�� �  
требует 0 5 5 12

2
, k k� �� � модульных операций и 0 5 1, k k �� � таблиц для хранения вычетов (8) и (9). 

В МИМСС соответствующие затраты по формулам (12) составляют k модульных операций и k таблиц 
для хранения вычетов [9]. В случае минимальной избыточности коэффициенты информационной эф-
фективности за счет снижения вычислительных затрат на определение интегральных характеристик 
оцениваются значениями

K k k
kMO

�
� �2
5 12

2
для числа модульных операций,

Kт K
k

t
�

�1
2

для количества необходимых таблиц. 
Таким образом, с увеличением числа k оснований МИМСС коэффициенты информационной эффек-

тивности KMO и Kт алгоритмических структур возрастают, асимптотически приближаясь к величине k
2
.

Практическую важность имеет обеспечиваемая в МИМСС простота выполнения вычислительных 
процедур в симметричных диапазонах. В отличие от неизбыточных МСС идентификация отрицатель-
ных и неотрицательных компонент рабочего диапазона D � �Z M2  производится с помощью интервально-

го номера N X X
M

� � � �
��

�
��
, формируемого по главному интервальному индексу J X

I X
m� � � � ��

�
�

�

�
�

0
 и ми-

нимальной ИХМК � X� �, которые отвечают числу X Z M� �
2  в МСС с базисом m m m mk1 2 1 0, , , ,�� ��  

и диапазоном ZM , без использования четного модуля mk .
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Заключение
Введение в модулярный код минимальной избыточности существенно упрощает расчет интервально- 

индексных характеристик и связанных с ними форм представления целого числа при реализации ряда 
немодульных операций. Алгоритм расчета ИХМК можно рекомендовать в качестве эффективной основы 
синтеза немодульных процедур, включая расширение кода, масштабирование, деление целого числа 
(общий случай), преобразование модулярного кода в позиционную систему счисления, контроль ошибок 
и др. Однако следует отметить уменьшение эффективности МИМСС по мере увеличения в используе-
мых приложениях количества ИХМК, а также при изменении знака числа или цифр полиадического 
кода. Отмеченное обстоятельство не снижает целесообразности применения МИМСС в широкой сфере 
приложений минимально избыточной модулярной арифметики, таких как системы цифровой обработки 
сигналов, защиты информации, информационные технологии и др.
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№ 002629032023. 

Учебно-методическое пособие предназначено для студентов факультета философии и социальных 
наук БГУ специальностей «социология», «социальные коммуникации». Каждая тема содержит истори-
ческие сведения, теоретический материал, примеры решения, задачи для самостоятельного решения 
и вопросы для самоконтроля. Многие математические понятия иллюстрируются примерами из социо-
логии и экономики.

УДК 316:519.2(075.8)
Велько О. А. Основы математической статистики и их применение в социологических исследова-
ниях [Электронный ресурс] : учеб.-метод. пособие / О. А. Велько, М. В. Мартон, Н. А. Моисеева ; БГУ. 
Электрон. текстовые дан. Минск : БГУ, 2023. 110 с. : ил., табл. Библиогр.: с. 102–104. Режим доступа: 
https://elib.bsu.by/handle/123456789/295986. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 29.03.2023, № 002729032023. 

Учебно-методическое пособие предназначено для студентов факультета философии и социальных наук 
БГУ специальностей «социология», «социальные коммуникации». Каждая тема содержит исторические 
сведения, теоретический материал, примеры решения, задачи для самостоятельного решения и вопросы 
для самоконтроля. В каждой главе приведены лабораторные работы с использованием MS Excel. Многие 
математические понятия иллюстрируются примерами из социологии и экономики.

УДК 004.42(075.8)
Расолько Г. А. Методы программирования [Электронный ресурс] : электрон. учеб.-метод. комплекс 
для спец. 1-31 03 01 «Математика (по направлениям)», направление спец. 1-31 03 01-02 «Математика 
(научно-педагогическая деятельность)» / Г. А. Расолько, Е. В. Кремень, Ю. А. Кремень ; БГУ. Электрон. 
текстовые дан. Минск : БГУ, 2023. 226 с. : ил., табл. Библиогр.: с. 225. Режим доступа: https://elib.bsu.by/
handle/123456789/296006. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 03.04.2023, № 002803042023.

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Методы програм-
мирования» предназначен для студентов специальности 1-31 03 01 «Математика (по направлениям)», 
направление специальности 1-31 03 01-02 «Математика (научно-педагогическая деятельность)». ЭУМК 
содержит тексты лекций, планы лабораторных занятий, перечень контрольных вопросов, тесты, списки 
рекомендованной литературы.

УДК 004.42(075.8)
Расолько Г. А. Технологии программирования [Электронный ресурс] : электрон. учеб.-метод. комплекс 
для спец. 1-31 03 01 «Математика (по направлениям)», направление спец. 1-31 03 01-02 «Математика 
(научно-педагогическая деятельность)» / Г. А. Расолько, Е. В. Кремень, Ю. А. Кремень ; БГУ. Электрон. 
текстовые дан. Минск : БГУ, 2023. 352 с. : ил., табл. Библиогр.: с. 351–352. Режим доступа: https://elib.
bsu.by/handle/123456789/296007. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 03.04.2023, № 002903042023. 

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Технологии програм-
мирования» предназначен для студентов специальности 1-31 03 01 «Математика (по направле ниям)», 
направление специальности 1-31 03 01-02 «Математика (научно-педагогическая деятельность)». ЭУМК 
содержит тексты лекций, планы лабораторных занятий, перечень контрольных вопросов, тесты, списки 
рекомендованной литературы.

УДК 517(075.8)(076.5)
Кепчик Н. В. Введение в математический анализ [Электронный ресурс] : практикум для студентов 
спец. 1-26 02 02-06 «Менеджмент (в сфере международного туризма)» / Н. В Кепчик, С. Н. Баранов-
ская ; БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск : БГУ, 2023. 68 с. : ил. Библиогр.: с. 67. Режим доступа: 
https://elib.bsu.by/handle/123456789/296539. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 27.04.2023, № 003927042023. 

Практикум предназначен для студентов факультета международных отношений БГУ специальности 
«менеджмент в сфере международного туризма». Каждый раздел содержит перечень основных поня-
тий и теорем, примеры решения типовых задач, задачи для самостоятельного решения на практических 
занятиях, а также задачи для подготовки к контрольным и самостоятельным работам. В пособии в каж-
дом разделе также представлены задачи, связанные со специализацией студентов.
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УДК 004.432.045:004.738.5Java(075.8)
Кравчук А. С. ООП в языке Java. Сборник заданий и тематических примеров [Электронный ресурс] : 
учеб. материалы для студентов спец. 1-31 03 08 «Математика и информационные технологии (по на-
правлениям)» / А. С. Кравчук, А. И. Кравчук, Е. В. Кремень ; БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск : 
БГУ, 2023. 150 с. : ил. Библиогр.: с. 149–150. Режим доступа: https://elib.bsu.by/handle/123456789/296927. 
Загл. с экрана. Деп. в БГУ 10.05.2023, № 004210052023. 

Сборник заданий предназначен для проработки приемов объектно ориентированного программирования 
в языке Java. Издание содержит задачи на обработку массивов, реализацию интерфейсов, наследова ние, ис-
пользование коллекций, дженериков и лямбда-выражений. В каждой теме приводятся примеры решения 
типовых задач и варианты индивидуальных заданий. Издание ориентировано в первую очередь на тех, 
кто не имеет опыта практического программирования на языке Java, и адресуется студентам, а также 
всем, кто хотел бы научиться приемам программирования стандартных задач.

УДК 004.432.045С++(075.8)
Кравчук А. С. Язык С++. Императивное программирование [Электронный ресурс] : учеб. материа-
лы для студентов спец. 1-31 03 08 «Математика и информационные технологии (по направлениям)» / 
А. С. Кравчук, А. И. Кравчук, Е. В. Кремень ; БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск : БГУ, 2023. 389 с. : 
ил. Библиогр.: с. 389. Режим доступа: https://elib.bsu.by/handle/123456789/296928. Загл. с экрана. Деп. 
в БГУ 10.05.2023, № 004310052023. 

Издание ориентировано на развитие и закрепление у студентов профессиональных навыков исполь-
зования императивного программирования как одного из основных инструментов решения прикладных 
задач. Это объясняется тем, что студент обязан хорошо освоить методологию использования функций, 
прежде чем он начнет понимать, как используются методы при создании объектов классов и работе с ними. 
В пособие включен такой методический материал, как таблицы ручного счета простейших алгоритмов 
и сопоставление кода простейших программ на С++ и Pascal. Издание адресуется прежде всего студен-
там, а также всем, кто хотел бы научиться приемам программирования при решении стандартных задач.

УДК 004(075.8)
Моисеева Н. А. Информационные технологии [Электронный ресурс] : электрон. учеб.-метод. комплекс 
для спец. 1-25 01 03 «Мировая экономика» : в 2 ч. Ч. 1 / Н. А. Моисеева, О. А. Велько ; БГУ. Электрон. 
текстовые дан. Минск : БГУ, 2023. 131 с. : ил., табл. Библиогр.: с. 130–131. Режим доступа: https://elib.
bsu.by/handle/123456789/297259. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 17.05.2023, № 004417052023. 

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Информационные 
технологии. Часть 1» предназначен для студентов специальности 1-25 01 03 «Мировая экономика». 
В ЭУМК содержатся лекционный материал, планы лабораторных работ, примерные тестовые задания, 
примерные промежуточные контрольные работы, вопросы для подготовки к зачету, примерный тема-
тический план, содержание учебного материала, список литературы.

УДК 004(075.8)
Моисеева Н. А. Информационные технологии [Электронный ресурс] : электрон. учеб.-метод. комплекс 
для спец. 1-25 01 03 «Мировая экономика» : в 2 ч. Ч. 2 / Н. А. Моисеева, О. А. Велько ; БГУ. Электрон. 
текстовые дан. Минск : БГУ, 2023. 124 с. : ил., табл. Библиогр.: с. 122–124. Режим доступа: https://elib.
bsu.by/handle/123456789/297260. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 17.05.2023, № 004517052023. 

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Информационные 
технологии. Часть 2» предназначен для студентов специальности 1-25 01 03 «Мировая экономика». 
В ЭУМК содержатся лекционный материал, тематика и планы лабораторных работ, примерные тесто-
вые задания, примерные промежуточные контрольные работы, вопросы для подготовки к экзамену, 
примерный тематический план, содержание учебного материала, список литературы.

УДК 517.9(075.8)(076.3)
Дифференциальные уравнения [Электронный ресурс] : тесты для студентов учреждений высш. об-
разования, обучающихся по спец. «радиофизика и информационные технологии», «прикладная инфор-
матика», «физика», «прикладная физика», «кибербезопасность», «фундаментальная физика», «ядерная 
физика и технология», «медицинская физика», «компьютерная физика» / М. А. Глецевич [и др.] ; БГУ. 
Электрон. текстовые дан. Минск : БГУ, 2023. 109 с. Библиогр.: с. 108. Режим доступа: https://elib.bsu.by/
handle/123456789/298248. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 07.06.2023, № 005607062023. 
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В данное издание включено более 200 тестовых вопросов различной сложности, охватывающих все 
темы дисциплины «Дифференциальные уравнения», читаемой на физическом факультете и факульте-
те радиофизики и компьютерных технологий БГУ. В вопросах может быть как один, так и несколько 
правильных вариантов ответа. Уровень сложности заданий и их содержание полностью соответствуют 
требованиям государственного образовательного стандарта по высшей математике для физических спе-
циальностей учреждений высшего образования Республики Беларусь.

УДК 004.432.045С++(0.75.8)+004.428(075.8)
Кравчук А. С. Язык С++. Объектно ориентированное программирование. Библиотека STL [Электрон-
ный ресурс] : учеб. материалы для студентов спец. 6-05-0533-07 «Математика и компьютерные науки 
(по профилизациям)» / А. С. Кравчук, А. И. Кравчук, Е. В. Кремень ; БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск : 
БГУ, 2023. 291 с. : ил. Библиогр.: с. 291. Режим доступа: https://elib.bsu.by/handle/123456789/299941. Загл. 
с экрана. Деп. в БГУ 28.06.2023, № 006528062023. 

Рассматриваются классы, различные аспекты работы с ними. Подробно рассматривается механизм 
наследования, использования виртуальных функций, а также абстрактных классов. Даются основы по-
строения диаграмм классов, использования лямбда-функций и обработки исключительных ситуаций. 
Обширный раздел посвящен описанию основ работы с STL: рассмотрены некоторые контейнеры и алго-
ритмы, правила создания функторов и основы работы с ними. В каждой теме приводятся необходимый 
теоретический материал и код программ, что существенно ускоряет усваивание материала. Издание 
адресуется прежде всего студентам, а также всем, кто хотел бы научиться приемам объектно ориенти-
рованного программирования.
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