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РАЦИОНАЛЬНЫЕ АППРОКСИМАЦИИ СТЕПЕННЫХ,  
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ РЯДОВ  

И РЯДОВ ПО МНОГОЧЛЕНАМ ЧЕБЫШЕВА

А. П. СТАРОВОЙТОВ1), И. В. КРУГЛИКОВ1), Т. М. ОСНАЧ1)

1)Гомельский государственный университет им. Франциска Скорины,  
ул. Советская, 104, 246028, г. Гомель, Беларусь

Аннотация. Для тригонометрических рядов и рядов по многочленам Чебышева определены тригонометрические 
аппроксимации Эрмита – Паде и Эрмита – Якоби, линейные и нелинейные аппроксимации Эрмита – Чебышева. 
Установлен критерий существования и единственности тригонометрических многочленов Эрмита – Паде, ассоцииро-
ванных с произвольным набором из k тригонометрических рядов, описан явный вид указанных многочленов. 
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Вещественный, комплексный и функциональный анализ
Real, Complex and Functional Analysis

Аналогичные результаты получены для линейных аппроксимаций Эрмита – Чебышева. Построены примеры 
систем функций, для которых существуют тригонометрические аппроксимации Эрмита – Якоби и нелинейные 
аппроксимации Эрмита – Чебышева.

Ключевые слова: аппроксимации Эрмита – Паде; аппроксимации Паде – Чебышева; тригонометрические ряды; 
ряды по многочленам Чебышева.

Благодарность. Работа выполнена в рамках государственной программы научных исследований «Конверген-
ция-2025».

RATIONAL APPROXIMATIONS OF POWER SERIES,  
TRIGONOMETRIC SERIES AND SERIES OF CHEBYSHEV POLYNOMIALS

A. P. STAROVOITOV  a, I. V. KRUGLIKOV  a, T. M. OSNACH a

aFrancisk Skorina Gomel State University, 104 Savieckaja Street, Gomiel 246028, Belarus
Corresponding author: A. P. Starovoitov (svoitov@gsu.by)

Abstract. In this paper, we defined trigonometric Hermite – Pade and Hermite – Jacobi approximations as well as 
linear and nonlinear Hermite – Chebyshev approximations for trigonometric and Chebyshev series. We established the 
criterion of the existence and uniqueness of trigonometric Hermite – Pade polynomials, associated with an arbitrary set 
of k trigonometric series, and we found the explicit form of these polynomials. Similar results were obtained for linear 
Hermite – Chebyshev approximations. We made examples of systems of functions for which trigonometrical Hermite – 
Jacobi approximations existed which were not the same as trigonometric Hermite – Pade approximations. Similar examples 
were represented for linear and nonlinear Hermite – Chebyshev approximations.

Keywords: Hermite – Pade approximations; Pade – Chebyshev approximations; trigonometric series; series of Che-
byshev polynomials. 

Acknowledgements. This work was supported by the state programme of scientific research «Convergence-2025».

Введение
Теория аппроксимаций Паде является одним из интенсивно развивающихся разделов комплексного 

анализа. Конструкция построения таких аппроксимаций в некотором смысле универсальна: их ана-
логи можно построить, в частности, для тригонометрических рядов, рядов по многочленам Чебышева 
и многочленам Фабера. В последние годы такого рода обобщения нашли многочисленные применения 
в различных задачах анализа, прикладной математики, теоретической физики, механики, геофизики 
(см., например, [1–6]). Аппроксимации Паде – Чебышева наряду с классическими аппроксимациями 
Паде фактически стали [7] неотъемлемой частью научных и технических расчетов, отражением этого 
является создание специальных программ для их нахождения в известных компьютерных системах [3; 8].

Появлению двух различных подходов при определении аппроксимаций Паде мы обязаны Г. Фробе-
ниусу [9] и К. Якоби [10]. Эти два подхода, приводящие к разным аппроксимациям, сохраняются и при 
построении их аналогов для тригонометрических рядов и рядов по многочленам Чебышева. Причем 
если для степенных рядов различия в вопросах существования и единственности между двумя видами 
таких аппроксимаций хорошо изучены [11], то для их обобщений в этом направлении сделаны лишь 
первые шаги [7; 11; 12].

Конструкция, аналогичная конструкции К. Якоби [10], но предназначенная для одновременной интер-
поляции нескольких функций, была разработана Ш. Эрмитом [13] и легла в основу его доказательства 
трансцендентности числа e. В работе [13] впервые появились рациональные дроби, которые в настоя-
щее время принято называть аппроксимациями Эрмита – Паде. Следует сказать, что аппроксимации 
Эрмита – Паде для системы функций также могут быть двух видов. Далее будем их называть аппрок-
симациями Эрмита – Паде и аппроксимациями Эрмита – Якоби. Изначально Ш. Эрмит рассматривал 
одновременную интерполяцию нескольких экспоненциальных функций. В этом случае обе конструкции 
рациональных дробей совпадают. Для произвольной системы функций это не так. Отметим также, что 
в настоящее время аппроксимации Эрмита – Паде достаточно хорошо изучены [11; 14; 15] и нашли 
многочисленные приложения в различных областях алгебры, анализа и современной физики [16–26]. 
Вместе с тем основные свойства их обобщений, например, для тригонометрических рядов и рядов по 
многочленам Чебышева, насколько нам известно, остаются пока не исследованными.
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Настоящая работа посвящена построению аналогов аппроксимаций Эрмита – Паде и Эрмита – Якоби 
для тригонометрических рядов и рядов по многочленам Чебышева. С формальной точки зрения опреде-
ление новых конструкций рациональных дробей для таких рядов особых трудностей не представляет. 
Вместе с тем с получением каких-либо содержательных результатов о существовании и единственности 
новых аппроксимаций дело обстоит не так просто, как в случае со степенными рядами [6; 7; 11; 27–29].

Аппроксимации Эрмита – Паде
Приведем некоторые хорошо известные факты теории аппроксимаций Эрмита – Паде. Для произ-

вольной функции f z� �, представленной степенным рядом

 f z f zl
l

l
� � �

�

�

�
0

,  (1)

и каждой пары n m,� � целых неотрицательных чисел существуют алгебраические многочлены Q zm � �, 
deg ,Q mm ≤  P zn � �, deg ,P nn ≤  для которых

 Q z f z P z O zm n
n m� � � � � � � � � �� � 1

.  (2)

Здесь и далее под O z p� � понимаем степенной ряд вида c z c zp p
1 2

1� ���
. Многочлены Q zm � � и P zn � � 

условием (2) определяются не единственным образом, однако дроби � �n m n m
n

m
z z f

P z
Q z, , ;� � � � � � � �

� �
 опре-

деляют одну и ту же рациональную функцию независимо от того, какие бы многочлены Q zm � �, P zn � �, 
удовлетворяющие (2), мы не взяли [15, гл. 2]. Рациональные дроби �n m z, � � принято называть аппрокси-
мациями Паде или Фробениуса – Паде (в качестве определения �n m z f, ;� � соотношения (2) впервые были 
предложены Γ. Фробениусом [9], авторство А. Паде основывается на его диссертации [30] 1892 г.). 
Еще раньше (в 1846 г.) похожая задача изучалась К. Якоби [10], который обобщил результат О. Коши 
о рациональной интерполяции функции, заданной в n m+ + 1 различных точках. К. Якоби рассмотрел 
n m� �� �1 -кратную рациональную интерполяцию в одной точке. Его конструкция приводит к следую-

щему определению. 
Определение 1. Рациональную дробь ^ ^

^

^� �n m n m
n

m
z z f

P z
Q z, , ; ,� � � � � � � �

� �
^ ^

^

^� �n m n m
n

m
z z f

P z
Q z, , ; ,� � � � � � � �

� �
^ ^

^

^� �n m n m
n

m
z z f

P z
Q z, , ; ,� � � � � � � �

� �
 в которой алгебраические много-

члены ^Q zm � �, ^P zn � � имеют степени соответственно не выше m и n, будем называть аппроксимацией Паде – 
Якоби для пары n m,� � и функции f z� �, если

f z
P z
Q z

O zn

m

n m� � � � �
� �

� � �� �
^

^
1
.f z

P z
Q z

O zn

m

n m� � � � �
� �

� � �� �
^

^
1
.

Аппроксимации Паде – Якоби �̂n m z f, ;� � могут не существовать [11, гл. 1, § 1.4]. Первый значимый 
результат в исследовании условий, при которых ̂�n m z f, ;� � существует, был получен К. Якоби [10]. Вве-
дем в рассмотрение определители Адамара

 H

f f f

f f f

f f f

n m

n m n m n

n m n m n

n n n m

, ,�

�

�

� � � �
�

� � � �

� � � � �

� � �

1 2

2 3 1

1 1

 (3)

элементами которых являются коэффициенты ряда (1). При l < 0 в (3) считаем, что fl = 0.
Теорема 1 [10]. Если определитель Hn m, ≠ 0, то аппроксимации Паде – Якоби �̂n m z f, ;� � сущест

вуют и �̂ �n m n mz f z f, ,; ; .� � � � �
Полное исследование условий, при которых �̂n m z f, ;� � существует, провел Дж. Бейкер [11, гл. 1, § 1.4]. 

В этой связи �̂n m z f, ;� � называют также аппроксимациями Паде в смысле Бейкера.
Рассмотрим систему функций f � �� �f fk1, , , представленных степенными рядами
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f z f z j kj l
j l

l
� � � � �

�

�

�
0

1, , , .

Множество k-мерных мультииндексов, являющихся упорядоченным набором k целых неотрицательных 
чисел, обозначим через +

k . Порядок мультииндекса � �m m mk
k� �� �� �1, ,  – это сумма m = m1 + … + mk . 

Зафиксируем индекс n� �
1  и мультииндекс m m mk� �� �1, ,  и рассмотрим задачу, в частном случае по-

ставленную и решенную Ш. Эрмитом, а в окончательном виде сформулированную К. Малером [14] (под-
робнее см. [15, гл. 4, § 1, задача A]).

Задача A. Найти тождественно не равный нулю многочлен Q z Q zm n m� � � � �, ; f , degQ mm ≤ , и много-
члены P z P zn

j
n m
j

j
� � � � �,

; f , degP nn
j

jj
≤ , n n m mj j� � � , чтобы

 R z Q z f z P z O z j kn m
j

m j n
j n m
j, : , , . � � � � � � � � � � � � � � �� � 1

1,  (4)

Определение 2. Многочлены Q zm � �, P z P zn n
k
k1

1 � � � � �, , , удовлетворяющие условию (4) (решение за-
дачи A всегда существует [15]), и рациональные дроби

� �j n n m
j n

j

m
z z

P z

Q z
j k

j

j
; ; , , , ,

, ,
f f� � � � � �

� �
� �

� � 1

называют соответственно многочленами Эрмита – Паде и аппроксимациями Эрмита – Паде для мульти-
индекса n m, � � и системы f.

Особый интерес представляют системы f, для которых дроби �j j

k
z; f� �� �

�1
 однозначно определяются 

условиями (4) для любого мультииндекса n m, .
� �  Важным примером таких систем являются совершен-

ные системы [15]. Совершенной является система Ek �� �
�

e j z

j

k�

1

, где λ j – различные не равные нулю 

комплексные числа [15]. Примеры систем, отличных от совершенных, для которых дроби �j j

k
z; f� �� �

�1
 

определяются однозначно, приведены в [31; 32]. В этих работах найдены необходимые и достаточные 
условия, при которых задача A имеет единственное решение.

Аппроксимации Эрмита – Якоби
Введем в рассмотрение кратные аналоги дробей К. Якоби [10].
Определение 3. Рациональные функции вида

^ ^

^

^� �j n n m
j n

j

m
z z

P z

Q z
j k

j

j
; ; , , , ,

, ,
f f� � � � � �

� �
� �

� � 1^ ^

^

^� �j n n m
j n

j

m
z z

P z

Q z
j k

j

j
; ; , , , ,

, ,
f f� � � � � �

� �
� �

� � 1^ ^

^

^� �j n n m
j n

j

m
z z

P z

Q z
j k

j

j
; ; , , , ,

, ,
f f� � � � � �

� �
� �

� � 1

где алгебраические многочлены ^ ^Q z Q zm n m� � � � �, ; , f^ ^Q z Q zm n m� � � � �, ; , f  ^ ^P z P zn
j

n m
j

j
� � � � �,

; f  имеют степени соответственно 
не выше m и nj, n n m mj j� � � , будем называть аппроксимациями Эрмита – Якоби для мультииндекса 
n m, � � и системы функций f, если

 f z
P z

Q z
O zj

n
j

m

n mj� � �
� �
� �

� � �� �
^

^
1
.f z

P z

Q z
O zj

n
j

m

n mj� � �
� �
� �

� � �� �
^

^
1
.  (5)

Многочлены ^Q zm � �, ^ ^P z P zn n
k
k1

1 � � � � �, , , удовлетворяющие условиям (5) (их будем называть многочле-
нами Эрмита – Якоби), как и аппроксимации Эрмита – Якоби, могут не существовать. Приведем соот-
ветствующий пример. 

Пример 1. Пусть k = 2, n = 1, m1 = m2 = 1, f z z z z z z f z z z z z z1

2 3 4 5

2

2 3 4 5
2 2 2 1 2 3 4 5� � � � � � � � �� � � � � � � � � ��, .

f z z z z z z f z z z z z z1

2 3 4 5

2

2 3 4 5
2 2 2 1 2 3 4 5� � � � � � � � �� � � � � � � � � ��, .

Тогда m = 2, n1 = n2 = 2, а многочлены, удовлетворяющие условиям (5), при подходящем выборе нор-
мирующего множителя должны иметь вид ^Q z z z2

2
2� � � � , ^P z z z2

1 2
2 3� � � � ,  ^P z z z

2

2 2� � � � . Между тем 
для таких многочленов 

f z z z
z z

O z f z z z
z z

O z1

2

2

4

2

2

2

42 3

2 2
� � � �

�
� � � � � � �

�
� � �, .
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Замечание 1. Из определений следует, что если для n m, � � и f существуют аппроксимации Эрмита – 
Якоби, то они являются и аппроксимациями Эрмита – Паде. Пример 1 показывает, что обратное утверж-
дение не верно.

Обобщение теоремы Якоби
Введем новые обозначения. Для индекса n� �

1  и ненулевого мультииндекса m m mk� �� �1, ,  рас-
смотрим определитель

H

H

H

H

f f f

f

n m

k

n m n m n

n

, det�
�

�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

� � � �
� � � �

1

2

1
1

2
1 1

1 1 1

11
1

1
1

1

1 2

1

f f

f f f

f f f

n n m

n m
k

n m
k

n
k

n
k

n
k

n m

k k k

� � �

� � � �

� � �

�

� � � �

�

� � � �

� 11
k

,

при mj ≠ 0 состоящий из блоков H j, расположенных друг над другом. При l < 0 здесь полагаем fl
j = 0. 

По определению считаем, что при mj = 0 Hn m,   не содержит блок H j.
Имеет место следующий кратный аналог теоремы Якоби.
Теорема 2 [33]. Пусть для мультииндекса n m k

,
� �� �� �

� 1, m � �� �0 0, , , и системы функций f опре
делитель Hn m, . ≠ 0  Тогда для n m, � � и f аппроксимации Эрмита – Якоби существуют, определяются 
единственным образом и справедливы равенства
 �̂ �j jz z j k; ; , , .f f� � � � � � �, 1  (6)

Определение 4. Систему f назовем вполне совершенной, если для любого мультииндекса n m k
,
� �� �� �

� 1 
и для j k� �1, ,  deg ,Q mm =  deg ,P nn

j
jj

=  НОД Q Pm n
j
j

, .� � �1
В [32] доказано, что если система вполне совершенна, то для любого мультииндекса n m, � � опреде-

литель Hn m, . ≠ 0  Следовательно, справедливо следующее утверждение.
Следствие 1. Если система f вполне совершенна, то для любого мультииндекса n m, � � существуют 

аппроксимации Эрмита – Якоби и справедливы равенства (6).

Вполне совершенной системой является, например, упомянутая выше система экспонент Ek �� �
�

e j z

j

k�

1

. 

Рассмотрим другой пример системы функций, удовлетворяющей условиям теоремы 2. Пусть Ek , ,� � �� � �� �
�

E zj j

k

1

Ek , ,� � �� � �� �
�

E zj j

k

1
 где E z� � � представима степенным рядом

 E z z p

pp
� �
� � � � ��

�

�
0

.  (7)

В определении Ek , γ и выражении (7) предполагается, что параметр �� �� �\ , � � � � �� �0 1 2, , , , �� � �
0
1, 

� � � �� � � �� �� � �� �p p1 1  – символ Похгаммера, а � j j
k� �
�1

 – различные не равные нулю действитель-

ные числа. Функции E z� � � введены М. Миттаг-Леффлером [34] в качестве обобщения показательной 
функции, в частности E z z1� � � exp . Равномерная сходимость аппроксимаций Эрмита – Паде � �j z; ,Ek� � 
к функции E zj� �� � на компактах в  при k = 1 доказана М. де Брюеном [36], а при k > 1 – А. И. Апте-
каревым [35]. Асимптотика этой сходимости исследовалась в [37]. В [35] доказано, что при n mj� �1 
и j k� �1, ,

 Q z z
n m

U x e dxm

n m
zx

; ,,Ek �

�

��
� � �

� �� � � �
� �

�
��

��
0

 (8)
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 R z e z U x e dxn m
j

z n m

j n m

zx
j j

, ,; , Ek �

�

� �

�

� �
� � � � �

� �
� �

�
�

��
1

1

0

 (9)

где � x� � – гамма-функция Эйлера, а

 U x x xn
p
m

p

k
p

�
� �� � � �� �� �

�
�1
1

.  (10)

Раскрывая в (10) скобки, получим U x x bxn m n
�

� �� � � �� �� � � � �1 1
,  b ≠ 0. Так как

x e dx
k
z

kk zx
k

� � �
�

��

�
�� �

� �� �
�

�1

0

1 2
�

, , , ,

то Q z b
n

n m
zm
m

; ,Ek �
�
�

� � � � � �
�� �

� �� �
1

�
�

 – многочлен степени m и Qm 0 1; .,Ek �� � �  Отсюда при n mj� �1 

следует [35], что Hn m, . ≠ 0  Тогда согласно теореме 2 для n m, � � при n mj� �1 в некоторой окрестности 
нуля

 E z
P z

Q z
a z j kj

n
j

n m
l
j l

l n m

j
�

�

�

�� � � � �
� �

� � �
� � �

�

�
;

;
, , , .

,

, ,

E

E
k

k�
�

1

1  (11)

Важно, что при достаточно больших n в качестве такой окрестности можно взять открытый круг с цент-
ром в нуле, радиус которого больше значения 1. Это утверждение является следствием основной леммы 
работы [35]: согласно лемме нули Q zn m, ,; Ek �� � при достаточно больших n лежат за пределами указан-
ного круга. Из формулы (9) получаем 

a U x dxn m
j

j n m

j

� � �
�

�
� �

� ��1 1

0

1

� �� �

�

.

Тригонометрические аппроксимации Эрмита – Паде
Пусть f t � �� �f ft

k
t

1 , ,  – набор тригонометрических рядов

 f x a a lx b lx j kj
t

j

l
j

l
j

l
� � � � �� � � �

�

�

�0

12
1cos sin , , , ,  (12)

с действительными коэффициентами. Считаем, что ряды (12) сходятся поточечно при всех x∈. За-
фиксируем индекс n� �

1  и мультииндекс m m mk� �� �1, ,  и рассмотрим следующую задачу.
Задача At. Для набора тригонометрических рядов (12) найти тождественно не равный нулю триго-

нометрический многочлен Q x Q xm
t

n m
t� � � � �, ; , f t  deg ,Q mm

t ≤  и такие тригонометрические многочлены 

P x P xj
t

n n m
t
j

� � � � �, , ; , f t  deg ,P nj
t

j≤  n n m mj j� � � , чтобы

 R x Q x f x P x a lx b lxj
t

m
t

j
t

j
t

l
j

l
j

l n m
� � � � � � � � � � � �� �

� � �

�

�: cos sin



1

,, , , .j k� �1  (13)

Очевидно, что многочлены Q xm
t � �, P xj

t � � определяются неоднозначно: если пара Q Pm
t t, ,� �  где 

P P Pt t
k
t

: , , ,� �� �1  удовлетворяет (13), то для любого отличного от нуля числа λ новая пара � �Q Pm
t t, ,� �  

где � � �P P Pt t
k
t

: , , ,� �� �1  также удовлетворяет (13). Неединственность может быть и более существенной. 

Пример 2. Пусть k = 1, n = 2, m = 1, а f x a lxl
l

� � �
�

�

� cos ,
1

 где
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a
l
l

l
l

l �
�
�

�

�

�

�
�

�

�
�

2 1 2 4

4 3

1
4

, , , ,

, ,

!
, .

åñëè

åñëè

åñëè

Тогда любое решение задачи At имеет вид � �Q Pt t
1 1, ,� �  ��, λ ≠ 0, где многочлены Q xt1 � �, P xt1 � � в комп-

лексной форме записи определяются равенствами

Q x ae a b bet ix ix
1

2
� � � �

�
��

,

P x a b e b a e a b a b e a b et i x ix ix i x
1

2 23

2 2 2

3

2
� � � �

�
�

� � �
�

�
�� �

,

в которых a и b – произвольные действительные числа, не равные нулю одновременно.
Определение 5. Будем говорить, что задача At имеет единственное решение, если для любых ее ре-

шений Q Pm
t t,� � и Q Pm

t t,� � найдется число λ такое, что Q P Q Pm
t t

m
t t

, , .� � � � �� �

Определение 6. Пусть пара Q Pm
t t, ,� �  где P P Pt t

k
t� �� �1 , , , является решением задачи At. Тогда мно-

гочлены Q xm
t � �, P x P xt

k
t

1 � � � � �, ,  и рациональные дроби

� �j
t

j n m
t j

t

m
tx x
P x
Q x

j k; ; , , , ,, ,f ft t� � � � � � � �
� �

� � 1

будем называть соответственно тригонометрическими многочленами Эрмита – Паде и аппроксимациями 
Эрмита – Паде для мультииндекса n m, � � и системы f t.

Если задача At имеет единственное решение, то аппроксимации � j
t

j

k
x; f t� �� �

�1
 определяются одно-

значно. При k = 1 достаточное условие единственности решения задачи At получено в [38]: для единст-
венности достаточно, чтобы определитель � � � �1

0n m,  (см. далее определение � � �1 n m, ). В [38] найдены 
яв ные детерминантные формулы для многочленов Q xm

t � �, P xt1 � �, аналогичные формулам для алгебраи-
ческих многочленов Паде Q zm � �, P zn � � [11]. При k = 1 дроби � �1, , ,; :n m

t
n m
tx x f t� � � � � называют также 

тригонометрическими аппроксимациями Паде. Отметим одно важное отличие �n m
t x, � � от �n m z, .� �  Для 

любой пары индексов n m,� � аппроксимации �n m z, � � определяются однозначно. Тригонометрические 
аппроксимации Паде �n m

t x, � � этим свойством не обладают. Такое заключение можно сделать, опираясь 
на пример 2. 

Запишем ряды (12) и многочлены Q xm
t � �, P xj

t � � в комплексной форме:

 f x c ej
t

l
j ilx

l
� � �

� ��

��

� ,  j k� �1, , , (14)

 Q x u e j k P x v em
t

p
ipx

p m

m

j
t

p
j ipx

p n

n

j

j

� � � � � � � �
� � � �
� �, , , , ,1  (15)

где u vp p
j, ,∈  c aj

j

0
0

2
= , c

a ib
l
j l

j
l
j

�
�
2

, c cl
j

l
j

� � , j k� �1, , ; l = 1, 2, … . Тогда 

 R x c e c e j kj
t

l
j ilx

l
j ilx

l n m
� � � �� � � ��

�

� � �

��

�  

1

1, , , .  (16)

Каждому l ∈ поставим в соответствие матрицы-строки, состоящие из коэффициентов рядов (14):

 l
j

l m
j

l m
j

l
j

l
j

l
j

l m
j

l m
jc c c c c c c j k� � �� � � �� � � � � � � �1 1 1 1 1, , , ,
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а числу x – матрицу-строку E x e e e e e em
t imx i m x ix ix i m x imx� � � � �� �� � �� � � �� �1 1

1 . Для задан-
ного j k� �� �1, , , фиксированных индекса n� �

1  и ненулевого мультииндекса m m mk� �� �1, ,  в пред-
положении, что mj ≠ 0, определим матрицы порядка m mj � �� �2 1

F

c c c

c cj

n m m
j

n m m
j

n m m
j

n m m
j

n m m
j

j j j j j j

j j j j
�

� � � � � � �

� � � � � ��

�

�
:

1

1 2
cc

c c c

n m m
j

n m
j

n m
j

n m
j

j j

j j j

� � �

� � � � �

� � � �

�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

1

1 1

,

F

c c c

c c cj

n m
j

n m
j

n m
j

n m
j

n m
j

n m

j j j

j j j
�

� � � � � � � � �

� � � � � � � ��

�

�
:

1 2 1

2 3 ��

� � � � � � � � � �

� � � �

�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

2

1

j

n m m
j

n m m
j

n m m
jc c c

j j j j j j

.

Рассмотрим определитель порядка 2m + 1

D n m x

F

F

E x

F

F

k

m
t

k

, ; : det
�

�

�

� � � � �

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�

�

1

1

..

В случае если mj = 0, считаем, что определитель D n m x, ;
� � не содержит блок-матриц F j

± . Обозна-
чим через Hn m

t
,   матрицу порядка 2 2 1m m� �� �, полученную из элементов определителя D n m x, ;

� � пос-
ле удаления в нем m �� �1 -й строки E xm

t � �. Если в определителе D n m x, ;
� � строку E xm

t � � заменить на 
строку  l

j, получим новый определитель d n ml
j
, .
� �  Обозначим через � � �k n m,   определитель порядка 2m, 

полученный в результате вычеркивания в определителе D n m x, ;
� � m �� �1 -й строки и m �� �1 -го столбца.

Определение 7. Мультииндекс n m k
, ,
� �� �� �

� 1  m � �� �0 0, , , будем называть слабонормальным для f t, 
если Hn m

t
,   является матрицей полного ранга, т. е. rank H mn m

t
, . = 2

Определение 8. Систему f t назовем слабосовершенной, если все мультииндексы n m k
, ,
� �� �� �

� 1  m � �� �0 0, , ,
m � �� �0 0, , , являются слабонормальными для f t.

Теорема 3. Для того чтобы для фиксированного мультииндекса n m, � �, m � �� �0 0, , , и системы f t 
задача At имела единственное решение, необходимо и достаточно, чтобы мультииндекс n m, � � был 
слабонормальным для f t, т. е. rank H mn m

t
, . = 2  Если rank H mn m

t
,
 = 2 , то при выборе соответствующего 

нормирующего множителя для решений задачи At справедливы представления ( )j k� �1, ,

 Q x D n m xm
t � � � � �, ;

 ,  (17)

 P x d n m ej
t

p
j ipx

p n

n

j

j

� � � � �
� �
� ,  ,  (18)

 R x d n m e d n m ej
t

p
j ipx

p
j ipx

p n m
� � � � � � � �� ��

�

� � �

�

� , , .
 

1

 (19)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть искомый многочлен Q xm
t � � имеет вид (15). После преобразований получаем
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Q x f x c u e c em
t

j
t

l p
j

p
p m

m
ilx

l
j ilx

ll
� � � � �

�

�
��

�

�
�� ��

� � � ��

�

� ��

�

� � �� ,

где

 � �c c u ll
j

l p
j

p
p m

m
� ��

� �
� , .  (20)

Выберем коэффициенты u p m mp , , ,� �  многочлена Q xm
t � � так, чтобы

c l n n m j kl
j

j j j� � � �� � � � �� � � �0 1 1, , , , , , ,

и допустим, что P x c ej
t

p
j ipx

p n

n

j

j

� � �
� �
�  . Очевидно, что выбранные таким образом многочлены Q xm

t � �, P xj
t � � 

удовлетворяют условиям (13) и (16). Остается исследовать совместность системы линейных уравнений

 c u l n n m j kl p
j

p
p m

m

j j j�
� �

� � � �� � � � �� � � �� 0 1 1, , , , , , .  (21)

Систему (21) можно записать в матричной форме H un m
t T T
, , � �  где u u u u u um m� � �� �� �1 0 1

 – 
матрица-строка неизвестных коэффициентов, а θ – матрица-строка порядка 1 2 1� �� �m , все элементы 
ко торой нулевые. Поскольку система (21) является однородной и в ней число неизвестных 2m + 1 
на еди ницу больше числа уравнений 2m, то из теоремы Кронекера – Капелли следует, что у систе-
мы (21) имеется ненулевое решение. Более того, множество всех линейно независимых решений си-
стемы (21) со стоит из одного фундаментального решения тогда и только тогда, когда rank H mn m

t
, . = 2  

В данном случае остальные ненулевые решения получаются домножением этого фундаментального 
решения на число λ ≠ 0. Первая часть теоремы 3 доказана.

Докажем теперь равенства (17) – (19). Так как по предположению ранг матрицы Hn m
t
,   равен 2m, то 

при некотором s m� � �� �1 2 1, ,  определитель, полученный из элементов матрицы Hn m
t
,   в результате вы-

черкивания в ней s-го столбца, является отличным от нуля. Для определенности предположим, что s = m + 1. 
Тогда, зафиксировав неизвестное u0, получим квадратную неоднородную систему

 c u c u c u l n n m jl p
j

p l p
j

p l
j

p

m

p m
j j j� �

�� �

�

� � � � � �� � � � �� � ��� 0

1

1

1, , , , 11, , ,� k  (22)

главный определитель которой есть � � � �k n m, .


0  Заметим, что u0 ≠ 0. В противном случае система (22), 
а значит, и система (21) имели бы только нулевые решения. Система (22) имеет единственное ненулевое 
решение, и найти его можно по формулам Крамера:

u
n m
n m

p m m pp
p
k

k�
� � �
� � �

� � �
,

,
, , , ,





0

где � � �p
k n m,   – определитель, полученный из определителя � � �k n m,   заменой в нем p-го столбца на 

столбец свободных членов. Если допустить, что � � � � � � �0 0

k kn m u n m, : , ,
   то

 Q x u e
n m
n m

em
t

p
ipx

p m

m
p
k

k
ipx

p m

m
� � � �

� � �
� � �� � � �

� �
,

,
.





 (23)

Разлагая определитель D n m x, ;
� � по элементам m �� �1 -й строки и сравнивая с (23), делаем вывод, что

 Q x u
D n m x

n mm
t

k� � � � �
� � �0

, ;

,
.





 (24)

Сопоставив (20) и (23), замечаем, что для отыскания cp
j  следует в (23) eipx заменить на cl p

j
− . Учитывая 

обозначения, получаем, что �
�
�c u

d n m x
n mp

j p
j

k�
� �
� � �0

, ;

,
. Следовательно, многочлен P xj

t � � и остаточный член 

R xj
t � � можно представить в виде
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 P x u
n m

d n m ej
t

k p
j ipx

p n

n

j

j

� � �
� � �

� �
� �
�0

,
, ,



  (25)

 R x u
n m

d n m e d n m ej
t

k p
j ipx

p
j ipx

p n m
� � �

� � �
� � � � �� ��

�

� � �

�

�0

1,
, , .



   (26)

Умножая равенства (24) – (26) на 
� � �k n m
u
,

,



0

 получим (17) – (19).
Если при вычеркивании в Hn m

t
,   столбца с номером s ≠ m + 1 получим ненулевой определитель, то, 

рассуждая аналогично, приходим к (17) – (19). Поскольку rank H mn m
t
, , = 2  то определитель D n m x, ;

� � 
не может быть тождественно равным нулю. Теорема 3 доказана. 

Замечание 2. Из представления (17) следует, что компонента mj мультииндекса m определяет число 
коэффициентов ряда f xj

t � �, которые учитываются при построении многочлена Q xm
t � �. В частности, если 

mj = 0, то определитель D n m x, ;
� � не содержит блоки F j

±  и, следовательно, при построении многочлена 
Q xm
t � � ряд f xj

t � � не рассматривается. Например, если m m� �� �1 0 0, , , , то m = m1, и, как и в случае с k = 1, 
при нахождении Q xm

t � � учитываются только коэффициенты ряда f xt
1 � �. Тогда формула (17) в точности 

совпадает с формулой для знаменателя �n m
t tx f, ; ,1� �  полученной в [38].

Замечание 3. Если m � �� �0 0, , , то решение задачи At очевидно: с точностью до числового множителя 
Q xm
t � � �1, а P xj

t � � совпадает с n-й частной суммой ряда f xj
t � �.

Замечание 4. При доказательстве теоремы 3 не учитывалось наше предположение о сходимости ря-
дов (12). Поэтому все утверждения теоремы остаются в силе, если ряды (12) являются формальными.

Пример 2 показывает, что для мультииндекса n m, ,� �  который не является слабонормальным, коэффи-
циенты многочленов Q xm

t � �, P xj
t � � могут быть комплексными числами. Для слабонормального мульти ин-

декса это не так. 
Следствие 2. Пусть мультииндекс n m, � � является слабонормальным для системы f t. Тогда много

члены Q x P x P xm
t t

k
t� � � � � � �, , ,1  – решения задачи At – являются действительными тригонометрически

ми многочленами.
Д о к а з а т е л ь с т в о. По предположению коэффициенты тригонометрических рядов (12) являются 

действительными числами. Поэтому справедливы равенства c cp
j

p
j

� � , j k� �1, , ; p = 1, 2, … . Тогда 
D n m x D n m x, ; , ; ,

 � � � � �  d n m d n mp
j

p
j

, , .
 � � � � ��  Чтобы убедиться в этом, достаточно поменять мес тами 

равноотстоящие от краев строки и столбцы соответствующих определителей. Из этих равенств и фор-
мул (17), (18) вытекает утверждение следствия 2.

Следствие 3.  Для того чтобы задача At имела единственное решение для любого n m k
,
� �� �� �

� 1, необ
ходимо и достаточно, чтобы система f t была слабосовершенной.

Тригонометрические аппроксимации Эрмита – Якоби
Введем в рассмотрение тригонометрические аппроксимации Эрмита – Якоби.
Определение 9. Рациональные функции вида

^ ^
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m
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� � 1^ ^
^
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t j
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m
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P x
Q x
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� �

� � 1^ ^
^

^� �j
t

j n m
t j

t

m
tx x
P x
Q x

j k; ; , , , ,, ,f ft t� � � � � � � �
� �

� � 1

где ^ ^Q x Q xm
t

n m
t� � � � �, ; , f t^ ^Q x Q xm

t
n m
t� � � � �, ; , f t  ^ ^P x P xj

t
n n m
t
j

� � � � �, , ; f t^ ^P x P xj
t

n n m
t
j

� � � � �, , ; f t  – тригонометрические многочлены, степени которых со-
ответственно не выше m и nj, n n m mj j� � � , будем называть тригонометрическими аппроксимациями 
Эрмита – Якоби для мультииндекса n m, � � и системы функций f t, если каждая дробь ̂� j

t x; f t� � представ-
ляется тригонометрическим рядом и справедливы равенства

 f x
P x
Q x

a lx b lxj
t j

t

m
t l

j
l
j

l n m
� � � � �

� �
� �� �

� � �

�

�
^

^


cos sin .

1

f x
P x
Q x

a lx b lxj
t j

t

m
t l

j
l
j

l n m
� � � � �

� �
� �� �

� � �

�

�
^

^


cos sin .

1

 (27)

Многочлены ^ ^ ^Q x P x P xm
t t

k
t� � � � � � �, , , ,1

^ ^ ^Q x P x P xm
t t

k
t� � � � � � �, , , ,1

^ ^ ^Q x P x P xm
t t

k
t� � � � � � �, , , ,1  удовлетворяющие условиям (27), будем называть тригономет-

рическими многочленами Эрмита – Якоби для n m, � � и f t.
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Тригонометрические аппроксимации Эрмита – Якоби могут не существовать [38]. В работе [39] ис-
следован эффект Гиббса для аппроксимаций Паде функции знака sgn x и, в частности, при k = 1 найде-
ны явные выражения для дробей � �n m

t
n m

tx s x s, , ,; : ; ,� � � � �1  ̂ ^� �n m
t

n m
tx s x s, , ,; : ; ,� � � � �1  где s x x� � � � �sgn cos , 

из которых следует, что эти дроби различны при всех m ≥ 1. При k = 1 примеры функций, для кото-
рых тригонометрические аппроксимации Эрмита – Якоби не существуют, а также примеры функций, 
для которых тригонометрические аппроксимации Эрмита – Якоби существуют, но не совпадают с три-
гонометрическими аппроксимациями Эрмита – Паде, можно построить, основываясь на результатах ра-
бот [7; 18; 40]. В [41] при произвольных k ≥ 1 построены примеры систем функций, для которых триго-
нометрические аппроксимации Эрмита – Якоби существуют, но не совпадают с тригонометрическими 
аппроксимациями Эрмита – Паде. Результаты работы [41] можно дополнить, если вместо экспонент взять 

функции Миттаг-Леффлера. Рассмотрим семейства тригонометрических рядов G x lx
l

ll
� �

�
�

; cos ,� � � � ��

�

�
0

 

зависящих от параметров �� и �� �� �\ . Нетрудно заметить, что G x� �;� � является действительной 

частью функции E eix� �� �. Считая, что � j j
k� �
�1

 – различные не равные нулю действительные числа, опре-

делим новую систему функций Gk , ; .� � �� � �� �
�

G x j j

k

1

Теорема 4.  При всех n, начиная с некоторого n0 , для мультииндекса n m k
,
� �� �� �

� 1, m � �� �0 0, , , удов
летворяющего условию n mj≥ , j k� �1, , , существуют тригонометрические аппроксимации Эрмита – 
Якоби �̂ �j

t
j

k
x; ,Gk� �� �

�1
,�̂ �j

t
j

k
x; ,Gk� �� �

�1
, и при соответствующей нормировке их знаменатель представим в виде

^Q x Q e Q e
n m

U t em
t

m
ix

m
ix t

; ; ;, , ,

coG E Ek k k� � � ��
� � � � � � � �

� �� �
� � �1

2�
ss sin

.
x i x dt�� �

��

�
0

2

Если 0
1

� ���� �k , то среди �̂ �j
t

j

k
x; ,Gk� �� �

�1
�̂ �j
t

j

k
x; ,Gk� �� �

�1
 найдется аппроксимация Эрмита – Якоби �̂ �j

t x; ,Gk� �, 
которая не является аппроксимацией Эрмита – Паде � �j

t x; .,Gk� �
Д о к а з а т е л ь с т в о. Многочлен Q zm ; ,Ek �� � представим формулой (8), и в круге z ≤1 справедливы 

равенства (11). Допустим, что в (11) z eix= , а затем приравняем действительные части от выражений, 
стоящих слева и справа от нового знака равенства. Тогда

 G x
P e

Q e
a lxj

n
j ix

m
ix l

j

l

j
�

�

�

�; Re
;

;
cos

,

,

� � � � �
� �

�
�
�

��

�
�
�

��
�

E

E
k

k



�� � �

�

�
n m 1

.  (28)

Остается показать, что при n m j kj� � �� �max :1

 �̂ �
�

�
j
t n

j ix

m
ix

x
P e

Q e
j

; Re
;

;
.,

,

,

G
E

E
k

k

k
� � � � �

� �
�
�
�

��

�
�
�

��
 (29)

Для этого представим многочлены Q zm ; ,,Ek �� �  P zn
j
j
; ,Ek �� � в виде

Q z b z b
n

n m
z P z am p

p

p

m
m

n
j

pj
; , ;, ,E Ek k� �

�
�

� � � � � � �
�� �

� �� � � � �
�
�
0

1
�

�
jj p

p

n

z
j

�
�
0

.

Поскольку bp и ap
j  – действительные числа, то при z eix=

Re ;
, , ,� �n n m
j ix n

j

m

n
j

m
j

j je
P z

Q z

P z
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 Ek� �� � � � �
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� �
� �
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s
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p
ipx

p

m
b e

�
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0 0

.  (30)
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Заметим, что

b e b e b b s l xs
isx

s

m

l
ilx

l

m

s l
l

m

s

m

�

�

� ��
� � ��� �� �
0 0 00

cos ,

a e b e a e b e a bp
j ipx
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l
ilx

l
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p
j ipx

p

n

s
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p
j
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�

�

� �
� � � �� �
0 0 0 0

2 ccos .p l x
l

m

p

n j
�� �

��
��
00

Следовательно, из формулы (30) при j k� �1, ,  получим

 Re ;

cos

cos

, , ,� �n n m
j ix

p
j
l

l

m

p

n

s l

j

j

e
a b p l x

b b s
� Ek� �� � �

�� �

�

��
��
00

ll x

P x
Q x

l

m

s

m
j
t

m
t

� �
�

� �
� �

��
��
00

: .

�
�  (31)

Из условия n mj≥  ( , , )j k� �1  для мультииндекса n m, � � следует, что n mj ≥ . Принимая во внимание (31), 
получаем, что deg ,Q mm

t ≤  deg ,P nj
t

j≤  j k� �1, , . Значит, тождество (29) и первая часть теоремы 4 до-
казаны.

Докажем вторую часть теоремы. Из (28) и (31) следует, что

G x x G x
P x
Q x

a lxj j
t

j
j
t

m
t l

j

l n
� � �� � �; ; ; cos,� � � � � � � � � � �

� �
�

�

^ Gk






�� �

�

�
m 1

.

Воспользовавшись тригонометрической формулой для произведения двух косинусов, из последнего 
равенства и из (9) и (31) получаем

  Q x G x P x n x n xm
t

j j
t

n
j

n
j� � � � � � � � �� � � �� � ��� �� � � �; cos cos ,1 21 2  (32)

где �n
j

m n m
jb b a� � ��

1 0 1
2  . Напомним, что 

b b b
n

n m
a U x dxm n m
j

j n m

j

0 1 1

0

1
1

� �
�� �

� �� �
�

� �
� �� � �

�
�, , .

�
�

�
� � �� �

�



Если 0 1� �� �� �k , то нетрудно показать, что, например, an m� � �1
1

0, и тогда в (32) �n � �
1

1
0. Из опре-

делений следует, что ̂� �� �1 1

t tx x; ; ., ,G Gk k� � � � �  Теорема 4 доказана.

Линейные аппроксимации Эрмита – Чебышева
В этом разделе терминология частично заимствована из работы [7]. Пусть набор f ch � �� �f fch

k
ch

1 , ,  
состоит из функций, представленных рядами Фурье по многочленам Чебышева T x n xn � � � � �cos arccos  
вида
 f x a a T x j kj

ch
j

l
j
l

l
� � � � � � � �

�

�

�0

12
1, , ,  (33)

с действительными коэффициентами. Зафиксируем индекс n� �
1  и мультииндекс m m mk� �� �1, ,  и рас-

смотрим следующую задачу.
Задача Ach. Для системы функций f ch найти тождественно не равный нулю многочлен Q x Q x u T xm

ch
n m
ch

p p
p

m
� � � � � � � �

�
�, ; f ch
0

Q x Q x u T xm
ch

n m
ch

p p
p

m
� � � � � � � �

�
�, ; f ch
0

 и такие многочлены P x P x v T xj
ch

n n m
ch

p
j
p

p

n

j

j

� � � � � � � �
�
�, , ; , f ch
0

 n n m mj j� � � , 

чтобы для j k� �1, ,

 Q x f x P x a T xm
ch

j
ch

j
ch

l
j
l

l n m
� � � � � � � � � �
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�

� 

1

.  (34)

Определение 10. Если пара Q Pm
ch ch, ,� �  где P P Pch ch

k
ch

: , , ,� �� �1  удовлетворяет условиям (34), то мно-

гочлены Q x P x P xm
ch ch

k
ch� � � � � � �, , ,1  и рациональные дроби

� �j
ch

n n m
ch j

ch

m
chx x
P x
Q x

j k
j

; ; , , , ,, ,f fch ch� � � � � � � �
� �

� � 1
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будем называть соответственно многочленами Эрмита – Чебышева и линейными аппроксимациями Эр-
мита – Чебышева для мультииндекса n m, � � и системы f ch.

Решение задачи Ach можно получить, опираясь на теорему 3. Для этого в (33) заменим x на cos .x  По-
лагая, что f x f xj

t
j
ch� � � � �cos , получим систему   f t � �� �f ft

k
t

1 , , , где

f x a a lx j kj
t

j

l
j

l
� � � � � �

�

�

�0

12
1cos , , , .

Для системы f t  задача At имеет единственное решение только в том случае, когда мультииндекс n m k
,
� �� �� �

� 1

n m k
,
� �� �� �

� 1 является слабонормальным для f t. Для слабонормального индекса тригонометрические много-
члены Эрмита – Паде при соответствующем выборе нормирующего множителя имеют вид

 Q x D n m xm
t
; , ; ,� �f t� � � � �  (35)

 P x d n m ej
t

p
j ipx

p n

n

j

j
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�  (36)

и для них

 Q x f x P x d n m e d n m em
t

j
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p
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Блок-матрицы F j
±  для этой системы имеют вид

F

h h h

h h hj

n m m
j

n m m
j

n m m
j

n m m
j

n m m
j

j j j j j j

j j j j
� �

�

�

� � � � � � �

� � � � � �

1

1 2 nn m m
j

n m
j

n m
j

n m
j

j j

j j j
h h h

� � �

� � � � �

� � � �

�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

1

1 1

,

F

h h h

h h hj

n m
j

n m
j

n m
j

n m
j

n m
j

n m

j j j

j j j
�

� � � � � � � � �

� � � � � � � � ��

�

�

1 2 1

2 3 22

1

j

n m m
j

n m m
j

n m m
jh h h

j j j j j j

� � � �

�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�� � � � � � � � � �

,

где h
a

p
j p

j

=
2
, j k� �1, , ; p ∈. Теперь нетрудно убедиться, что в равенствах (35) – (37) коэффициенты 

при степенях eipx и e ipx−  совпадают:

d n m d n m p j k u u l mp
j

p
j

l l, , , , , ; , , ; , , , .
 � � � � � � � � � � � �� �1 2 1 1

Следовательно, равенства (35) – (37) можно переписать в виде

Q x u u px P x d n m d n mm
t

p
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j
t j
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1

Если здесь x заменить на arccos ,x  то получим

 Q x Q x u u T xm
ch

m
t

p p
p

m
; arccos ; ,f fch t� � � � � � � � �

�
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2  (38)

 P x P x d d n m T xj
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t j

p
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p
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�
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 Q x f x P x d n m T xm
ch

j
ch

j
ch

p
j

p
p n m

; ; , .f fch ch� � � � � � � � � � � �
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�

� 2
1

  (40)

Заметим, что если мультииндекс n m k
,
� �� �� �

� 1 не является слабонормальным для системы f t, то реше-
ние задачи At для f t не единственно, и поэтому решение соответствующей задачи Ach также не единст-
венно. Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 5. Для того чтобы для фиксированного мультииндекса n m, � �, m � �� �0 0, , , и системы 
функций f ch, определяемых равенствами (33), задача Ach имела единственное решение, необходимо и до
статочно, чтобы мультииндекс n m, � � был слабонормальным для системы f t. Если решение задачи Ach 
единственно, то для ее решений справедливы представления (38) – (40). 

Приведем несколько очевидных следствий из теоремы 5.
Следствие 4. Пусть мультииндекс n m, � � является слабонормальным для f t. Тогда коэффициенты 

многочленов Q x P x P xm
ch ch

k
ch

; ; , , ;f f fch ch ch� � � � � � �, 1  – действительные числа.
Следствие 5.  Для того чтобы задача Ach имела единственное решение для любого n m, � �, необходимо 

и достаточно, чтобы система f t была слабосовершенной.
Следствие 6. Если мультииндекс n m, � � слабонормальный для f t, то линейные аппроксимации Эрмита – 

Чебышева � j
ch j

ch

m
ch

x
P x

Q x
;

;

;
f

f

f
ch

ch

ch� � � � �
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 определяются однозначно.

Нелинейные аппроксимации Эрмита – Чебышева
Определим теперь другую конструкцию для совместного приближения рядов (33).

Определение 11. Рациональные функции вида ̂ ^
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будем называть нелинейными аппроксимациями Эрмита – Чебышева для мультииндекса n m, � � и си-
стемы f ch.

При k = 1 существуют функции, для которых нелинейные аппроксимации Эрмита – Чебышева не 
существуют, и функции, для которых нелинейные аппроксимации Эрмита – Чебышева существуют, но 
не совпадают с линейными [7; 11; 12; 18; 40; 41]. Рассмотрим новую систему функций, обладающую 
аналогичным свойством. 

Пусть Fk , ; ,� � �� � �� �
�
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 – различные не рав-

ные нулю действительные числа. Аналогично теореме 4 доказывается следующая теорема.
Теорема 6. При всех n, начиная с некоторого n0 , для мультииндекса n m k

,
� �� �� �

� 1, m � �� �0 0, , , 
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УДК 519.9

СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ В ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ  
С ОБОБЩЕННЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ

А. И. ЖУК1), Е. Н. ЗАЩУК1)

1)Брестский государственный технический университет,  
ул. Московская, 267, 224023, г. Брест, Беларусь

Аннотация. Исследуются системы неавтономных дифференциальных уравнений с непрерывными обобщен-
ными коэффициентами в алгебре новых обобщенных функций. Система неавтономных дифференциальных уравне-
ний с обобщенными коэффициентами рассматривается как система уравнений в дифференциалах в алгеб ре новых 
обобщенных функций. Решением таких систем является новая обобщенная функция. Показано, что различные 
интерпретации решений данных систем могут быть описаны при помощи единственного подхода, использующего 
новые обобщенные функции. В настоящей статье в отличие от предшествующих работ описаны ассоциированные 
решения систем неавтономных дифференциальных уравнений с непрерывными обобщенными коэффициентами 
в пространстве L T� �.

Ключевые слова: алгебра новых обобщенных функций; дифференциальные уравнения с обобщенными коэф-
фициентами; функции ограниченной вариации.
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SYSTEMS OF EQUATIONS IN DIFFERENTIALS  
WITH GENERALISED DERIVATIVES OF CONTINUOUS FUNCTIONS
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aBrest State Technical University, 267 Maskowskaja Street, Brest 224023, Belarus
Corresponding author: A. I. Zhuk (aizhuk85@mail.ru)

Abstract. Herein, we investigate systems of nonautonomous differential equations with generalised coefficients using 
the algebra of new generalised functions. We consider a system of nonautonomous differential equations with generalised 
coefficients as a system of equations in differentials in the algebra of new generalised functions. The solution of such 
a system is a new generalised function. It is shown that the different interpretations of the solutions of the given systems 
can be described by a unique approach of the algebra of new generalised functions. In this paper, for the first time in the 
literature, we describe associated solutions of the system of nonautonomous differential equations with continuous gene-
ralised coefficients in the space L T� �.

Keywords: algebra of new generalised functions; differential equations with generalised coefficients; functions of finite 
variation.

Introduction
In this paper, we will consider the following system of equations with generalised coefficients on T a R�� ��0, :

 

x t f t x t L t i pi ij j

j

q

� � � � �� � � � �
�
� , , , ,
1

1  (1)

 x x0 0� � � ,  (2)

where f i p j qij
, , , , ,= =1 1  are some functions; x t x t x t x tp� � � � � � � � � ��� ��

1 2
, , ,  and L tj � �, j q=1, , are a conti-

nuous function of finite variation on T. L tj � � are derivatives in the distributional sense or we can say that L tj � � 
are derivatives in the Schwartz space. In general, since L tj � � is the distribution and f t x tij , � �� � not smooth 
functions, the products f t x t L tij j, � �� � � �  are not well defined and the solution of system (1) essentially depends 
on the interpretation. System (1) can describe the model of the rocket flight process or the model of the control 
problems with impulse actions. Let us recall some approaches to the interpretation of system (1).

The first approach is concerned with considering the system of equations in the framework of the distri-
bution theory. According to this approach, once the product of distributions from some classes is defined, then 
one tries to find the solution of the system of equations (1) in these classes of distributions. For example, 
in papers [1; 2] the product of some distributions and discontinuous functions was defined. See also mono-
graph [3] for another definition. Notice that the solutions of system (1) obtained using the products from [1–3] 
are different.

The second approach is to interpret system (1) as the following system of integral equations:

x t x f s x s L s i pi i ij j
t

j

q

� � � � � �� � � � ���
�

0

01

1, , , ,

where the integrals are understood in the Lebesgue – Stieltjes, Perron – Stieltjes sense, etc. [4; 5]. But in this 
approach the solution of the system of integral equations depends on the interpretation of the integral and the 
definition of the functions x ti � � in the discontinuity points of L tj � �.

The third approach is based on the idea of the approximation of the solution of system (1) by the solutions 
of the system of ordinary differential equations, which are constructed using the smooth approximation of the 
functions L tj � �. In monograph [3], it is shown that in this case the limit of the solutions of the smoothed equa-
tions exists.

In this paper, we will consider system of equations (1) using the algebra of new generalised functions from [6]. 
Thus we will interpret system of equations (1) as a system of equations in the differentials in the algebra of new 
generalised functions. Such interpretation says that the solution of system (1) is a new generalised function.

We investigate the system of nonlinear differential equations, the coefficients of which are generalised de-
rivatives of the continuous function of finite variation L tj � �. In previous papers [7–11] the general view of sys-
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tem (1) was considered. The coefficients in such systems are generalised derivatives of arbitrary functions of 
finite va riation L tj � �. Using the given sequence of numbers hn → 0 we construct a sequence of approxima ting 
equa tions, and the generalised solution is defined as the limit of a sequence of the solutions of approximating equa-
tions. It is found that generalised solution exists only under some additional conditions for the behaviour of 
the sequence hn in the case of discontinuous functions L tj � � and different generalised solutions exist for diffe rent 
se quences hn.

The main purpose of this article is to prove that the generalised solution exists for all sequences hn → 0, it 
is the solution of system of integral equations (1) and it is independent of the choice of hn in the case of con-
tinuous functions L tj � �.

The algebra of new generalised functions
In this section, we recall the definition of the algebra of new generalised functions from [6]. First, we define an 

extended real line ℜ using a construction typical for nonstandard analysis. Let � � � � � � �� ��
�x x R n Nn n n1
: ,  be 

a set of real sequences. We call two sequences xn� ��� and yn� ��� equivalent if there is a natural number N 
such that xn = yn for all n > N. The set ℜ of equivalence classes is called the extended real line, and any of the 
classes is named as a generalised real number.

It follows that R ��  as one may associate a class containing a stationary sequence with xn = x with any 
ordinary number x ∈ R. The product  xy  of two generalised real numbers is defined as the class of sequences 
equivalent to the sequence x yn n� �, where xn� � and yn� � are the arbitrary representatives of the classes x  and y, 
respectively. It is evident that ℜ is an algebra. For any segment T a R� � ��0,  one can construct an extended 
segment T  in a similar way. 

Consider the set of sequences of infinity differentiable functions f xn � �� � on R. We name two sequences 
f xn � �� � and g xn � �� � equivalent if for each compact set K ⊂ R there is a natural number N such that f x g xn n� � � � �

f x g xn n� � � � � for all n > N and x ∈ K. The set of classes of equivalent functions is denoted by �� �R  and its elements 
are called new generalised functions. Similarly, one can define the space �� �T  for any interval T a� � �0, . If we 
endow all these spaces with the natural operations of addition and multiplication they become algebras.

For each distribution  f  we can construct a sequence fn� � of smooth functions such that  fn converges to  f 
(i. e., one can consider the convolution of  f  with some δ-sequence). This sequence defines the new generalised 
function that corresponds to the distribution  f. Thus the space of distribution is a subset of the algebra of new 
generalised functions. However, in this settings, the infinite set of new generalised functions corresponds to 
one distribution (for example, by taking a different δ-sequence). We will say that the new generalised function 
f fn� � ��� �� is associated with a function  f  from some topological space if fn converges to  f  in this space.

Let f fn� � ��� ��  and g gn� � ��� ��  be new generalised functions. Then there is a composition defined by � � �f g f g x Rn n� � �� �� ��
�

�
���� �.

� � �f g f g x Rn n� � �� �� ��
�

�
���� �. In the same way, one can define the value of the new generalised function f  at the 

generalised real point  x xn� � ��� ���� as  f x f xn n� � � � �� ��� ��.
Let H denote the subset of ℜ of nonnegative «infinitely small numbers»: 

 H h h h h n N hn n n n� �� � � ��� �� � � � �� ���


: , , , lim .0 0  

For each h h Hn� � ��� ���  and f f Rn� � ��� ����� � we define a differential d f Rh
��� � by d f f x h f xh n n n

 � �� � � � �� ��� ��.
d f f x h f xh n n n

 � �� � � � �� ��� ��. The construction of the differential was proposed by N. V. Lazakovich [6].

Main results
In this section, we will formulate the main results of this paper. The proof of the theorem will be given in 

the next section.
Using the introduced algebras we can now give an interpretation of system of equations (1). We replace 

ordinary functions in system (1) by the corresponding new generalised functions and then write the system of 
equations in differentials in the algebra �� �R . So we have

 d x t f t x t d L t i ph
i ij

h
j

j

q

 















� � � � �� � � � �
�
� , , , ,
1

1  (3)
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with the initial value  

 

x xh0 0,
,�� � �  where  

h h H t t T x xn n n� � ��� ��� � � ��� ��� � � ��� ��, , , f fn� � ��� �� , x x n0 0� � ��� �� 

and L Ln� � ��� �� are elements of �� �R . Moreover f  and L are associated with  f  and L, respectively. If x  is as-
sociated with some (generalised) function x then we say that x is a solution of system (1).

It was shown in [12] that under some minor restrictions on the initial conditions there exists a unique 
solution of (3). The purpose of the present article is to investigate when the solution x (3) converges to some 
ordinary function and to describe all possible limits.

Let L t j q t T aj � � � � � � �, , , , ,1 0  be a continuous function of finite variation. We will assume that L t L aj � � � � �
L t L aj � � � � � if t > a and L t Lj � � � � �0  if t < 0. Denote the total variation of the function L L L Lq� ��� ��

1 2
, , ,  on the 

interval T by var var .
u T u Tj

q
jL u L u

� ��
� � � � ��

1

 A continuous function  f  is said to be Lipschitz continuous function with 

respect to its second variable x ∈ R if there exists a constant M > 0 and for all x x R1 2, ∈  and t ∈ T:

 f t x f t x M x x, , .1 2 1 2� � � � � � �  (4)

In this paper, we consider specific types of representatives of the new generalised functions. We take the 
following convolutions with δ-sequence as representatives of L from system (3):

L t L t L t s s dsn
j j

n
j

n

n

� � � �� �� � � �� � � ��� � ,

0

1

where � � � �n n n n

n

C R n s ds� � � � � �
��

�
��

� � �� �, , sup , ,0 0
1

1

0

1

 and f fn n� � � , � � 0,  � �n p
p

px x x n nx nx nx0 1

1

0 1, , , , , , ,�� � � �� ��  × 

×  � �n p
p

px x x n nx nx nx0 1

1

0 1, , , , , , ,�� � � �� ��  �� � �� �C Rp 1
, � x x dx dxp p

n

p
0 0

0
1

1
1

, ,

,

�� � � �
�
��

�
��

�
�  and sup , .� � �

��
�
��

�

0
1

1

n

p

By using representatives we can rewrite system (3) as follows:

 x t h x t f t x t L t h L t i pn
i

n n
i

n
ij

n n
j

n n
j

j
�� � � � � � � �� � �� � � � ��� �� �

�

, , ,1
11

q

� ,  (5)

 x t x tn h nn
� � � � �� �0 0,

.  (6)

The solution of (5) is constructed inductively starting from the interval 0, hn� � where the initial condi-
tions are given. Let t be an arbitrary point of T. There exist mt ∈ N and �t nh�� �0,  such that t m ht t n� �� . Set 
t khk t n� ��  for k = 0, 1, …, mt. Then the solution of system (5) can be written as

 x t x f t x t L t L t i pn
i

n
i

t n
ij

k n k n
j

k n
j

k� � � � � � � �� � � � � � ��
�

�
� ��0 1 1� , , , ..

k

m

j

q t

�

�

�
��
0

1

1

 (7)

Thus, we will understand the associated solution of (3) as a solution of the system of nonautonomous dif-
ferential equations (1), (2). Therefore, we have to investigate a limiting behaviour of (5), (6).

In order to describe the limits of the sequence xn, we consider the following system of integral equations:

 x t x f s x s dL s i pi i ij j
t

j

q

� � � � � �� � � � ���
�

0

01

1, , , .  (8)

Here and below all integrals are understood in the Lebesgue – Stieltjes sense. As it was shown in [13] there 
exists a unique solution of (8) if  f  is Lipschitz continuous function.

The following theorem from [12] gives necessary and sufficient conditions for the existence and uniqueness 
of the solutions of system (3).

Theorem 1. If the following equality holds for some representatives f f L Ln
ij ij

n
j j� �� � ��

, , x xn
i i� ��  , 

x xn
i i
0 0� ��  ,  for all sufficiently large n ∈ N and for all l = 0, 1, …:
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lim ,
t

l

l n
i

n n
i

l

l n
ij

n n
jd

dt
x h t x t d

dt
f t x t L h

� �
�� � � � ��� �� � � �� �

0
0 0 0 nn n

j

j

q

t L t�� � � � ��� ��
�
�

�
�

�

�
��

�

�
�� �

�
�
1

0

then a solution of system (3) exists and it is unique.
Lemma 1. Let  for all n = 0, 1, 2, … the following inequality holds:

 Z A A B Zn k k k
k

n

k

n

�
��

� � � ��1
11

,  (9)

where A, Ak , Bk are some nonnegative constants and Zk ≥ 0, k = 1, 2, …, n. Then

 Z A A Bn k
k

n

k
k

n

�
� �

� �
�

�
��

�

�
��

�

�
��

�

�
��� �1

1 1

exp .  (10)

P r o o f. Let us successively apply inequality (9):

Z A A B Z B Zn k
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k k n n
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1
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�
�� � �� � �

�

�
�
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�

�
�

�

� � �A A B A A B B A Ak
k

n

n k
k

n

n n k
k

n

1 1

1

1

1

2

1 ��
�

�
�� � �

�� � �� � �� �� �� �� � � �
�

�
��

�

�
�� �� ��

� �
�B B B B A A A Bn n k
k

n

n
k

n

1 2 1

1 1

1 1 1 1 1�� .

Let Zn � �
1
0 then inequality (10) holds, if A Ak

k

n
� �

�
�
1

0. In other cases we take the logarithm left and right 
parts of the chain of inequalities 

ln ln

ln

Z A A B

A A

n k
k

n

n
k

n

k
k

n

�
� �

�

� �
�

�
��
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�
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1 1
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�

�
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� � �
� � �ln ln .1

1 1 1

B A A Bn
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n
k

n

Then we obtain Z A A en k
k

n Bn
k

n

�
�

� �
�

�
��

�

�
��

�
� �

1

1

1
. The proof is completed.

Lemma 2. Let the function  f  be Lipschitz continuous with constant M satisfying (4). Then for the solu
tions x and xn of (8) and (5), respectively, the following inequalities hold  for all t, t1 ∈ T, t > t1 and l, n ∈ N.

1. x t C x x t C xn n t� � � �� � � � � � � �� �1 1
0 0
, ,�  where the constant C depends only on M, T  and var .

,u a b
L u

�� �
� �

2. x t x t M L u
u t t

� � � � � � � �
�� �1

1

var .
,

3. x t lh x t M L un n n
u t t lh nn

�� � � � � � � �
� � ��
��

�
��

var .

,
1

P r o o f. Let us prove the first inequality. For this purpose we will consider

x t x f s x s d L u x M L s C
u s

t

s t
� � � � � �� � � � � � � � � �

�� � �� ��0
0

0

0
0

1, var var
, ,

xx0� �.
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If we rewrite the solution of system (5) in the vector form, we will get 

x t x f t x t L t L t xn n t n k n k n k n k
k

m

n

t

� � � � � � � �� � � � � � ��
�

�
� ��

�

�

�0 1

0

1

0� , ��t� � �

� � �� � � � � � ��
�

�
� � � � ��

�

�

�
� f t x t L t L t x Mn k n k n k n k
k

m

n t s

t

, var
,

1

0

1

0
0

�
tt n tL s C x

� �
� � � � � �� �1 0 � ,

where we used the equality var var ,
u T n u T

L u L u
� �

� � � � �  derived from the definition Ln.

In the same way, we will get the second inequality

x t x t x f s x s dL s x f s x s dL s

f s

t t

� � � � � � � � �� � � � � � � �� � � � �

�

� �1 0

0

0

0

1

, ,

, xx s dL s M L u
t

t

u t t
� �� � � � � � �� �� �

1
1

var .
,

It follows the third inequality from the second one 

x t lh x t M L u Mn n n u t t lh n
u t t lh n

n
n

�� � � � � � � � �
� �� � � � ��

��
�
�

var var
,

,
1
��

� �L u ,

where we used the inequality var var ,
,

,
u a b n

u a b n

L u L u
�� � � ��

��
�
��

� � � � �
1

 derived from the definition Ln. The proof is completed. 

Then we will define the module of the x x x x p
T

� ��� ��
1 2
, , ,  as x xi

i

p

�
�
�

1
 and module of p q�� �-mat-

rix as f f ij
j

q

i

p

�
��
��
11

. We denote variation of the vector-function L L L Lq� ��� ��
1 2
, , ,  on A by var var ,

u A u A

j

j

q

L u L u
� ��

� � � � ��
1

var var ,
u A u A

j

j

q

L u L u
� ��

� � � � ��
1

 var lim var .
, ,u a b u a b
L u L u

�� � � � �� �
� � � � �

�� �0

Theorem 2. Let f ij, i p=1, , j q=1, , be Lipschitz continuous  functions satisfying (4) and L tj � �, j q=1, , be 

continuous functions of  finite variation. Suppose that 1 0
0 0

0
h

x x dt
n

n t

hn
�� � � ��  as n → ∞, hn → 0  for all t ∈ T, 

then the solution x tn � � of (5), (6) converges to the solution x t� �  from (8) in the Lebesgue space L T
1� �.

Proof of the main theorem
In this section we will prove theorem 2.
P r o o f. Let fix t ∈ T, then using (7) we obtain
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k n k n
j

k n
j

k
1 1

0

1

0

1 1

1� � � � � � � � � � � �� � � � � � ��� , ��
�

�
� �

�

�

�
��
k

m

j

q t

0

1

1

� � �� � � � � � � � � � �� � � ���
�

f s x s dL s x x f s x s dL sj j
t

j

q

n t
j j1

01

0

1

0

1 1

0

, ,�
��t

j

q

��
�

�
1

� � �� � � � � � ��
�

�
� ��

�

�

�
�� f t x t L t L tn

j
k n k n

j
k n

j
k

k

m

j

q t
1

1

0

1

1

,

� � �� � � � � � ��
�

�
� � � �� � � � �� �f t x t L t L t f t x t L tj

k k n
j

k n
j

k
j

k k
j
k

1

1

1

1, , LL tj k
k

m

k

m

j

q tt

� ��
�

�
� �

�

�

�

�

�
���
0

1

0

1

1

� � �� � � � � � ��
�

�
� � � �� � � ��

�
�f t x t L t L t f s x s dL sj

k k
j
k

j
k

j j
t

k t

1

1

1

0

, ,
�

mm

j

q t �

�
�� �

1

1



28

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2024;3:22–30
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2024;3:22–30 

� � � � � � � � � � � � � � �� �
�
�I t I t I t I t I tj j j j

j

q

0 1 2 3 4

1

.

We denote the constant C which depends only on M, T . It does not depend on n, hn, and t ∈ T and its 
value can change from one formula to another. Since f ij  are Lipschitz continuous functions, satisfying (4) 
and bounded for i p=1, , j q=1, , functions L tj � �, j q=1, , are continuous functions of finite variation, then 
I t C L tj

t h

j

n
1

0
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�� �
var .
,

Using the view of fn
ij and inequality (4), we obtain
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�

To estimate term I tj3 � �, j p=1, , we will divide the sum into two parts. Then we will make replacement of 
indexes of summation in the first part. We will use (4), the view of x t� � and lemma 2:
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Denote ŝ s tk� � � , s t tk k��� ��, ,1  and using the properties of Stieltjes integral we have
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Then 
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Combining the last inequality we have
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Lemma 1 implies the following estimation for the last equation:
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Let n → ∞, hn → 0. Since L tj � �, j q=1, , are continuous on the T and therefore are uniform continuous on 

it we have 1 0
0 0

0
h

x x dt
n

n t

hn
�� � � �� . The proof is completed.

Similar results for the system of autonomous differential equations in other space were obtained in [9; 14].
Theorem 3. Under the condition of  theorem 1, let f ij, i p=1, , j q=1, , be Lipschitz continuous  functions 

satisfying (4) and L tj � � are continuous functions of  finite variation ( )j q=1, . Suppose that 1 0
0 0

0
h

x x dt
n

n t

hn
�� � � ��

1
0

0 0

0
h

x x dt
n

n t

hn
�� � � ��  than the associated solution of (3) is the solution of (8) as n → ∞, hn → 0.

P r o o f. This is immediate consequence of the definition of the associated solution of (3) and theorem 1.
Thus, the class of the integral equation to which the associated solutions of systems of the nonautonomous 

differential equations satisfy, containing the generalised derivatives of continuous functions, is described by 
system (8).
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It should also be noted that from the proof of the theorems in the case of discontinuous functions L tj � � the 
proof of the main theorem of this article doesn’t follow, because the associated solutions of (3) are obtained in 
a different topological space.

It was shown in [6; 8; 11] that the solution of system (1) in the sense of the integral and approximate approa-
ches can be obtained from the solution of the system in differentials in the algebra of new generalised functions.
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УДК 515.12

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ  
ОДНОЙ ТОПОЛОГИИ ОЧАНОВСКОГО ТИПА

А. С. БЕДРИЦКИЙ 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Аннотация. Исследуется связь одной топологии очановского типа с другими топологиями гиперпространства, 
в частности с локально конечной топологией, топологией Фелла и топологией, порожденной метрикой Хаусдорфа. 
Во второй части статьи решается задача непрерывного продолжения исходного отображения X Yf� ��  на гипер-
пространства, снабженные указанной выше очановской топологией. Доказано, что замкнутые отоб ражения и только 
они допускают такое продолжение. 

Ключевые слова: топология очановского типа; локально конечная топология; топология Фелла; метрика Хаус-
дорфа; замкнутое отображение. 

ON SOME PROPERTIES  
OF ONE OČ AN TYPE TOPOLOGY

A. S. BIADRYTSKI a

aBelarusian State University, 4 Niezaliezhnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus

Abstract. The relation between one Očan type topology and other hyperspace topologies, such as locally-finite topo-
logy, Fell topology, Hausdorff metric topology are studied. In the second part of the article we solve the problem of conti-
nuous extension of a map X Yf� ��  on hyperspaces endowed with the Očan topology mentioned above. As a result, it’s 
proved that closed maps and only them have such extension. 

Keywords: Očan type topology; locally finite topology; Fell topology; Hausdorff metric topology; closed map.
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Введение
Классическими и наиболее распространенными методами топологизации экспоненты exp X  топологи-

ческого пространства X являются задание на ней топологии Вьеториса [1; 2; 3, с. 192] и задание метрики 
Хаусдорфа [2; 3, с. 441] в случае метризуемости пространства X. В процессе развития теории экспонен-
циальных пространств возникли и другие топологии, схожие по процедуре своего задания с топологией 
Вьеториса (их можно назвать топологиями вьеторисовского типа), такие как топология Фелла [4], локаль-
но конечная топология [5], а также топологии «hit and miss» [6; 7], являющиеся обобщением то пологий 
Вьеториса и Фелла. 

Несколько иной подход к введению топологии на экспоненте был предложен Ю. С. Очаном в рабо-
тах [8; 9] (такие топологии впоследствии названы очановскими). Топологии очановского типа и их при-
ложения далее рассматривали Р. П. Кашуба [10], В. В. Попов [11; 12], Л. Я. Энгельсон [13] и Г. Пранинс-
кас [14]. Отметим также, что топологией очановского типа является топология Пиксли – Роя [15, p. 51; 16], 
используемая при изучении экспоненты конечных множеств.

В настоящей работе исследуется одна из топологий очановского типа, определенная в [17] и обозначен-
ная здесь через τO. В первой части статьи выясняется связь этой топологии с другими топо логиями на экс-
поненте, в частности с топологией Фелла и локально конечной топологией, а во второй части статьи реша-
ется задача непрерывного продолжения отображения X Yf� ��  до отображения exp exp ,X Yg� ��  где 
exp X  и expY  снабжены указанной выше топологией τO, что «сближает» статью с публикациями [18; 19], 
в которых эта задача рассматривалась для экспоненты с топологией Вьеториса.

Отметим, что указанная задача относится к достаточно обширной области исследования функто-
риальных свойств топологических конструкций. Кроме экспоненты с той или иной топологией (как 
в упомянутых выше работах [18; 19]) и компактных расширений (классические примеры – стоун-чехов-
ская βX [3, с. 267] и волмэновская ωX [3, c. 272; 20] компактификации пространства X ), такими конст-
рукциями могут быть и расширения более общей природы (Ω-насыщения sβ X [21; 22]), функциональные 
пространства вида C X Y,� � (исходные объекты – упорядоченные пары X Y,� � топологических прост-
ранств [23–25]) и др.

Опишем основные понятия и обозначения, встречающиеся в тексте. Предполагаем, что далее все 
то пологические пространства удовлетворяют аксиоме отделимости T1. Для A X⊂  через A X� �  и A  бу-
дем обозначать замыкание множества A в пространстве X и мощность множества A соответственно. 
Под экспонентой (или гиперпространством) exp X  топологического пространства X понимаем множе-
ство всех непустых замкнутых подмножеств пространства X. Введем следующие обозначения: U F X F U� � � �� �exp ,

U F X F U� � � �� �exp , U F X F U� � � � � �� �exp , где U X⊂ ; O A B F X A F B, exp ,� � � � � �� �  где 

A B X, ;⊂  ^X x X x X� � �� �� �exp . Напомним, что предбазу топологии Вьеториса τV на exp X  обра-
зуют множества вида U + и U −, где U – открытое в X множество, а база τV состоит из множеств вида 

U U F X F U i i nn i
i

n

1

1

1, , exp , ,� � � � � �
�
�
�

��

�
�
�

���


 и F Ui� �� для всех U U F X F U i i nn i
i

n

1

1

1, , exp , ,� � � � � �
�
�
�

��

�
�
�

���


 где Ui – открытые в X множе-

ства. Предбаза топологии Фелла τF образована множествами X K\� �� и U −, где K – замкнутое ком-
пактное множество, а U – открытое в X множество. Базу τF составляют множества вида U U F X F U i i nn i
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 где Ui – открытые в X множества, а допол-

нение до множества Ui
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= 1


 компактно. Топология τO [17] порождена базой, состоящей из множеств 

вида O A U, ,� �  где A – либо пустое, либо конечное множество в X, состоящее не менее чем из двух 
точек, а U – открытое в X множество. Экспоненту с топологией τO далее будем обозначать через exp .O X  
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 где 

 � �� �U� � �  – локально конечное семейство открытых в X множеств, порождает на экспоненте ло-
кально конечную топологию τLF [5]. 

Для метризуемого топологического пространства X обозначим через ΩX  множество всех допусти-
мых (т. е. согласованных с топологией) метрик на  X. Для метрики ���X  примем следующие обозначения: 
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B x y X x y� � � �, ,� � � � � � �� � – ε-окрестность точки x X∈  (или открытый шар); B A B x
x A
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�


 – 

ε-раздутие множества A X⊂  относительно метрики ρ ρ;  ̂ – соответствующая метрика Хаусдорфа на 
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 – топология 

на exp ,X  заданная метрикой ̂ρ (здесь допускаем �̂ F P,� � � � для некоторых F P X, exp ,∈  что не влияет 
на определение топологии �

�̂
).

Для множества ℳ � �� �� �
�̂

�X� �� �� �
�̂

�X  в полной решетке  𝒯 всех топологий на exp X  определены инфи-

мум τinf и супремум τsup ( ,inf� � �
�

� � �� �^
�X( ,inf� � �

�
� � �� �^

�X  а топология τsup задана предбазой � �� �� �
�̂

�X ).� �� �� �
�̂

�X ). Как ока-
залось, τsup = τLF [5]. Для инфимальной топологии τinf справедливо соотношение τF ≤ τinf (т. е. τF ⊂ τinf ), 
каждое из соотношений τinf = τF, τV ≤ τinf , τinf = τV и τinf = τLF равносильно компактности пространства X, 
а соотношение τinf ≤ τV равносильно наличию в X счетной базы [26; 27]. 

Соотношение топологии τO  
с другими экспоненциальными топологиями

Приведем некоторые свойства топологии τO, установленные в [17]. Отметим сначала, что отображе-
ние X ∋X x x X� �� �� ^ является гомеоморфизмом пространства X и подпространства ^X X⊂ expO  (экспо-
ненциальные топологии с указанным свойством называют допустимыми [2]). Заметим, что не всякая 
топология очановского типа обладает этим свойством: например, очановские топологии, рассмотрен-
ные в работах [11–14], индуцируют на ^X , как правило, дискретную топологию. 

Определим далее в expO X  подпространства exp exp ,n X F X F n� � �� �O  n∈, exp exp ,�
�

�

�X Xn
n 1



 

exp exp� X F X F� � ��� �O 0  и сформулируем утверждение, описывающее структуру пространства 
exp .O X

Предложение 1 [17]. Подпространство expn X  при любом n∈ замкнуто в expO X, подпростран
ство exp∞ X  всюду плотно в expO X, и при любом n∈ любая точка F X Xn n� �exp exp1 \  изолирована 
в exp .n X+ 1

Кроме того, имеет место следующее предложение.
Предложение 2 [17]. Если F – замкнутое подмножество множества X, то expOF  – замкнутое под

пространство в exp .O X
Приведем далее утверждение об отделимости пространства exp .O X
Предложение 3 [17]. Пространство expO X  есть T1пространство. Пространство expO X  хаусдор

фово (регулярно, вполне регулярно) тогда и только тогда, когда пространство X хаусдорфово (соот
ветственно, регулярно, вполне регулярно). 

При хаусдорфовости пространства  X случай компактности expO X  описывает следующее предложение.
Предложение 4 [17]. Для хаусдорфова пространства X эквивалентны условия: 
1) expO X  компактно; 
2) expO X  счетно компактно; 
3) X конечно.
Характером множества A в X называют минимальную мощность окрестностной базы множества A 

(т. е. семейства α окрестностей множества A такого, что для любой окрестности U множества A найдется 
множество V ∈ α, содержащееся в U ).

Предложение 5 [17]. Пусть пространство X регулярно. Пространство expO X  удовлетворяет пер
вой аксиоме счетности тогда и только тогда, когда X не более чем счетно, а множество D всех пре
дельных точек пространства X компактно и имеет не более чем счетный характер в X. 

Предложение 6 [17]. Пространство expO X  метризуемо тогда и только тогда, когда X – не более 
чем счетный метризуемый компакт. 

Следующая теорема сформулирована в [17] без доказательства, однако ввиду ее важности для даль-
нейшего изложения считаем уместным привести ниже ее полное доказательство. 

Теорема 1 [17]. Справедливо соотношение τV ≤ τO. При этом топологии τV и τO совпадают тогда 
и только тогда, когда пространство X дискретно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Множества вида U �� �V, где U открыто в X, очевидным образом принадлежат 
топологии τO, поскольку U O U�� �� ��, .�O  Рассмотрим теперь элемент предбазы топологии τV вида V − 
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и произвольное множество F V� �. Если F x�� �, то F O V V� �� � � �
, . Если F ≥ 2, то возьмем, например, 

множество O x y X, , ,� �� �  где x F V� � , а y F x� � �\ . В таком случае F O x y X V� � �� � � �
, , . Тем са мым по-

лучаем, что V ���
O
. Так как все элементы предбазы топологии τV принадлежат топологии τO, то � �

V O
� .

Пусть теперь � �
V O
�  и, в частности, � �

O V
� . Выберем произвольным образом две различные точки 

x y X, ∈  (случай одноточечного пространства X тривиален) и образуем множество O x y X, , .� �� �  Исходя 
из условия, оно принадлежит топологии Вьеториса, значит, для множества x y O x y X, , ,� �� � �� � найдется 
элемент базы топологии τV вида U Un1, ,…  такой, что x y U U O x y Xn, , , , , .� �� � � � �� �1  Пусть V – пе-
ресечение множеств из семейства U Un1, , ,�� �  содержащих точку x, а W – пересечение множеств из 
семейства U Un1, , ,�� �  содержащих точку y. Тогда будет справедливым включение V y W x U Un\ \� � � � � �, , , .1

V y W x U Un\ \� � � � � �, , , .1  Предположим, что хотя бы одно из множеств V y W x\ \� � � �,  содержит более одной точки. 
Пусть, например, z V y� � �\  и z ≠ x. В таком случае множество z y,� � лежит в V y W x\ \� � � �, , а вместе 
с тем и в O x y X, , .� �� �  Следовательно, x y z y, , ,� ��� �  откуда вытекает равенство z = x. Получили проти-
воречие. Значит, открытые множества V y W x\ \� � � �,  одноточечны, а из произвольности выбора точек x 
и y вытекает, что пространство X дискретно.

Докажем обратное утверждение. Пусть пространство X дискретно. Достаточно показать, что � �
O V
� . 

Рассмотрим произвольный элемент базы топологии τO вида O A U, .� �  Если A = ∅, то O U U�� � � ��, .�V  
Если A a an� �� �1, ,  (a ai j≠  при i ≠  j, n ≥ 2), то искомое соотношение получим, представив множество 
O A U,� � в виде O A U a a Un, ,� � � � � ��� � � �� � �

1  где ai� � �� �V  для любого i, 1 ≤ i ≤ n, ввиду дискрет-
ности пространства X. Теорема доказана. 

Следствие 1. Справедливо соотношение τF ≤ τO. При этом топологии τF и τO совпадают тогда 
и только тогда, когда пространство X конечно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство первой части утверждения очевидным образом вытекает из тео-
ремы 1 и соотношения τF ≤ τV.

Пусть теперь τF = τO. Из этого равенства и соотношений τF ≤ τV и τV ≤ τO (см. теорему 1) следует совпа-
дение топологий τF = τO = τV. Согласно теореме 1 равенство τO = τV влечет дискретность пространства X. 
Поскольку соотношение τF = τV равносильно компактности пространства X (см., например, [28, p. 144]), 
то получаем, что пространство X является конечным. 

Докажем обратное утверждение. Пусть пространство X конечно. Следовательно, τF = τV. Поскольку X 
также является дискретным пространством, то из теоремы 1 получаем совпадение топологий τV = τO. 
Следствие доказано. 

Теорема 2. Соотношение τO ≤ τLF имеет место тогда и только тогда, когда пространство X дис
кретно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть X дискретно. Тогда в силу теоремы 1 τV = τO. Далее получаем требуемое 
из известного соотношения τV ≤ τLF.

Пусть теперь τO ≤ τLF. Выберем произвольным образом две различные точки x y X, ∈  и образуем мно-
жество O x y X, , .� �� ���O  Исходя из условия, для множества x y,� � найдется окрестность из базы тополо-
гии τLF вида   такая, что x y O x y X, , , ,� �� � � �� �  где  – локально конечное семейство открытых 
в X множеств. Нетрудно показать, что в таком случае семейство  будет конечным, т. е.  � �� �U Un1, , , 
и, следовательно,  � � �U Un1, , .�V  Далее рассуждения те же, что и при доказательстве второй час-
ти теоремы 1 (случай τO ≤ τV). Теорема доказана.

Теорема 3. Соотношение τLF ≤ τO имеет место тогда и только тогда, когда в пространстве X любое 
локально конечное семейство открытых множеств конечно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если в X любое локально конечное семейство открытых множеств конечно, то 
τLF = τV [5]. Далее получим искомое соотношение τLF ≤ τO, применив теорему 1. 

Докажем обратное утверждение. Пусть τLF ≤ τO. Предположим, что в X существует бесконечное ло-
кально конечное семейство открытых множеств . В таком случае можем образовать замкнутое множе-
ство P, выбрав в каждом множестве из  по одной точке. Ясно, что P∈  . Исходя из условия, мож но 
подобрать конечное множество A ⊂ P, содержащее по крайней мере две точки, и открытое в X мно жест-
во U таким образом, что P O A U� � � �, .  Это значит, что A∈  . Но тогда вопреки предположению 
получим, что семейство  конечно. Теорема доказана.
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Из теорем 2 и 3 вытекает следствие 2.
Следствие 2. Топологии τLF и τO совпадают тогда и только тогда, когда пространство X конечно. 
Пусть далее пространство X метризуемо, ���X  (т. е. ρ – некоторая допустимая метрика на X  ) и ρ̂ –  

соответствующая метрика Хаусдорфа на exp .X
Теорема 4. Соотношение � �

�̂
� O имеет место тогда и только тогда, когда метрическое прост

ранство X, �� � вполне ограничено. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть � �

�̂
�

O
. Для произвольного ε > 0 рассмотрим открытый шар B X

�
�

^
,� � 

в метрическом пространстве exp , .X �̂� �exp , .X �̂� �  Исходя из условия, это множество принадлежит τO. Тогда для 
множества X (как элемента экспоненты) найдется окрестность вида O A U,� � такая, что X O A U B X� � � � � �, ,

�
�^

X O A U B X� � � � � �, ,
�

�^  (при этом U, очевидно, совпадает с X  ). Для конечного множества A X⊂  существуют две воз-
можности: A = ∅ и A ≥ 2. Рассмотрим первый случай. Тогда O X X�� � �, exp , и, значит, B X X

�
�^ , exp .� � �  

Выберем некоторую точку x X
0
∈ . Тогда �̂ � �x X x x

x X
0 0� �� � � � � �

�
, sup , , и, сле довательно, � �x x, 0� � �  для 

любого x ∈ X. Значит, множество x0� � – конечная ε-сеть для пространства X. Перейдем ко второму слу-
чаю, когда A ≥ 2. Из включения O A X B X, ,� � � � ��

�
^

 следует, что �̂ � �A X x A
x X

, sup , ,� � � � � �
�

 откуда 

� �x A,� � �  для любого x ∈ X. Таким образом, множество A X⊂  является конечной ε-сетью для прост-
ранства X, что и требовалось доказать. 

Докажем теперь обратное утверждение. Пусть X вполне ограничено. Рассмотрим произвольное замк-
нутое множество F X∈exp  и его окрестность (в экспоненте) B F

�
�

^
, ,� �  ε > 0. Возможны два случая: 

F a�� � (т. е. множество F одноточечное) и F ≥ 2. В первом случае положим, что U B a� � �� �, , и рас-
смотрим множество O U�� �, . Очевидно, что F O U� �� �, , а для любого P O U� �� �,  выполняются 
включения P B F� � �� �,  и F B P� � �� �, , откуда �̂ �F P, ,� � �  и, следовательно, P B F� � ��

�
^

, . Соотноше-
ния F O U B F� �� � � � �, ,

�
�

^
 доказаны. Во втором случае воспользуемся тем, что любое множество в X 

тоже вполне ограничено (см., например, [3, с. 396]), и выберем конечное множество A F⊂  так, чтобы 
F B a

a A
� � �

�
� �, .



 При этом можем считать, что A неодноточечно, A a an� �� �1, , , n ≥ 2. Рассмотрим мно-

жество O A U, ,� �  где U B ai
i

n
� � �

�

, .�
1



 Ясно, что F O A U� � �, , а для любого P O A U� � �,  выполняются 

соотношения P B A B F� � � � � �� �� �, ,  и F B A B P� � � � � �� �� �, , , откуда �̂ �F P, ,� � �  и, следовательно, 
P B F� � ��

�
^

, . Получаем включения F O A U B F� � � � � �, , .
�

�
^

 Итак, в обоих случаях имеем со отношение 
� �
�̂
�

O
. Теорема доказана. 

Теорема 5. Соотношение � �
�O �
^

 имеет место тогда и только тогда, когда существует ε > 0 та
кое, что � �x y,� � �  для любых различных точек x y X, ∈  (метрику с таким свойством можно назвать 
равномерно дискретной). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть � �
�O

� ^. Предположим, что в X существует предельная 
точка ξ, тогда найдется последовательность xn n� � �

�
1 такая, что xn ≠ xk при n ≠ k, xn ≠ ξ и � �x nn ,� � � 1  

для всех n∈. Образуем множества A x nn�� �� �� ��   и A x k nn k� �� �. В таком случае ̂� A A nn , ,� � � 2  

по скольку B A n An� ,
2�

�
�

�
�
� �  для любого n∈, т. е. An сходится к A относительно топологии �

�̂
, а значит, 

и относительно топологии τO. Но для окрестности O x X� �, ,1� �� �� O множества A (как элемента exp )X  
имеет место соотношение A O x Xn� � �� ��, ,1  при всех n∈. Получили противоречие. Таким образом, 
пространство X дискретно. 

Предположим теперь, что в X существуют последовательности xn n� � �
�

1 и yn n� � �
�

1 такие, что x yn n≠  

для любого n∈ и � x yn n, .� �� 0  Можем считать, что � x y nn n,� � � 1  для всякого n∈. Заметим, что 

ни одна из последовательностей xn n� � �
�
1
, yn n� � �

�
1 не содержит стационарной подпоследовательности. 

Действительно, допустим, что xn ii� �
�

�

1
 – стационарная подпоследовательность и x zni =  для всех i ∈. 
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Тогда y zni →  и y zni ≠  при любом i ∈,  что противоречит дискретности пространства X. В таком случае 
можно выбрать последовательность номеров n1 < n2 < … так, чтобы x i y in ni i

�� �� �� � ��  . Опи-
шем процедуру выбора таких подпоследовательностей. В качестве xn1

 и yn1
 возьмем x1 и  y1. Пусть но-

мера n1 < n2 < … < nk выбраны таким образом, что x yn ni j
≠  при i ≠  j. Поскольку последовательности 

xn n� � �
�

1 и yn n� � �
�

1 не имеют стационарных подпоследовательностей, то можно выбрать номер m > nk 
такой, что множества x i k y i kn ni i

1 1� �� �� � �� � и x p m y p mp p�� �� �� � дизъюнктны. Тогда пола-
гаем, что nk + 1 = m. Поэтому без ограничения общности можно считать, что xn ≠ xk при n ≠ k, y yn k≠  при 
n ≠ k и x n y nn n�� �� �� � ��  .

Далее пусть D x nn� �� � , D D y k nn k� � �� �. Тогда из неравенства � x y nn n,� � � 1  вытекает оценка 

�̂ �D D y D nn
k n

k, sup , ,� � � � � �
�

1  а с ней вытекает и сходимость Dn к D относительно топологии �
�̂
 и (как 

следствие соотношения � �
�O � ^) относительно топологии τO. Но для окрестности O D�� ��, �O множе-

ства D имеем D O Dn� �� �,  при любом n∈. Получили противоречие. Необходимость доказана.
Достаточность. Исходя из условия, выберем такое ε > 0, что � �x y,� � �  для любых различных то-

чек x y X, ,∈  и для произвольного множества F X∈exp  рассмотрим окрестность B F
�

�^ , .� �  Пусть P B F� � ��
�^ , ,

P B F� � ��
�^ , , т. е. �̂ �F P, .� � �  Тогда имеем: 1) � �x P,� � �  для любого x F∈ ; 2) � �y F,� � �  для любого 

y P∈ . Ввиду выбора ε > 0 из 1) получаем, что F P⊂ , а из 2) следует включение P F⊂ . Таким образом, 
B F F
�

�
^

, ,� � � � �  откуда вытекает дискретность пространства exp , ,X �̂� �exp , ,X �̂� �  что в свою очередь влечет ис-
комое соотношение � �

�O
� ^. Теорема доказана. 

Следствие 3. Топологии τO и �
�̂
 совпадают в том и только в том случае, когда пространство X ко

нечно. 
Исследуем далее взаимосвязь топологий τO и τinf. Приведем некоторые свойства τinf, которые пона-

добятся в последующем изложении. 
Напомним, что пространство X называется секвенциальным, если для любого не замкнутого в X 

множества A найдутся точка x X A∈ \  и последовательность a An n� � �
�

�
1

, сходящаяся к x.
Будем писать F Fn inf

� ��  ( ),F Fn �̂
� ��  если последовательность F Xn n� � �

�
�
1
exp  сходится к F от-

носительно топологии τinf (метрики Хаусдорфа ρ̂ соответственно). 
Предложение 7 [27]. Пространство exp X  c топологией τinf секвенциально. 
Следующее предложение описывает связь между сходимостью в τinf и сходимостью по метрике Хаус-

дорфа. 
Предложение 8 [27]. Если F Xn n� � �

�
�
1
exp , F X∈exp  и F Fn inf

� �� , то найдутся метрика ���X  
и подпоследовательность Fn ii� �

�

�

1
, для которых F Fni �̂

� �� .
Следующие предложения описывают связь топологии τinf с топологиями Вьеториса τV и Фелла τF. 
Предложение 9 [27]. Справедливо соотношение τF ≤ τinf.
Предложение 10 [27]. Для метризуемого пространства X равносильны условия:
1) τinf = τV ;
2) τV ≤ τinf ;
3) X компактно;
4) τinf = τF.
Теорема 6. Соотношение τinf ≤ τO имеет место тогда и только тогда, когда пространство X об

ладает счетной базой.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть X обладает счетной базой. В таком случае X допускает вполне ограни-

ченную метрику ρ (см., например, [3, с. 398]). Тогда из теоремы 4 получаем соотношение � �
�̂
� O, от куда 

в свою очередь вытекает τinf ≤ τO.
Идея доказательства обратного утверждения та же, что и в [27, теорема 9]. Предположим, что в X 

нет счетной базы. Тогда, поскольку X имеет σ-дискретную базу (см., например, [3, с. 418]), в X можно 
выбрать вполне упорядоченное замкнутое дискретное (как подпространство) множество A a� �� �� � �1  

(aα ≠ aβ при α ≠ β), где ω1 – первый несчетный ординал. Пусть A a� � � �� �� �,  � �� �A� � �
1
. Ясно, 
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что A ∉ , но при этом A�� � O  (замыкание множества  в τO), а так как τinf ≤ τO, то A�� �
inf

 (замы-
кание множества  в τinf ). Ввиду предложений 7 и 8 найдутся множество B X∈exp ,\  последователь-
ность A

n n�� � �
�

�

1
 и метрика ���X  такие, что A B

n� �̂
� �� .

Исследуем далее взаимное расположение множеств A и B. Предположим сначала, что множество 
B A\  не пусто. В таком случае фиксируем некоторую точку b B A

0
∈ \ . Обозначим � �0 0� � �b A, . Ясно, что 

ε0 > 0. Тогда для любого множества A
nλ  справедлива оценка sup , , , ,

b B
b A b A b A

n n
�

� � � � � � � � �� � � �� �0 0 0  от-

куда �̂ ��B A
n

,� � � 0 для всех n∈, что противоречит сходимости A B
n� �̂
� �� . Таким образом, B ⊂ A.

Далее предположим, что найдутся точки a B��  и a B��  такие, что α < β. Выберем ε > 0 так, чтобы 
B a A a� � ��,� � � �� � и B a A a� � ��, .� � � �� �  Для всех n∈, начиная с некоторого номера, ̂� ��B A

n
, ,� � �  

и, следовательно, a A
n� �� . Поскольку a A

n� ��  (так как α < β) и ̂� ��B A
n

, ,� � �  то a B�� . Получили про-
тиворечие. Таким образом, если a B�� , то a B��  для всех α < β. 

Пусть далее существует не более чем счетный ординал λ0 такой, что λ < λ0 для любой точки a B�� . 
Можно полагать, что λ0 – первый ординал среди таких ординалов, и тогда B A� �0

, что невозможно, по-
скольку B X∈exp .\

Итак, получаем равенство B = A. Известно (см., например, [3, с. 25]), что для всякой последователь-
ности ординалов λ1, λ2, …, меньших, чем ω1, найдется такой ординал λ0 < ω1, что λi < λ0 для всех i ∈. 
Фиксируем ε > 0, при котором B a A a� � ��

0 0
, .� � � �� �  Поскольку B = A, то �̂ ��B A

n
,� � �  для каждого 

n∈, что противоречит сходимости A B
n� �̂
� �� . Теорема доказана. 

Следствие 4. Для метризуемого пространства X равносильны условия:
1) τO ≤ τinf ;
2) X конечно;
3) τO = τinf.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Импликация 1) ⇒ 2). Так как τV ≤ τO (см. теорему 1), то τV ≤ τinf, что равносильно 

τinf = τF (см. предложение 10), откуда получаем равенство τF = τO, которое (см. следствие 1) эквивалент-
но конечности пространства X. Импликация 2) ⇒ 3). Поскольку пространство X конечно, то exp X  – ко-
нечное множество, и, следовательно, в силу выполнения для τO и τinf аксиомы отделимости T1, τO и τinf – 
одна и та же дискретная топология. Импликация 3) ⇒ 1) очевидна. Следствие доказано.

Следствие 5. Топологии τinf и τO несравнимы тогда и только тогда, когда вес пространства X не
счетен. 

Непрерывное продолжение отображения  
на экспоненты с топологией τO

Исследуем вопрос об условиях существования непрерывного продолжения exp expO OX Yg� ��  отобра-
жения X Yf� �� . Отображение exp expX Yg� ��  будем называть продолжением отображения X Yf� ��  
на экспоненты exp X  и exp ,Y  если g x f x� �� � � � �� � для любого x X� ��exp . Если, кроме того, g F f F

Y� � � � ��� ��
g F f F

Y� � � � ��� ��  для любого F X∈exp , то отображение exp expX Yg� ��  назовем каноническим продолже-
нием. Далее каноническое продолжение будем обозначать через f . Выясним условия «каноничности» 
непрерывного продолжения для топологии τO.

Теорема 7. Пусть для непрерывного продолжения exp expO OX Yg� ��  отображения X Yf� ��  име
ет место равенство g A f A� � � � � для любого конечного подмножества A пространства X. Тогда g f= .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть F X∈exp  и F � �. Вначале отметим, что если F O U� �� �, , где U от-
крыто в X, то F O A U O U� � � � �� �, ,  для любого конечного множества A F⊂  такого, что A ≥ 2. Рас-
смотрим окрестность V (в Y ) некоторой точки �� � �g F . Множество V – есть окрестность g F� � в expOY  
ввиду соотношения τV ≤ τO (см. теорему 1). Из непрерывности отображения g для множества F (как 
элемента экспоненты) можно подобрать окрестность вида O A U,� � так, чтобы g O A U V, ,� �� � � �  где 
A ≥ 2. Поскольку A O A U� � �, , то g A f A V� � � � �� �, т. е. f A V� � � � �, откуда f F V� � � � �. Ввиду 

произвольности выбора окрестности V получаем, что �� � ��� ��f F
Y

, и, следовательно, g F f F
Y� � � � ��� �� . 

Далее предположим, что существует точка �� � ��� �� � �f F g F
Y
\ . Так как множество g F� � замкнуто, то 



38

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2024;3:31–39
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2024;3:31–39 

найдется также точка y f F g F� � � � �\ . Рассмотрим окрестность O Y y� � �� �, \  множества g F� � в exp .OY  
В силу непрерывности отображения g для множества F можно подобрать окрестность вида O A U, ,� �  
где A ≥ 2, так, чтобы g O A U O Y y, , .� �� � � � � �� �\  Выберем далее точку x f y F� � � ��1

. Тогда множе-
ство x A X� �� �expO  является элементом O A U, ,� �  значит, g x A f x A O Y y� ��� � � � ��� �� � � �� �, ,\  
т. е. f x f x A Y y� �� � ��� � � � �\ . Таким образом, получили противоречие (так как y f x� � �). Следова-
тельно, имеет место включение f F g F

Y� ��� �� � � �. Итак, g F f F
Y� � � � ��� �� . Теорема доказана. 

Выясним теперь условия непрерывности канонического продолжения f . Исходное отображение 
X Yf� ��  считаем далее непрерывным.

Теорема 8. Отображение exp expO OX Yf� ��  непрерывно тогда и только тогда, когда отобра
жение X Yf� ��  замкнуто (т. е. f F� � замкнуто в Y для любого замкнутого в X множества F). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть отображение f  непрерывно. Предположим, что сущест-
вует замкнутое множество F X⊂ , для которого f F f F

Y� ��� �� � � � �\ . Выберем точки �� � ��� �� � �f F f F
Y
\  

и y f F� � � и образуем в expOY  окрестность O y Y�, ,� �� � множества f F f F
Y� � � � ��� �� . Тогда, исхо-

дя из непрерывности f , найдется окрестность множества F вида O A U,� � такая, что f O A U O y Y, , , .� �� � � � �� ��

f O A U O y Y, , , .� �� � � � �� ��  В случае если A = ∅, рассмотрим множество x O U� �� �� �, , где x ∈ F и f x y� � � . Тогда 

f x f x O y Y� �� � � � �� �� � �� ��, , , и, значит, �, ,y f x y� �� � �� � �� �  что невозможно. Если A ≥ 2, то f A f A O y Y� � � � �� � �� ��, , ,

f A f A O y Y� � � � �� � �� ��, , , следовательно, множество f A� � содержит множество �, ,y� �  откуда (ввиду вклю-
чения f A f F� � � � �) получаем, что �� � �f F  вопреки предположению. Значит, f F f F

Y� ��� �� � � �. Замк-
нутость отображения X Yf� ��  доказана. 

Достаточность. Пусть отображение X Yf� ��  замкнуто. Для образа f F f F� � � � � точки F (в экспо-
ненте) рассмотрим произвольную окрестность вида O B V, .� �  Если множество B пусто, то в силу замк-
нутости отображения  f  имеет место включение f O U O B V�� �� � � � �, , , где U f V� � ��1

. Пусть теперь 
B ≥ 2. В таком случае для множества B можно подобрать конечное множество A F⊂  так, чтобы f A B� � � . 

Тогда для множества F образуем окрестность вида O A U, ,� �  где U f V� � ��1
. Замкнутость функции  f 

обеспечит включение f O A U O B V, , .� �� � � � �  Теорема доказана. 
В завершение рассмотрим отображение expO из категории CLOS топологических T1-пространств 

и непрерывных замкнутых отображений в категорию TOP1 топологических T1-пространств и непре-
рывных отображений, сопоставляющее каждому объекту X из категории CLOS его экспоненту exp ,O X  
а каждому морфизму X Yf� ��  категории CLOS его непрерывное продолжение exp exp .O OX Yf� ��  
Теорема 8 позволяет сформулировать следствие 5.

Следствие 5. Отображение expO является ковариантным функтором из категории CLOS в кате
горию TOP1.

Замечание. В силу теоремы 8 категорию CLOS можно считать естественной (т. е. максимальной 
в рамках категории TOP1) областью определения функтора exp .O
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ПОСТРОЕНИЕ МЕХАНИКО -МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ  
ВЯЗКОУПРУГОГО БЛОЧНОГО ЭЛЕМЕНТА ДЛЯ РЕШЕНИЯ  

ДИНАМИЧЕСКИХ ЗАДАЧ ГЕОМЕХАНИКИ  
МЕТОДОМ ДИСКРЕТНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

М. А. НИКОЛАЙЧИК1), ЧЖАН ШИЦИ1)
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Аннотация. Рассматриваются методы численного моделирования, которые яв ляются эффективными ин-
струментами решения инженерно-геомеханических задач. Приводится процедура построения механико-мате-
матической модели одного типа вязкоупругого блочного элемента. На основе такого типа блочных элементов 
представляется возможным использование метода дискретных элементов для моделирования состояния массива 
горных пород в областях, где предположение о сплошности нарушается. Результирующие уравнения, описываю-
щие поведение предложенного блочного элемента, получены с применением классических законов механи-
ки. Выполнен ряд численных экспериментов, рассмотрены различные варианты начальных условий, а также 
параметры связей между элементами блока. Разработан алгоритм, позволяющий описывать динамику блока, 
состоящего из n элементов. Проведена оценка быстродействия разработанного алгоритма с использованием  
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последовательных и параллельных вычислений. Полученные результаты могут применяться для решения 
динамических задач геомеханики методом дискретных элементов в областях породного массива, в которых на-
рушается гипотеза о сплошности.

Ключевые слова: численное моделирование; механико-математическое моделирование; механика деформируе-
мого твердого тела; элементы дискретного метода; граничные условия; подземная геомеханика; деформируемый 
блочный элемент.
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Abstract. Numerical simulation methods have become one of the effective tools to solve geomechanical engineering 
problems. The paper presents a procedure for constructing a mechanical and mathematical model of one type of visco-
elastic block element. Based on this type of block element, it seems possible to apply the discrete element method for 
modelling the state of a rock massif in areas where the continuity assumption is violated. The resulting equations descri-
bing the behaviour of the proposed block element are obtained using classical laws of mechanics. A number of numerical 
experiments were carried out, different variants of initial conditions were considered, as well as parameters of connections 
between the elements of the block. An algorithm is developed to describe the block consisting of n elements dynamics. 
The performance of the developed algorithm using sequential and parallel computations has been evaluated. The obtained 
results can be used to solve dynamic problems of geomechanics by the discrete element method in the areas of rock massif 
where the continuity hypothesis is violated.

Keywords: numerical simulation; mechanic-mathematical modelling; mechanics of deformable solids; discrete me-
thod elements; boundary conditions; underground geomechanics; deformable block element.
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Introduction
Currently, combined continuous and discrete models are increasingly used when solving subsurface geome-

chanical problems. In 1996, researcher T. Belytschko from the Northwestern University in the United States 
proposed a meshless approximation based on moving least-squares, kernels, and partitions of unity [1]. Then 
in 2004, S. H. Li and others from Asia proposed a continuum-based discrete element method for a continuous 
de formation and failure process [2]. And just after two years, in 2006, A. K. Ariffin and his colleagues used the 
numerical modelling based on the combination of finite element method (FEM) and the discrete element me-
thod (DEM) to simulate crack propagation under mixed mode loading [3]. In 2008, A. Karami and D. Stead 
investigates the processes of joint surface damage and near-surface intact rock tensile failure using a hybrid 
FEM and DEM code [4]. Also J. P. Morris and other researchers investigated the effect of explosive and impact 
loading on geological media using the FEM and DEM methods [5]. In 2022, D. S. Zhurkina and her colleagues 
simulated the modelling of shear localisation and transition of the geoenvironment to unstable deformation 
modes based on the DEM [6]. In addition, many scientists have analysed the application of numerical methods 
in geomechanics1. 

1Zhuravkov M. A. Modern numerical methods in mechanics : a course of lectures. Minsk : Belarus. State Univ., 2022. 132 p.
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Continuous numerical methods (FEM, boundary element method (BEM)) are used when studying the stress-
strain state (SSS) in regions distant from the underground rock mass structure [7]. Continuum methods [8] 
are not completely suitable for considering regions of rock masses with clearly identified block structures or 
fracture zones, whereas discrete methods allow the disruption of the continuity hypothesis to be of great help 
in studying rocks. And when studying the behaviour of nearby regions, it is more suitable and accurately to use 
the DEM for modelling with various modifications, which makes it possible to directly consider cracks and 
block structures [9]. 

Let us consider the modelling problem of constructing general models that allow us to study deformation 
processes and rock mass states in the regions where massive structures are formed. For the rock mass, its initial 
state can be considered within the framework of continuum mechanics, while its structure cannot be ignored 
when studying the SSS of rock mass when it is in an obviously massive region.

According to the simplified definition of regular packing [10], its parameters can be determined experimen-
tally rather than theoretically, by calibrating the model using field measurement data from real rock masses in 
the structural state under study.

Therefore, we imagine discontinuous regions of a rock mass as regular accumulations of blocks. In the 
DEM, deformations in the block structure are considered to be due only to the connections between individual 
elements [11].

Let us consider the following approach to study the deformation of indivi-
dual blocks, representing the block as a system consisting of multiple internal 
solid elements interconnected by several connections (fig. 1).

Therefore, the deformation of the block occurs due to the deformation 
of the connections between elements, which are considered as solid bodies. 
In this case, the entire discontinuous area is a system of several such block 
elements, which in turn are connected to each other by certain connections. 
That is, in order to simulate damaged or fractured areas in a rock mass, such 
block elements should be placed over all discontinuous areas.

We introduce the following restrictions on the shape of the individual ele-
ments in the overall block structure. The shape of the elements is symmetri-
cal. Additionally, elements can have various shapes and sizes. We impose the 
same restriction on the connections between elements: in the general struc-
ture, the connections of the element i to its neighbours are symmetrical.

Therefore, the following problem is considered as a basic modelling problem: the study of the state of a pla-
nar structure consisting of internal elements which are interconnected by elastic and viscous connections when 
subjected to external loads (see fig. 1).

Construction of basic models
Let us consider the following model problem. As mentioned before, the state of the block shown in the 

previous fig. 1 is studied in the case of mi = m, i =1 16, . That is, the mass of each element is m, and the distance 
between the centroids of the internal components is l. Elements are connected by elastic and viscous dam ping 
links: l l l l l l l l l l l l l l l4 5 10 11 16 17 22 23 25 26 27 28 29 30 31, , , , , , , , , , , , , , , ll32 are elastic connections with stiffness coeffi- 
cient k; l l l l l l l l l l l l l l l l1 2 3 6 7 8 9 12 13 14 15 18 19 20 21 24, , , , , , , , , , , , , , ,  are viscous links with a damping coefficient c. 
Each element mi in the system is displaced xi in the horizontal X-axis direction by a certain amount due to the 
overall (see fig. 1).

We solve the problem analytically using the Lagrangian equations of the second kind2. In order to consider 
the damping, it is necessary to introduce additional terms in the right part of the Lagrangian equations, taking 
into account the presence of medium resistance. Let the damping coefficient be η. Let us define a dissipation 
function G such that the resistance of the medium f and the dissipation function G satisfy the following rela-
tionship3:
 f G

x
� �

�
�

.  (1)

It can be seen from the appearance of  (1) that the dissipation function G has a power dimension, which it self 
reflects the loss rate of mechanical energy [12]. Taking into account the assumptions introduced, the Lag ran-
gian equations of the second kind can be written as follows:

2Vyarvilskaya O. N., Medvedev D. G., Savchuk V. P. A short course in theoretical mechanics : textbook. Minsk : Belarus. State Univ., 
2020. 207 p.

3Shakirzyanov R. A., Shakirzyanov F. R. Dynamics and stability of structures : textbook. 2nd ed., revised. Kazan : Publ. House of the 
Kazan State Univ. of Archit. and Eng., 2015. 120 p.

Fig. 1. The model of blocks  
consisting of 16 elements
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For calculating, it is easier to divide the entire system into four parts, the first part contains elements 1, 2, 3, 4 
(fig. 2). Calculate the Lagrangian equation for the first part.

The kinetic energy (3) for this part is
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The potential energy (4) of the system is
 � ��

�
� k lj
j 2

2

1

6

.  (4)

It is determined by the potential energy of elastic connections (springs). From geometric considerations for 
the first part, the spring displacements (5) are equal to
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Then, the expression for potential energy takes the form defined by formula (6):
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Fig. 2. The first part of model consisting of 16 elements
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As a result, the Lagrange function (7) is written as follows:
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For the dissipation function G (8) it takes form as

 G lj
j

�
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� .  (8)

Where only vicious connections (damper) are considered, the geometric considerations for the first part, the 
damper displacements (9) are equal to
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Then the equation of the dissipation function G (10) is
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As a result, equations (2) for the first part where i = 1, 2, 3, 4 are written explicitly (11) as follows:
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For the remaining three parts ( , , , , , ),i i i= = =5 8 9 12 13 16  the same analysis method will be constructed. 
The second part contains elements 5, 6, 7, 8 (fig. 3).

Equations (2) for the second part where i = 5, 6, 7, 8 are written explicitly (12) as follows:
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Fig. 3. The second part of model consisting of 16 elements
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The third part contains elements 9, 10, 11, 12 (fig. 4):

Fig. 4. The third part of model consisting of 16 elements
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Equations (2) for the third part where i = 9, 10, 11, 12 are written explicitly (13) as follows:
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The fourth part contains elements 13, 14, 15, 16 (fig. 5):

Equations (2) for the fourth part where i = 13, 14, 15, 16 are written explicitly (14) as follows:
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Fig. 5. The fourth part of model consisting of 16 elements
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In order to solve this set of differential equations about time, we choose the NDSolve method in computer 
software Wolfram Mathematica [13].

When computing NDSolve, there are usually three stages. Firstly, the given system of equations is con-
verted into a function that represents the terms on the right-hand side of the system of equations in the normal 
form. Secondly, it is solved iteratively starting from the initial conditions. Thirdly, the data stored during the 
iterative process is processed into one or more InterpolatingFunction objects. Using the functions in NDSolve, 
one can have more control over the iterative process. These steps are tied together by an NDSolve StateData 
object, which can retain all the solved differentials.

In order to get a specific solution, we also need to enter the initial boundary conditions in the NDSolve code. 
So now we will consider various variants for different initial conditions for the introduced block model.

Under the initial displacement. The parameters and the initial conditions are
m = 2 kg, l = 0.1 m, k = 100 N/m, c = 0.5 N ⋅ s/m, t = 10 s.

There is an initial displacement in the horizontal direction to any element which is shown below (fig. 6), 
and in this variant the value is x1 = 0.05 m.

And the following pictures (fig. 7) show the motion of the system in the first 10 s under the initial displace-
ment conditions.

Under the initial velocity. The parameters and the initial conditions are
m = 2 kg, l = 0.1 m, k = 100 N/m, c = 0.5 N ⋅ s/m, t = 10 s.

There is an initial velocity in the horizontal direction to any element which is shown below (fig. 8), and in 
this variant the value is v1 = 0.5 m/s.

Fig. 6. The initial displacement

Fig. 7. The motion of model in 0–10 s under initial displacement
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And the following pictures (fig. 9) show the motion of the system in the first 10 s under the initial velocity 
conditions.

Under the initial impulse. The parameters and the initial conditions are 
m = 2 kg, l = 0.1 m, k = 100 N/m, c = 0.5 N ⋅ s/m, t = 10 s.

There is an initial impulse in the horizontal direction to any element which is shown below (fig. 10), and the 
initial impulse with the function (15) in this variant (fig. 11) is

 F t P tH t t H t t H t� � � � � � ��
�
�

�
�
� ��

�
�

�
�
� � �� � �� ��
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�

�
�2

1

2

1

2
1 1 ,  (15)

where H is the Heaviside function4.

The variant can be solved by using the momentum theorem written as formula (16):
 F t t m v v� � � �� ��

1 0
.  (16)

And the initial velocity of system is 0, so compute the velocity (17) at t = 1 s:

 v
F t t mv

m

F d

m

t

1

0 0�
� � �

�
� �

�

��
� �

.  (17)

4Evseev N. A. Elements of harmonic analysis. Novosibirsk : Novosibirsk State Univ., 2017. 97 p.

Fig. 8. The initial velocity

Fig. 9. The motion of model in 0–10 s under initial velocity

Fig. 10. The initial impulse Fig. 11. Dynamic load in the form of a triangular impulse
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Then the same impulse condition is translated to the condition when t = 1 s, the velocity of the element 1 is v1. 
In this variant v t1 1

0 125�� � � .  m/s. And the following picture (fig. 12) shows the motion of the system in the first 
10 s under the initial impulse condition.

Under the different elastic coefficients. Different elastic coefficients will change the motion state of the 
model [14]. For the same initial conditions and parameters m = 2 kg, l = 0.1 m, c = 0.5 N ⋅ s/m, t = 10 s.

Let us study the difference between the elastic coefficient decreasing by 10 times (k = 10 N/m) and increa-
sing by 10 times (k = 1000 N/m) under the same initial displacement conditions described in subdivision «Un-
der the initial displacement» where x1 = 0.05 m (fig. 13).

Implementation of parallel computing  
in the Wolfram Mathematica system

The Wolfram Mathematica’s computer algebra system is a very efficient means of calculation. Today the 
system contains about 5000 functions, many of which were originally written in an optimised form (especially 
for low-level calculations). Most computational functions in Wolfram Mathematica, such as dimensionality 
reduction operations, statistical data processing, processing images and other are widely used. However, there is 
a set of tools (such as ParallelSum, Parallelise, ParallelMap, ParallelTable, ParallelArray, ParallelCombine, etc.) 
that can significantly speed up code calculations when implementing multi-threaded tasks [15].

Let us take the previous task as an example. We used NDSolve for sequential calculation before. The cal-
culation rule is time iteration, and the AbsoluteTiming function outputs the final calculation result in seconds. 

Fig. 12. The motion of model in 0–10 s under initial impulse

Fig. 13. The motion of the model in 0–10 s under the different elastic coefficients: 
k = 10 N/m (a); k = 1000 N/m (b)
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The calculation time is as follows. Of course, it should be emphasised that all computer calculations in this 
paper were performed based on the following configuration: Intel(R) Core(TM) i5-9300-H CPU / NVIDIA 
GeForce GTX 1650. The absolute time of the sequential calculation for the code is T1 = 0.988 049 s.

Parallel computing refers to the process of using multiple computing resources to solve computing problems 
at the same time. It is an effective means to improve the computing speed and processing the power of computer 
systems [16]. Its basic idea is to use multiple processors to collaboratively solve the same problem, that is, to 
decompose the problem to be solved into several parts, and each part is calculated in parallel by an independent 
processor. A parallel computing system can be either a specially designed supercomputer containing multiple 
processors or a cluster of several independent computers interconnected in some way. Data processing is comp-
leted through parallel computing clusters, and the processing results are returned to the user.

Different from NDSolve, ParallelEvaluate performs parallel calculations on differential equations, which 
greatly shortens the calculation time while achieving the same calculation purpose.

Under the same configuration environment, the absolute time of parallel calculation is Tp = 0.176  067 s.
In order to measure the effect of parallel computing, we introduce two parameters: acceleration and effi-

ciency.
The formula of acceleration (18) is

 S T
Tp
p

= 1 ,  (18)

where p refers to the number of central processing units, which in the paper is p = 2; T1 refers to the execution 
time of the sequential execution algorithm; Tp refers to the execution time of a parallel algorithm when there 
are p processors.

The formula of efficiency (19) is

 E
S
pp
p= .  (19)

When Sp = p, it can be called linear acceleration. When the acceleration ratio of a certain parallel algorithm 
is an ideal acceleration ratio, if the number of processors is doubled, the execution speed will also be doubled, 
that is, as ideal means, it has excellent scalability [17].

The value of efficiency Ep is generally between 0 and 1, and it is used to indicate how fully the processors 
involved in calculations are fully utilised when solving problems compared to the cost of communication and 
synchronisation. It is easy to see from the definition that the efficiency of an algorithm with a linear speedup 
and an algorithm executed on a single processor is 1.

Now let us calculate the computational efficiency and acceleration of different operation methods (table 1).

Ta b l e  1
Acceleration and efficiency of different computing solution

Time, T
Acceleration, S T

Tp
p

= 1 Efficiency, E
S
pp
p=

Sequential calculation Parallel calculation

0.988 049 0.176  067 5.611 778 2.805  889

From the results in the last table, it is clear that Ep > 1, that is we obtain superlinear acceleration. In the pro-
cess of parallel computing, sometimes there is a situation where the acceleration ratio is larger than the number 
of processors. The acceleration ratio obtained in this case is called a superlinear acceleration ratio [18].

The superlinear acceleration ratio has the following causes, such as the «cache effect» caused by the dif-
ferent storage levels of modern computers; specifically, compared with sequential computing, in parallel com-
puting, not only are there more processors involved in calculations, caches from different processors are also 
pooled. In view of this, the cache of the collection is sufficient to provide the storage required for calculations. 
There is no need to use slower memory when executing the algorithm. Therefore, the memory reading time can 
be greatly reduced, what creates an additional acceleration effect for actual calculations. 

Construction of models with order n
We have calculated and verified the motion status of 16 elements. Now when the number of elements in-

creases exponentially to k (fig. 14), in another words it means we have the number of amount (20):
 k n

n� � �� �4 1 2 3, , , .  (20)
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Using the second Lagrangian equation the kinetic energy (21) of the system is

 T T mx mx mxi
i
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�
�
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4
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2 21

2
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2
   .  (21)

With the potential energy of the system, the equation of motion of the entire system can be calculated by 
the formula (22):
 d
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, , .1 k  (22)

When the number of elements reaches k, we focus on two types of elements. The first type is the four ele-
ments in the corners, and the second type is the four elements in the center of the entire model.

In order, we first study the motion equations (table 2) of the four elements in the corners (fig. 15).
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Fig. 14. The number of elements reaches to k

Fig. 15. The four elements in the corners
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Then we study the motion equations (table 3) of the four elements in the center of the system which are 
shown in fig. 16.

Fig. 16. The four elements in the center

E n d i n g  o f  t h e  t a b l e  2
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Ta b l e  3

Equation of motion for four elements in the center

Location The number  
of element Equation of motion
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Location The number  
of element Equation of motion
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Simulation when system consists of 64 elements. We have studied the situation when there are 4 (n = 1) 
and 16 (n = 2) elements. Now we calculate and verify the motion state of the system when n = 3, 4, 5, and 
simulate the four elements in the center of the system.

When n = 3, then the total number of amount is k = 64 (fig. 17).
In order, we calculate the Lagrangian equations of motion for the four elements in the center (fig. 18, table 4).

Fig. 17. The system when n = 3

Fig. 18. The four elements in the center of the system  
when there are totally 64 elements

E n d i n g  o f  t h e  t a b l e  3
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Ta b l e  4
Equation of motion for four elements in the center when n = 3

Location The number  
of element Equation of motion
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Then we simulate the motion image of the four elements in the center of the system. The initial boundary 
conditions are displacement, velocity and impulse as in the previous task.

Initial condition (displacement). For the variant where the initial condition is displacement, we reduce the 
displacement from 0.5 to 0.05 m and finally reduce it to 0.005 m, in order to study the difference in the motion 
of the model (table 5).

Ta b l e  5
The movement of the four elements in the center  

under different initial displacement with total of 64 elements

The parameters and the initial conditions are 
m = 2 kg, l = 0.1 m, k = 100 N/m, c = 0.5 N ⋅ s/m, t = 10 s, x1 = 0.5 m

t = 0 s t = 1 s t = 2 s t = 3 s t = 4 s t = 5 s t = 6 s t = 7 s t = 8 s t = 9 s t = 10 s

The parameters and the initial conditions are
m = 2 kg, l = 0.1 m, k = 100 N/m, c = 0.5 N ⋅ s/m, t = 10 s, x1 = 0.05 m

t = 0 s t = 1 s t = 2 s t = 3 s t = 4 s t = 5 s t = 6 s t = 7 s t = 8 s t = 9 s t = 10 s

The parameters and the initial conditions are
m = 2 kg, l = 0.1 m, k = 100 N/m, c = 0.5 N ⋅ s/m, t = 10 s, x1 = 0.005 m

t = 0 s t = 1 s t = 2 s t = 3 s t = 4 s t = 5 s t = 6 s t = 7 s t = 8 s t = 9 s t = 10 s

Initial condition (velocity). The parameters and the initial conditions are 
m = 2 kg, l = 0.1 m, k = 100 N/m, c = 0.5 N ⋅ s/m, t = 10 s.

There is an initial velocity in the horizontal direction to any element which is shown in fig. 19, and in this 
variant the initial velocity is v1 = 0.5 m/s.

Initial condition (impulse). The parameters and the initial conditions are 
m = 2 kg, l = 0.1 m, k = 100 N/m, c = 0.5 N ⋅ s/m, t = 10 s.

There is an initial impulse in the horizontal direction to any element which is shown in fig. 20, and in this 
variant the initial impulse with the function is the same as in the previous study.

Fig. 19. The movement of the four elements in the center under the initial velocity with total of 64 elements

Fig. 20. The movement of the four elements in the center under initial impulse with total of 64 elements
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Simulation when the system consists of 256 elements. When n = 4, then the number of amount is k = 256 
(fig. 21).

As what we did in the previous study then we also simulate the motion image of the four elements in the center 
of the system (fig. 22). The initial boundary conditions are displacement, velocity and impulse as in the previous 
task (table 6).

Ta b l e  6
The simulation of four elements in the center of the system  

which contains 256 elements under the different initial conditions

Initial condition (displacement): 
m = 2 kg, l = 0.1 m, k = 100 N/m, c = 0.5 N ⋅ s/m, t = 10 s, x1 = 0.5 m

Initial condition (velocity):
m = 2 kg, l = 0.1 m, k = 100 N/m, c = 0.5 N ⋅ s/m, t = 10 s, v1 = 0.5 m/s

Initial condition (impulse): 
m = 2 kg, l = 0.1 m, k = 100 N/m, c = 0.5 N ⋅ s/m, t = 10 s, 

the impulse is the same as previous task

Fig. 21. The system when n = 4
Fig. 22. The four elements in the center of the system  

when there are totally 256 elements
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Simulation when the system consists of 256 elements. When n = 5, then the number of amount is k = 1024 
(fig. 23).

We already study the situation when n = 3 and n = 4. As what we did in the previous study then we also 
simulate the motion image of the four elements in the center of the system (fig. 24). The initial boundary con-
ditions are displacement, velocity and impulse as in the previous task (table 7).

Ta b l e  7
The simulation of four elements in the center of system  

which contains 1024 elements under the different initial conditions

Initial condition (displacement):
m = 2 kg, l = 0.1 m, k = 100 N/m, c = 0.5 N ⋅ s/m, t = 10 s, x1 = 0.5 m

Initial condition (velocity):
m = 2 kg, l = 0.1 m, k = 100 N/m, c = 0.5 N ⋅ s/m, t = 10 s, v1 = 0.5 m/s

Initial condition (impulse):
m = 2 kg, l = 0.1 m, k = 100 N/m, c = 0.5 N ⋅ s/m, t = 10 s, 

the impulse is the same as in the previous task

Fig. 24. The four elements in the center of the system  
when there are totally 1024 elementsFig. 23. The system when n = 5
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Conclusions
This article introduces the application of numerical simulation methods in geomechanical engineering prob-

lems, relevant principles and lists specific situations under different boundary conditions. Finally, it points out 
the development directions and problems that still exist in current numerical simulation experiments. The re-
search pro poses a block element that can take into account its deformation capability under external loads. 
Based on this type of block element, it seems promising to simulate the SSS of the rock mass region through the 
discrete element method, since considering the rock mass region within the framework of the continuum model 
is a rather «rough» approximation assumption. Another important fact is that the introduced block elements can 
be used to study problems under static as well as dynamic loads.

For real geological and rock soil mechanics problems, the solution proposed in this article can be used as 
a basic model construction method. In order to further improve the accuracy and practicality of the solution, 
this can be achieved by changing the structure and size of the block units, as well as the density and connection 
methods of various link keys between units. Developing codes that compute faster and more accurate models 
is a direction for future research. With the increasing scale of geomechanical engineering, our requirements 
for the level of scientific research and the accuracy of solutions in engineering construction are getting higher 
and higher. That is the reason numerical simulation methods have become an effective solution. Numerical 
simulation is of great significance for understanding the SSS and movement change of rock and soil blocks 
in geomechanical engineering. It can also provide theoretical basis for actual engineering and play a role in 
safety protection.
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ВЛИЯНИЕ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИХ И МЕЖМОЛЕКУЛЯРНЫХ СИЛ  
НА СВОБОДНЫЕ МАЛЫЕ КОЛЕБАНИЯ МИКРОКОНСОЛИ

Г. И. МИХАСЕВ1), В. В. МИСНИК 2), М. Г. БОТОГОВА3)

1)Харбинский политехнический университет,  
ул. Вест Дажи, 92, 150001, г. Харбин, Китай  
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3)Белорусский государственный университет,  

пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Аннотация. Рассматриваются свободные малые колебания микроконсоли вблизи деформированного статиче-
ского положения с учетом межмолекулярных и электростатических сил, действующих со стороны неподвижного 
электрода. На первом этапе с применением подхода, основанного на аппроксимации результирующих боковых сил 
линейными или параболическими функциями аксиальной координаты, определяется начальное статическое откло-
нение консоли, обусловленное действием внешних сил, при этом начальное отклонение оценивается при значениях 
напряжения и межмолекулярных сил, меньших критических значений. Для изучения свободных малых колебаний 
изначально деформированной консоли линеаризуется нелинейное дифференциальное уравнение в окрестности 
деформированного статического положения. Полученное определяющее уравнение с переменными коэффициен-
тами решается с использованием как асимптотического подхода, так и метода Рунге – Кутты. Проанализировано 
влияние приложенного напряжения и межмолекулярных сил, включая силы Ван-дер-Ваальса и Казимира. 
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Abstract. The paper deals with free small vibrations of a micro-cantilever near the deformed static position incorpo-
rating the electrostatic and intermolecular forces acting from the fixed electrode. First, the initial static deviation of the 
cantilever due to the external forces is determined using the approach based on the approximation of the resultant lateral 
forces by the linear or parabolic functions of the axial coordinate, the initial deflection being evaluated under the values 
of voltage and intermolecular forces less than the critical ones. To study free small vibrations of the initially deformed 
cantilever, we linearise the nonlinear differential equation in the neighbourhood of the deformed static position. The de-
rived governing equation with variable coefficients is solved using both the asymptotic approach and the Runge – Kutta 
method. The effect of the applied voltage and the intermolecular forces, including the van der Waals and Casimir ones, 
is analysed. 

Keywords: micro-cantilever; electrostatic forces; intermolecular forces; free small vibrations.
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Introduction
Over the past fifteen years, a large number of papers devoted to studying the phenomenon of pull-in insta-

bility and vibrations of electrostatically actuated micro- and nano-beams was published. A detailed analysis 
of these contributions can be found in the review article [1]. The increased attention to this topic is explained, 
firstly, by the widespread use of low-dimensional electrically actuated beams as sensing elements in various 
kinds of micro- and nano-electromechanical systems (MEMS/ NEMS), such as micro- and nano-sized sensors 
and actuators, switches and tweezers and in other nanotube-based devices. The second reason that again and 
again attracts researchers to this topic is the extreme complexity of the mathematical models governing the 
mechanical behaviour of low-dimensional beams taking into account the electromechanical and intermolecular 
forces. The incorporation of the van der Waals (vdW) and Casimir forces into a model leads to a high degree of 
nonlinearity, which increases when size effects are taken into account. We do not discuss here the problem 
of capturing the size effects [2] as it was done, for example, in [3; 4], but we focus on free vibrations of a micro- 
sized cantilever near the deformed static position which is due to the intermolecular and electrostatic forces 
acting from a fixed electrode (fig. 1). 

If a gap between the fixed electrode and electrostatically actuated micro-cantilever is very small, then even 
if the electrostatic force is absent, the movable electrode is attracted towards the fixed one due to the intermo-
lecular forces. Thus, the initially the micro-cantilever is always pre-strained, and the initial static deformation 
becoming larger under an applied voltage. If suddenly applied voltage turns out to be less than the critical 
pull-in voltage, at which the electrical circuit is closed, then the movable cantilever electrode begins vibrating 
around the initial static deformed position. And vice versa, when the voltage is turned off, the movable elect-
rode, before returning to its original position, makes oscillatory movements around this final position. In other 
words, any sudden change in the electrical voltage leads to deformation of the micro-cantilever, which may be 
accompanied by unwanted vibrations and unintended circuit closure. To predict the dynamics of a cantilever 
as a micro-switch element, it is crucial studying its eigenmodes and corresponding eigenfrequencies, taking 
into account the intermolecular forces acting on it. 

Due to the strong nonlinearity, the dynamic response of electrically actuated micro- or nano-sized beams is as 
a rule predicted using different semi-analytical approaches and numerical methods, which are usually associated 
with some computational difficulties. Moreover, in some cases, if the problem is formulated incorrectly, they 
can lead to solutions that ignore the initial deviation caused by intermolecular forces. For example, in [5–7] 
zero displacements and velocities for beams were taken as the initial conditions, which in fact lead to a solution 
that describes oscillations in the vicinity of the undeformed state of a micro- or nano-beam. 
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In our opinion, an alternative approach taking into account above mentioned issues could be an approach based 
on splitting the stress-strain state of the beam into a static deformed state and the dynamic state corresponding 
to the beam vibrations near the deformed static position. This approach has been utilised by K. F. Wang and his 
colleagues [8] to study large amplitude free vibrations of electrically actuated clamped-clamped nano-beams. 
In the mentioned paper, the nonlinear dynamic response of the nano-beam under the Casimir forces was ana-
lysed considering various complicating factors, such as surface energy and temperature changes. The authors 
show that the effect of the initial nonlinear static deformation on the fundamental frequency is significant and it 
increases together with the applied voltage. However, solutions to the nonlinear dynamics equations were found in 
the form of harmonic functions, which is more consistent with linear oscillations of a mechanical system. It also 
seems doubtful to ignore the vdW forces when displacements of the beam become very large and comparable 
to the gap value. A simpler version of this approach is based on the linearisation of the beam dynamic state in 
the vicinity of the deformed static position. Of course, this simplification does not allow predicting large amp-
litude vibrations, but it turns to be very effective for analysing small vibrations near the initially deformed 
pre-buckling position. Such approach has been applied by L. Xu and his colleagues [9; 10] to investigate the 
effect of the vdW forces on small oscillations of a micro-cantilever, at that the electrostatic and Casimir forces 
were not considered by the authors, and the static deflection caused by the vdW forces has been determined 
approximately with a large error (see, for example, equation (13) in [9]). 

Taking into account the above critical remarks, we aim in this study to reconsider the approach based on 
split ting the nonlinear dynamic equation into the static and dynamic ones and give a simple methodolo gy 
which, in contrast to the mentioned papers, allows more correct predicting the initial static deformed state, which 
strongly affects the eigenmodes of free vibrations. The novelty of our study lies in the implementation of 
the approach [3; 4] verified by outcomes of the atomistic simulation [11], which relies on approximations 
of the lateral forces acting on a beam by linear or parabolic functions and permits to correctly predict the static 
deviation of the micro-cantilever via correct choosing the type of intermolecular forces. Such approach results 
in a boundary-value problem for a differential equation with correctly found variable coefficients governing 
small vibrations of the deformed beam, which is readily integrated by using any numerical method, for example, 
the Runge – Kutta one. In contrast to many contributions, the results of numerical computations given in the 
present study are invariant with respect to the geometrical and physical parameters of the micro-mechanical 
systems, and can be used for the wide range of their variation. 

Mathematical model
Consider a micro-switch which consists of a fixed electrode and a micro-cantilever of length L, width b 

and thickness h separated by a dielectric spacer with an initial gap g, as shown in fig. 1. The beam material is 
assumed to be elastic with Young’s modulus E and density ρ. 

Let W x t,� � be a transverse displacement of the cantilever, where x is a coordinate of a point at the midline, 
and t is time. In general, the displacement W can be forced by the inertia forces and different external forces 
such as the distributed electrostatic force Fe, generated by a voltage V applied to the fixed electrode, and the 
intermolecular force Fm, where m = 3 and m = 4 correspond to the vdW and Casimir forces, respectively. Ap-
plied vol tage or (and) intermolecular forces result in the deflection of the beam towards the electrode. At a criti-
cal vol tage value V ∗, called the pull-in voltage, or at a very small initial gap g ∗, the phenomenon of the pull-in 
instability of the micro-switch occurs, which consists in the retraction of the cantilever onto the stationary elec-
trode. We assume here that V < V ∗, and  g > g ∗ so that all forces acting on the micro-cantilever result in a static 
deviation W x gs � � �  without the pull-in instability effect. The problem is to study small free vibrations of the 
micro-cantilever with an amplitude W x ts ,� � in the neighbourhood of its initial stationary deflection Ws taking 
into account both the electrostatic and intermolecular forces. 

Fig. 1. Schematic configuration of a micro-switch (a)  
and vibration mode Wd of a cantilever near the static deviation Ws (b)
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Free bending vibrations of an elastic beam is governed by the equation
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where EI is the bending rigidity of the beam; S is the cross-sectional area; q x F F� � � �
e m

 is the distributed 
lateral load per unit length. The electrostatic force, including the fringing one, and the vdW and Casimir forces 
as well are given by 

 F bV
g W

g W
b

F Ab
g W

F hcb
g

e �
�� �

�
��

�
�

�
�
� �

�� �
�

�

�

�0

2

2 3 3 4

2

2
1 0 65

6 240
. , ,

��� �W 4
.  (2)

In relations (2), �
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conditions for the cantilever read
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where the subscript following the hatch denotes differentiation with respect to the corresponding variable.
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where �
�c
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SL

� 4  is the characteristic frequency. Then, according to (4), equation (1) can be rewritten in the 

dimensionless form:
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where m = 3 or m = 4 for the vdW and Casimir forces, respectively. 
Equation (5) possesses a strong nonlinearity and does not admit an explicit solution. We will seek an ap-

proximate solution in the form of the superposition of the static and dynamic components:

 U x u s w s, , ,� �� � � � � � � �  (6)

where u s� � is a static deviation due to the intermolecular and (or) electrostatic forces; w s, �� � is an additional 
small dynamic deflection, which describes free linear vibrations of the micro-cantilever near the deformed 
static position. We substitute (6) into equation (5) and assume that w s, �� � 1 for any τ and s�� �0 1, . Then 
expanding the right-hand side in equation (5) into a series in powers of w and keeping only linear terms, we 
arrive at the following equation:
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Because equation (7) should be satisfied for any τ it can be split into the two equations:
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and
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from which equation (8) defines the static deviation of the cantilever, and equation (9) governs free small vi-
brations near this deflected position. 

Substituting (6) into (3) leads to the boundary conditions 
 u u u us ss sss0 0 0 1 1 0� � � � � � � � � � � �� � �, ,  (10)

 w w w ws ss sss0 0 0 1 1 0, , , , ,� � � �� � � � � � � � � � � �� � �  (11)

for equations (8) and (9), respectively.

Static deviation of micro-cantilever
Consider the static problem (8), (10). Due to the nonlinearity of the external force experienced by the can-

tilever, this problem does not allow obtaining an exact solution in the explicit form. We use the approach pro-
posed in [12] and later refined in papers [3; 4]. In accordance to this approach, the lateral dimensionless force
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not depending on the its nature, is approximated by a linear or quadratic function of s:
 f s f f f sT

n� � � � �� �0 0 ,  (13)
where n = 1 or n = 2; f m0 � � �� �� � ;  fT is the lateral force acting on the cantilever tip. As was proposed 
in [3], the models, for which n = 1 and n = 2, are called the linear distributed load (LDL) and quadratic distri-
buted load (QDL) models, respectively.

If we assume the LDL model, then equation (8) with the boundary conditions (10) has the solution
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and the force  fT introduced by equation (12) will be as follows: 
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where uT is the deflection of the cantilever tip calculated by equation (14) and equal to 
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In the framework of the QDL model, a solution of the static problem (8), (10) is given by the polynomial 
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with the force  fT defined from the same equation (15), but with the tip deflection evaluated as 

 u f f
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We note that the accuracy of such models for estimating the static component (17) was verified in [3] by 
comparing with available data of the atomistic simulations [11].

For the freestanding micro-cantilever (β = 0), regardless of the model assumed, equation (15) together with 

(16) or (18) yield the relationship � �m m Tu� � �. Then, relying on the condition d
du

m

T

�
� 0, one can calculate the 

critical value �m
�  of a parameter αm (m = 3, 4) and the associated displacement uT∗. Having known the critical 

value �m
� , we can estimate the lower and upper bounds for the gap g and the beam length L beyond which the 

micro-cantilever may fall onto the base due to the intermolecular forces [3]:

 L
g

Eh
A

�
���3

3

4

2
,  (19)



67

Теоретическая и прикладная механика
Theoretical and Practical Mechanics

and
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for the micro-cantilever subjected to the vdW and Casimir forces, respectively.
Under the applied voltage V, β > 0, and equation (15) together with (16) or (18) give the relationship 

� �� � �uT . Then the condition d
duT
�
� 0 allows finding the critical value β∗ corresponding to the pull-in vol-

tage VPI, which is defined as 
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In what follows, we assume that for the freestanding beam, inequalities (19), (20) hold simultaneously, 
and in the case of applied voltage V, we set the additional inequality V < VPI, where VPI is evaluated by (21). 
If these conditions are satisfied, then the micro-cantilever just deviates from its initial position toward the fixed 
electrode by the value u s uT� � � �  for any s�� �0 1,  and does not fall onto it. Figure 2 displays the dimensionless 
pre-buckling tip displacement uT of the micro-cantilever for different values of the vdW parameter α3 calcula-
ted on the base of LDL model. Here, the critical value �3 1 004� � . , while for the QDL model �

3
1 139

� � . .

We study free small vibrations of the micro-cantilever near the deformed static position, which are go-
verned by equation (9) with the boundary conditions (11). Seeking a solution in the form w s t y s ei, ,� � � � � ��  
where i � �1 is the imaginary unit, and ω is a natural frequency, and inserting it into (9), (11), we arrive at 
the boundary-value problem
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 y y y y0 0 0 1 1 0� � � � � � � � � � � �� �� ���, ,  (23)

where λ = ω2 is a required eigenvalue, and u s� � is the initial static deviation found above. 

Free vibrations of freestanding micro-cantilever
First, we consider equation (22) for the case when β = 0 and m = 3:

 �
�

�
� � ��� ��

� �
4

4

3

4

3

1

0
y
s

y

u s
y�
� .  (24)

It is obvious that equation (24), as well as equation (22) for the general case, do not admit an exact solution 
due the variable coefficients depending on u s� �. However, they can be readily integrated numerically and by 

Fig. 2. Tip deflection uT of a freestanding micro-cantilever versus  
the parameter α3 calculated on the base of the LDL model
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using an asymptotic approach for the special case when the initial displacement u s� � is small. The asymptotic 
solution will be used only to validate further numerical calculations.

Asymptotic approach. Let u z s� � �� , where � � � �u 1 1 . Then the formal asymptotic solution of the boun-
dary-value problem (23), (24) can be sought in the form of series:

y s y s y s y s; ,� � �� � � � � � � � � � � ��0 1

2

2

 � � �� � �� � � ��
0 1

2

2
.  

(25)

Substituting (25) into equation (24) and the boundary conditions (23), with the function 1 4�� ���z  being ex-
panded into the Tailor series, we arrive at the sequence of boundary-value problems which can be considered 
step-by-step. 

In the leading approximation, one has the homogeneous boundary-value problem

 y y y0 3 0 0 03 0
IV� � � � �� � ,  

(26)
y y y y0 0 0 00 0 0 0 1 0 1 0� � � � � � � �� � � � ���� � �, , , ,

which has the solution

 y C F s k
F s k
F s k

F s kn
n

n
n0 1
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3� � � � � �
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�
��

�

�
��,
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,
,  
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 k F s k ks ksn
4

3 0 24
1

2
� � � � � �� �� � , , sinh cos ,  

F s k ks ks F s k ks ks1 3

1

2

1

2
, cosh cos , , sinh sin ,� � � �� � � � � �� �

k k k k1 2 3 41 875 4 694 7 855 10 996� � � � �. , . , . , . , .

Note that of all available kn, one needs to consider only those values for which
 � � �

0 0

4

3
3 0� � � �n nk .  (27)

In the first-order approximation, we have the inhomogeneous boundary-value problem

 y y y z s y1 3 0 1 1 0 3 03 12
IV� � � �� � � � � �� � � � ,  

(28)
y y y y1 1 1 10 0 0 0 1 0 1 0� � � �� � � ��� � � ���� � �, , , ,

which is the problem on the spectrum of the homogeneous boundary-value problem (26). With the self-adjoint-
ness of problem (26) taken into account, the condition for the existence of a solution to problem (28) results in 
the relation for a correction:
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1 1

3 0

2

0

2

0

1

0

1

12

� � �
� � � �

� �

�

�
n

z s y s ds

y s ds
.  (29)

The procedure for seeking all unknown parameters and functions from (25) can be formally continued. By in-
terrupting this process, we found the parameters λ0n, λ1n as functions of α3 based on only two approximations. 
Figure 3, a, displays the first four eigenvalues λ0n versus α3 calculated within the LDL model. It can be seen 
that inequality (27) holds for any natural n and all values of the vdW parameter α3 < 1 corresponding to the 
pre-buckling position. It is also seen that the zero approximation of the parameter λ is not strongly influenced 
by the parameter α3; an increase in α3 leads to a decrease only in the first root λ01 (it should be noted that curves 
in fig. 3, a, are plotted in the logarithmic scale). As for the correction λ1n, evaluated by (29) and corresponding 
to λ0n, it reveals a large dependence on the vdW parameter α3, it increasing in value along with α3 for any 
mode number n.
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Numerical solution. Equation (24) with the boundary conditions (23) can be solved numerically. We re-
write it in the form of a system of differential equations 
 � � � �Y C Ys; ,� T  (30)
where Y � � �y y y y1 2 3 4, , ,  is the four-component vector with y y y y y y y y1 2 1 3 2 4 3� � � � � � �, , ,  the icon T means 
transpose, and C is the 4 4�� �-matrix introduced as 
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41
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The corresponding boundary conditions read 
 y y y y1 2 3 40 0 0 1 1 0� � � � � � � � � � � �, .  (31)

We consider the following independent Cauchy problems for equation (30): 

 Y s � � � �
0

0 0 0 1, , ,  and Y s � � � �
0

0 0 1 0, , , . (32)

These problems are to be solved simultaneously using, for example, the Runge – Kutta method. Let Y 1
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2� � � � � � � � � �� � �y y y y, , ,  be solutions of the problems (30), (32)1 and (30), (32)2, 

respectively. Composing the function Y Y Y� �� � � �c c
1

1

2

2  and substituting it into conditions (31)2 at point s = 1, 
we arrive at the homogeneous algebraic equations with respect to unknown constants c1, c2:
 c y c y1 3
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2 3
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(33)

c y c y
1 4
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The condition for the existence of a nontrivial solution to equations (33) leads to the equation
 y y y y

3

1

4

2

4

1

3

2
1 1 1 1 0

� � � � � � � �� � � � � � � � � �  (34)
with respect to the required parameter λ. 

Numerical integration of the above Cauchy problems for equation (30) was performed using the NDSolve- 
function in the Wolfram code with intermediate vector orthonormalisation. At each integration step, the ele-
ments of the vectors Y Y1 2� � � �

,  were determined with accuracy up to six decimal places, while equation (34) 
was solved with accuracy up to three decimal places. Figure 4 demonstrates the behaviour of the first positive 
eigenvalue λ of the boundary-value problem (23), (24) versus the vdW parameter α3, established both by the 
numerical integration (dotted line) and using the asymptotic approach (red circles) within the LDL model. 
Firstly, we note the satisfactory agreement of the results obtained by the two methods, a slight divergence 
being observed beginning only from α3 = 0.5, which increases and reaches the value not exceeding 2 % for 
α3 = 0.7. This divergence is due to an error of the asymptotic approach, which increases together with the static 
tip devia tion � � � �u 1 . Secondly, fig. 4 shows that the lowest natural frequency of the freestanding cantilever 
decreases along with the gap g between the electrodes. 

Fig. 3. The first four eigenvalues λ0n (a)  
and the corresponding corrections λ1n versus the vdW parameter α3
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Effect of electrostatic forces  
on free vibrations of micro-cantilever

Now, returning to equation (22), we will study the influence of the electrostatic forces on the natural fre-
quencies considering the forces of intermolecular interaction. The lateral forces acting on the cantilever from 
the fixed electrode will be approximated by both the linear and quadratic functions (13) in the framework of the 
LDL and QDL models. Calculations of the first positive eigenvalue for the boundary-value problem (22), (23) 
will be done using the numerical procedure developed above with

c
z s z s

m

z s
m

41 2 3 4

1

2

1 1

� �
� � ��� ��

�
� � ��� ��

�
� � ��� ��

�
�� � �

assumed in the matrix C, where m = 3 and m = 4 for the vdW and Casimir forces, respectively. 
In fig. 5, the first positive dimensionless parameters λ are plotted as functions of the vdW parameter α3 

at γ = 1 for different values of the voltage parameter β in the framework of the LDL (see fig. 5, a) and QDL 
models (see fig. 5, b). Curves marked with numbers 1, 2, 3, 4 correspond to the values β = 0, 0.15, 0.3, 1.0, re-
spectively. The calculations were carried out only for β < β∗ and at the interval 0 3 3� � �� � , where � �� �, 3 are the 
critical values corresponding to pull-in instability of the cantilever, the higher the voltage β being, the shorter  
the interval of variation of the parameter α3. When α3 or β reaches its critical value, the mobile cantilever col-
lapses onto the substrate [10]. It is seen that for fixed values of the parameter α3, the QDL model gives higher 
values of the eigenfrequency then the LDL model. The divergence in results is slight for small α3, however it 
increases together with α3. It is also seen that for any values of β the natural frequencies decrease as the vdW 
parameter α3 increases, this decrease becoming dramatic as α3 approaching �

3

�
.

Figure 6 shows the results of calculations similar to those given above, but demonstrating λ versus the Ca-
simir parameter α4. It is seen that behaviour of all curves are the same as in fig. 5.

Fig. 4. The first positive eigenvalue λ of the boundary-value problem (23), (24) 
versus the vdW parameter α3 defined using the numerical and asymptotic methods

Fig. 5. The first positive eigenvalue λ versus the vdW parameter α3 for different values  
of the voltage parameter β calculated in the framework of the LDL (a) and QDL (b) models:  

β = 0 (1), β = 0.15 (2), β = 0.3 (3), β = 1.0 (4 )
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However, a more detail comparison of the curves in fig. 5 and 6, made for the same parameter β and the 
adopted model, shows that the incorporation of the Casimir forces results in a weaker reduction in the first 
natural frequency than accounting for the vdW forces when the voltage becomes close to the critical value β∗. 

Conclusions
In this work, free small vibrations of a micro-cantilever as an element of the micro-switch were investiga ted con-

sidering the electrostatic and intermolecular forces, including the vdW and Casimir ones. We revised the approach 
stated earlier (see, for example, [9; 10]), which is based on splitting the stress-strain state of the micro-cantilever 
into the static and dynamic states. Assuming a solution of the original nonlinear dynamic equation in the form 
of the superposition of static and dynamic components, we derived the nonlinear differential equation, gover-
ning the static deviation caused by the intermolecular forces, and the linear equation with variable coefficients 
describing free small oscillations in the vicinity of the static strained state. The novelty of our approach com-
pared to the similar ones realised in [9; 10] is in the effective method, which allows correct estimating the static 
component strongly influencing the subsequent calculations of the natural frequencies of free vibrations near the 
deformed state. The static component was first correctly determined within the well-established LDL and QDL 
models [3; 4], according to which the resulting lateral force acting on the movable cantilever is appro ximated 
by either the linear or parabolic function of the axial coordinate. The differential equation governing small 
vibrations of the micro-cantilever near the static deformed position was derived in the form which is invariant 
with respect to the geometrical and physical parameters of the micro-electromechanical systems and can be 
utilised for studying small vibrations with a wide range of variation of these parameters. In the case of a small 
static deviation of the beam, we determined several first natural frequencies and corresponding modes using the 
asymptotic approach with a small parameter equal to the tip deviation. For the general case with a finite static 
tip deviation, we proposed the numerical procedure based on the Runge – Kutta method. All computations were 
performed for the vdW and Casimir forces not exceeding the critical pull-in instability values. The comparison 
of results obtained by different methods showed a good agreement for small values of the vdW parameter α3 
corresponding to relatively large clearances between the electrodes. As an expected result, we confirm that 
increasing the voltage and intermolecular forces leads to a decrease in the natural frequencies, with this effect 
turning to be strong for the lower natural frequency and becoming weak as the mode number increases. In ge-
neral, the calculations performed for the adapted models without specifying the parameters of the micro-electro-
mechanical systems also revealed that for the fixed values of the vdW or Casimir parame ters, the QDL model 
gives higher values of the eigenfrequency with respect to the LDL model. 

We note that the simple procedure developed in this paper, which relies on the adopted LDL and QDL mo-
dels [3; 4], may be considered as a benchmark for subsequent investigations to study small and finite vibrations 
of the electrically actuated nano-beam considering size effects within the nonlocal theory of elasticity [2].
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УДК 519.168, 575.174

ИДЕНТИФИКАЦИЯ КОМБИНАЦИЙ ГЕНОМНЫХ МУТАЦИЙ  
С ПОМОЩЬЮ ПОЛНОГЕНОМНОГО ПОИСКА АССОЦИАЦИЙ  

НА ПРИМЕРЕ МИКОБАКТЕРИИ ТУБЕРКУЛЕЗА

ЧЭНЬ ЮЙСЯН1), А. М. АНДРИАНОВ2), А. В. ТУЗИКОВ1)

1)Объединенный институт проблем информатики НАН Беларуси,  
ул. Сурганова, 6, 220012, г. Минск, Беларусь 

2)Институт биоорганической химии НАН Беларуси,  
ул. Академика Купревича, 5, корп. 2, 220084, г. Минск, Беларусь

Аннотация. Полногеномный поиск ассоциаций играет ключевую роль в выявлении взаимосвязей между ге-
номами и фенотипами. Многие исследования в этой области посвящены изучению генетических вариаций и их 
взаимодействий в геномах. Однако, несмотря на достигнутый значительный прогресс в данном направлении, 
рассматриваемая проблема по-прежнему является крайне актуальной и требует разработки эффективных методов 
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и алгоритмов ее решения. Для поиска ассоциированных с фенотипом комбинаций однонуклеотидных полимор-
физмов в настоящей статье предложены четыре новых алгоритма, основанных на изучении взаимодействия одно-
нуклеотидных полиморфизмов в двух режимах – аддитивном и мультипликативном. На первом этапе эти алгоритмы 
используют полный перебор пар однонуклеотидных полиморфизмов для предсказания их ассоциации с фено-
типом, а на втором этапе – жадные процедуры для поиска комбинаций, включающих до пяти однонуклеотидных 
полиморфизмов с наибольшими величинами ассоциации. Разработанный вычислительный подход протестирован 
на наборе данных, содержащем 3178 геномов микобактерии туберкулеза, для выявления комбинаций мутаций 
и прогнозирования устойчивости различных штаммов микобактерии туберкулеза к 20 лекарственным препаратам. 
Полученные результаты сопоставлены с результатами прогнозирования лекарственной устойчивости микобакте-
рии туберкулеза современными программными системами Mykrobe и TBProfiler. Для 5 препаратов первой линии 
и 1 препарата второй линии (офлоксацина) системы Mykrobe и TBProfiler по правильности предсказания несколько 
превосходят предложенные авторами алгоритмы, однако для остальных 14 препаратов второй линии уступают им.

Ключевые слова: полногеномный поиск ассоциаций; взаимодействие однонуклеотидных полиморфизмов; ле-
карственно-устойчивый туберкулез.
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IDENTIFICATION OF COMBINATIONS OF GENOMIC MUTATIONS  
USING GENOME-WIDE ASSOCIATION STUDIES  

BY EXAMPLE OF MYCOBACTERIUM TUBERCULOSIS 
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aUnited Institute of Informatics Problems, National Academy of Sciences of Belarus,  
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bInstitute of Bioorganic Chemistry, National Academy of Sciences of Belarus,  
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Abstract. Genome-wide association studies play a key role in identifying relationships between genomes and pheno-
types. Many studies in this field are devoted to the investigations of genetic variations and their interactions in genomes. 
However, despite significant progress achieved in this direction, the problem under consideration is still highly relevant 
and requires the development of effective methods and algorithms for solving it. In this paper, four new algorithms based 
on the study of single nucleotide polymorphism interactions in the two modes, additive and multiplicative, are pro posed to 
find combinations of single nucleotide polymorphisms associated with phenotypes. In the first stage, the algorithms use 
exhaustive search of single nucleotide polymorphism pairs to predict their association with phenotype, and in the second 
stage, greedy procedures are applied to find combinations of up to five single nucleotide polymorphisms with the best 
association values. The developed computational approach is tested on the dataset containing 3178 Myco bac terium 
tuber cu losis ge nomes to identify single nucleotide polymorphism combinations and predict resistance of Myco bac te 
 rium tu ber cu losis strains to 20 drugs. The results obtained are compared with those of the modern prediction software 
systems Mykrobe and TBPro filer. For the 5 first-line drugs and the 1 second-line drug (Ofloxacin), Mykrobe and TBPro
filer systems slightly exceed the prediction accuracy of the proposed algorithms, but for the other 14 second-line drugs, 
they are inferior to them.

Keywords: genome-wide association studies; GWAS; single nucleotide polymorphism interaction; drug-resistant tuber-
culosis.
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Введение
Полногеномный поиск ассоциаций (genomewide association studies, GWAS) включает методы, ис-

пользуемые для выявления взаимосвязей между геномами и фенотипами. Основная цель этих исследо-
ваний – понимание биологии фенотипов, расширение знаний и разработка новых алгоритмов анализа 
геномных данных. С помощью GWAS получено большое количество результатов в области популяцион-
ной генетики и генетики сложных признаков, биологии заболеваний, их диагностики и лечения [1]. 
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Механизмы взаимосвязей между геномами и фенотипами сложны, и многие из них пока не имеют до-
стоверного объяснения. Однако за последние почти 20 лет был достигнут значительный прогресс в их 
понимании и использовании [1; 2].

Ряд исследований основаны на изучении взаимосвязи между генетическими вариациями и феноти-
пами. Однонуклеотидные полиморфизмы (ОНП) в геномах могут вызывать фенотипические проявления 
или быть связанными с ними. Хорошо известно, что большинство фенотипов ассоциированы не с одной 
генетической вариацией в конкретной геномной позиции, а со многими из них. Изучение взаимодействия 
ОНП играет ключевую роль в GWAS. При этом проблема выявления подобных зависимостей представ-
ляет собой сложную комбинаторную задачу. Учитывая тот факт, что количество генетических вариаций 
в геномах может измеряться сотнями тысяч или даже миллионами, задача изучения таких зависимостей 
становится неразрешимой с помощью современных компьютеров. Разработанные подходы к решению 
данной проблемы либо исследуют все ОНП, либо выделяют из этого множества подмножества с нуж-
ными свойствами, которые затем используются для выявления маркеров с лучшими прогностическими 
характеристиками. Полный перебор (исчерпывающий поиск) комбинаций ОНП – простой и надежный 
метод, который предсказывает взаимосвязи между генетическими вариациями и фенотипами. Однако 
из-за огромной вычислительной сложности он не может найти широкого применения. По этой причине 
был разработан алгоритм с поддержкой взаимодействия ОНП на графических картах, протестированный 
на нескольких наборах данных [3]. В работе [4] генетический алгоритм и SVM-классификатор применяли 
для поиска подмножеств ОНП, наиболее предпочтительных с точки зрения классификатора, а в работе [5] 
был предложен алгоритм случайного леса для отбора подмножеств ОНП, связанных с фенотипами. 

Один из популярных подходов к поиску ассоциаций между геномными мутациями и фенотипами 
заключается в объединении мутаций генов и изучении проблемы ассоциации между генами и фенотипа-
ми [6]. В этом случае размерность задачи существенно уменьшается, и появляются новые возможности 
для биологической интерпретации фенотипов. Данному подходу посвящено множество публикаций. 
В частности, в работе [7] предложен новый инструмент, использующий сводную статистику для обна-
ружения ассоциаций на уровне генов, а не отдельных ОНП. Этот инструмент позволяет значительно 
сократить объем вычислений и является более мощным, чем другие программные средства, применяю-
щие аналогичный подход. Взвешивание генетических вариаций в гене – одна из основных проблем при 
разработке подходов к поиску ассоциаций на уровне генов, влияющая на их эффективность. Генный 
тест, также использующий сводную статистику и названный OWC, продемонстрировал более высо-
кую мощность на модельных и реальных данных по сравнению с другими популярными методами [8]. 
Изу чение взаимодействия генов и их совместного влияния на сложные фенотипы является актуальной 
темой современных исследований [9].

Микобактерия туберкулеза (МБТ) – возбудитель инфекционного заболевания, называемого туберкуле-
зом. В 2022 г. им заболели 10,6 млн человек во всем мире, из них у 410 тыс. человек развился туберкулез 
с множественной лекарственной устойчивостью или устойчивый к рифампицину туберкулез, а 1,3 млн 
человек умерли. Число диагностированных и начавших лечение людей было намного меньше, чем пред-
полагаемое число заболевших [10]. Методы прогнозирования лекарственной устойчивости на осно ве 
анализа ОНП могут предоставить врачам ценную информацию для рекомендации более эффективных 
препаратов и схем лечения, необходимых для сокращения числа случаев лекарственной устойчивости [11; 12]. 
В исследовании [13] взаимодействия ОНП были проанализированы для предсказания лекарственной 
устойчивости МБТ и выявления ассоциированных с ней пар генов. Одномерная сверточная нейронная 
сеть превзошла другие традиционные классификаторы машинного обучения в поиске комбинаций ОНП, 
связанных с лекарственной устойчивостью МБТ [14]. Согласно результатам исследования [14] для 8 пре-
паратов эта нейронная сеть обеспечила более высокую точность прогнозирования, чем современная 
программа предсказания лекарственной устойчивости МБТ Mykrobe [15]. 

За последнее десятилетие было разработано много моделей для предсказания лекарственной устой-
чивости [15–23]. Однако задача корректного прогнозирования устойчивости к лекарствам на основе 
информации о наличии оп ределенных мутаций в геноме по-прежнему остается крайне актуальной и тре-
бует разработки новых подходов к ее решению.

В настоящем исследовании для прогнозирования лекарственной устойчивости МБТ использован поиск 
ОНП в геномах на основе данных портала по туберкулезу (https://tbportals.niaid.nih.gov), который вклю-
чает экспериментальную информацию об устойчивости к 20 лекарственным препаратам для 3178 геномов 
МБТ, содержащихся в базе данных GenBank (https://www.ncbi.nlm.nih.gov/genbank/). Для этого были раз-
работаны четыре алгоритма поиска комбинаций ОНП, ассоциированных с лекарственной устойчивостью 
МБТ. Данные алгоритмы основаны на изучении взаимодействия ОНП в двух режимах – аддитивном 
и мультипликативном. На первом этапе алгоритмы используют полный перебор пар ОНП для расчета 
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их связи с устойчивостью к 20 лекарственным препаратам, а на втором этапе – жадные процедуры для 
поиска комбинаций, включающих до пяти ОНП, которые наилучшим образом связаны с лекарственной 
устойчивостью.

Материалы и методы исследования
Задача GWAS. Для каждого лекарственного препарата d исследуемые образцы подразделяются на 

устойчивые и чувствительные к нему. Таким образом, эталонный набор данных S геномов МБТ можно 
представить в виде 

S S S� � �
d d ,

где Sd
+ – подмножество образцов, устойчивых к препарату d, а Sd

− – подмножество образцов, чувстви-
тельных к препарату d.

В рассматриваемом случае каждый образец Si, i = 1, 2, …, m, представляет собой последовательность, 
состоящую из четырех нуклеотидов si j, :�� �A, T, C, G

S s s si i i i n� �� �, , ,, , , .1 2

Здесь n – количество нуклеотидов в геноме. Величина n отличается для разных организмов. Например, 
для генома МБТ n = 4 418 596. Последовательность нуклеотидов в геноме может содержать различные 
однопозиционные мутации, обычно называемые ОНП, означающие замену одного нуклеотида в опре-
деленной позиции на другой нуклеотид и присутствующие в достаточно большой части популяции (бо-
лее 1 %). Некоторые ОНП важны для жизни организма, а также связаны с его фенотипом (или признаком), 
в рассматриваемом случае с устойчивостью микроорганизма к какому-либо лекарству. Предполагается, 
что задан вектор фенотипа yd m

Ty y y� �� �1 2, , , , где m – размер набора данных S, и yi = 1, если образец Si 
устойчив к препарату d. В противном случае yi = 0 и образец Si чувствителен к данному препарату. 

Рассматриваемая в статье задача GWAS заключается в поиске в геноме ОНП, ассоциированных с фено-
типами, если такие ОНП существуют. В этом случае размерность задачи может быть уменьшена до ана-
лиза только последовательности ОНП, а не всего генома. Предположим, что набор геномных данных S 
содержит последовательность x � �� �x x xp1 2, , , , состоящую из p ОНП, полученных при сравне нии ге-
номов из базы данных с эталонным геномом, причем каждый xi, i = 1, 2, …, p, соответст вует некоторому 
ОНП в образцах генома. Отметим, что рассматриваемые ОНП встречаются в не менее чем 1 % геномов 
из набора данных S. Тогда вектор xi i i i px x x, , , ,, , ,0 1 2� �� � описывает значения ОНП для генома Si, xi, k = 1, 
если ОНП с номером k ≤ p существует в этом геноме, и xi, k = 0 в противном случае. Все ОНП в наборе 
данных S для препарата d определяются матрицей ОНП

 Xd i j m p
x� � �

�, .  (1)

В статье рассматривается следующая задача: по матрице ОНП Xd (1) и вектору фенотипов yd следует 
идентифицировать отдельные ОНП или их комбинации, связанные с фенотипом.

Сначала исследуем взаимосвязи между отдельными ОНП, представленными в наборе образцов и за-
данными векторами x0 1 2, , , ,, , ,j j j m j

T
x x x� �� �  для  j = 1, 2, …, p, а именно между столбцами матрицы 

ОНП Xd (1) и вектором фенотипа yd. Такой подход называется одномаркерным тестом. Далее исследуем 
взаимосвязи между комбинациями нескольких ОНП и вектором фенотипа, т. е. выполним многомар-
керный тест. Во втором случае задача приобретает комбинаторный характер, поэтому для проверки раз-
ных комбинаций ОНП будем использовать эвристики. Можно объединить вектор-столбцы, соответ ст вую щие 
ком бинации двух ОНП, с помощью различных операций и ввести в матрицу ОНП Xd (1) объеди ненный 
ОНП. В данной работе для каждой координаты вектор-столбцов при объединении соответствующих 
вектор-столбцов отдельных ОНП используются логические операции «или» либо «и». Операция «или» 
предполагает аддитивный эффект отдельных ОНП для предсказания фенотипа, такое взаимодействие ОНП 
называется аддитивным. Использование операции «и» означает, что взаимодействие мультиплика тивно 
и предсказание фенотипа происходит, когда оба одиночных ОНП предсказывают этот фенотип.

Исходные данные. Набор данных S содержал 3178 геномов и результаты тестов на устойчивость 
к 20 лекарственным препаратам, включая 5 препаратов первой линии, а именно этамбутол (EMB), изо-
ниазид (INH), пиразинамид (PZA), рифампицин (RIF), стрептомицин (SM), и 15 препаратов второй 
линии, таких как амикацин (AMK), амоксициллин – клавуланат (AMX – CL), капреомицин (CM), цикло-
серин (CS), этионамид (ETO), имипенем – циластатин (IMI), канамицин (KM), левофлоксацин (LFX), 
линезолид (LZD), моксифлоксацин (MFX), моксифлоксацин 0,25 (MFX 0,25), офлоксацин (OFX), пара-
аминосалициловая кислота (PAS), протионамид (PTH) и микобутин (рифабутин) (RFB). Эти данные 
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были взяты с портала по туберкулезу [24], представляющего собой платформу для исследований лекарст-
венно-устойчивого туберкулеза, которая содержит проверенную информацию об устойчивости или чув-
ствительности образцов МБТ к рассматриваемым препаратам. В табл. 1 представлено распределение 
чувствительных и устойчивых образцов для каждого препарата из набора данных.

Т а б л и ц а  1
Характеристика набора данных

Ta b l e  1
Characterisation of the dataset

Препарат
Количество 

чувствительных  
геномов

Количество  
устойчивых  

геномов
Препарат

Количество  
чувствительных  

геномов

Количество  
устойчивых  

геномов

EMB 839 617 IMI 384 180
INH 438 977 KM 861 767
PZA 447 498 LFX 777 1188
RIF 627 933 LZD 719 766
SM 539 875 MFX 1159 413

AMK 942 1302 MFX 0,25 254 137
AMX – CL 626 297 OFX 589 385

CM 943 1185 PAS 705 1264
CS 810 576 PTH 605 1127

ETO 155 158 RFB 197 169

Меры качества предсказания. Качество предсказания фенотипа на основе ОНП в рассматриваемой 
позиции генома можно оценить по матрице ОНП и вектору фенотипов с помощью нескольких показа-
телей, таких как

точность = TP

TP + FP
,

полнота = TP

TP + FN
,

 специфичность = TN

TN + FP
, 

(2)

правильность = TP + TN

TP + TN + FP + FN
,

где TP – число истинно положительных предсказаний; TN – число истинно отрицательных предсказа-
ний; FP – число ложноположительных предсказаний; FN – число ложноотрицательных предсказаний.

Прогнозирование лекарственной устойчивости основано на наличии соответствующего ОНП. Если 
образец устойчив к препарату d и предсказан как устойчивый, то результат прогнозирования считается 
истинно положительным. Аналогично, если образец чувствителен к препарату d и предсказан как чув-
ствительный, то прогноз является истинно отрицательным. Однако ни одно предсказание не идеально. 
Так, если образец устойчив к препарату d, а прогнозируется, что он чувствителен, то такое предсказа-
ние считается ложноотрицательным. Аналогично, если образец чувствителен к препарату d, но пред-
сказан как устойчивый, то результат прогнозирования будет ложноположительным.

Из формулы (2) следует, что точность – это отношение общего числа правильно предсказанных по-
ложительных образцов к общему числу образцов, предсказанных как положительные. Полнота пред-
ставляет собой отношение общего числа правильно предсказанных положительных образцов к общему 
числу положительных образцов. Специфичность определяется как отношение общего числа правильно 
предсказанных отрицательных образцов к общему числу отрицательных образцов. Правильность от-
ражает долю правильно предсказанных образцов, как положительных, так и отрицательных, от общего 
количества образцов.

Алгоритмы взаимодействия ОНП. Если исходная последовательность ОНП x � �� �x x xp1 2, , ,  со-
держит тысячи элементов, то можно вычислить значения меры правильности a x xi j,� � (2) для комбини-
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рованных ОНП, образованных всеми парами одиночных ОНП x xi j, .� �  В дальнейшем полученная ин фор-
мация используется для поиска наиболее важных комбинаций ОНП. 

Выберем q пар x xi j, ,� �  q ≥ 1, с наибольшими значениями a x xi j, ,� �  которые содержат различные ОНП. 
Продолжим отобранные пары ОНП до комбинаций, состоящих из не более чем l ОНП, l ≥ 2, с помощью жад-
ного алгоритма следующим образом. Для всех отобранных пар x xi j,� � рассмотрим комбинации трех ОНП 
x x xi j r, ,� � для каждого xr из начальной последовательности x, отличного от xi и xj. Выберем произвольную 

комбинацию трех ОНП x x xi j k, ,� � с максимальным значением a x x xi j k, , .� �  Аналогичным образом можно 
получить комбинации, состоящие из не более чем l ОНП, начиная с отобранной пары x xi j, .� �  Наконец, 
выберем либо один ОНП, либо комбинацию ОНП, ассоциированные с устойчивостью к рассматриваемо-
му препарату, с максимальным значением меры правильности. Эта процедура может быть формализована 
алгоритмами 1 и 2 для аддитивного и мультипликативного режимов взаимодействия ОНП соответственно.

Алгоритм 1 (аддитивное взаимодействие ОНП).
Дана последовательность ОНП x � �� �x x xp1 2, , , , отсортированных в невозрастающем порядке зна-

чений меры правильности a x a x a xp1 2� � � � � � � � � .

Шаг 1. Вычислим значения a x xi j,� � для каждой пары ОНП, используя аддитивный режим взаимо-
действия.

Шаг 2. Выберем q пар ОНП с максимальными значениями меры правильности.
Шаг 3. Продолжим каждую выбранную пару до комбинации, содержащей не более l ОНП, с по мощью 

жадного алгоритма для аддитивных взаимодействий.
Шаг 4. Выберем либо отдельный ОНП, либо комбинацию не более чем l ОНП, связанные с устойчи-

востью к рассматриваемому препарату, с максимальным значением меры правильности.
Алгоритм 2 (мультипликативное взаимодействие ОНП).
Дана последовательность ОНП x � �� �x x xp1 2, , , , отсортированных в невозрастающем порядке зна-

чений меры правильности a x a x a xp1 2� � � � � � � � � .

Шаг 1. Вычислим значения a x xi j,� � для каждой пары ОНП, используя мультипликативный режим 
взаимодействия.

Шаг 2. Выберем q пар ОНП с максимальными значениями меры правильности.
Шаг 3. Продолжим каждую выбранную пару до комбинации, содержащей не более l ОНП, с помощью 

жадного алгоритма для мультипликативных взаимодействий.
Шаг 4. Выберем либо отдельный ОНП, либо комбинацию не более чем l ОНП, связанные с устойчи-

востью к рассматриваемому препарату, с максимальным значением меры правильности.
Выбор режима взаимодействия ОНП влияет на прогностические свойства комбинированных мутаций. 

Аддитивные взаимодействия имеют тенденцию к уменьшению числа истинно отрицательных и увели-
чению числа ложноположительных предсказаний, в то время как мультипликативные взаимодействия 
имеют тенденцию к увеличению числа ложноотрицательных и уменьшению числа истинно положитель-
ных предсказаний. В связи с этим представляется разумным использовать смешанный режим аддитив-
ного и мультипликативного взаимодействий. Рассмотрим два дополнительных алгоритма. Алгоритм 3 
применяет мультипликативное взаимодействие для продолжения пар ОНП, полученных с помощью 
аддитивного взаимодействия, а алгоритм 4 использует аддитивное взаимодействие для продолжения 
пар ОНП, полученных с помощью мультипликативного взаимодействия.

Алгоритм 3 (аддитивно-мультипликативное взаимодействие ОНП).
Дана последовательность ОНП x � �� �x x xp1 2, , , , отсортированных в невозрастающем порядке зна-

чений меры правильности a x a x a xp1 2� � � � � � � � � .

Шаг 1. Вычислим значения a x xi j,� � для каждой пары ОНП, используя аддитивный режим взаимо-
действия.

Шаг 2. Выберем q пар ОНП с максимальными значениями меры правильности.
Шаг 3. Продолжим каждую выбранную пару до комбинации, содержащей не более l ОНП, с помощью 

жадного алгоритма с использованием мультипликативных взаимодействий.
Шаг 4. Выберем либо отдельный ОНП, либо комбинацию не более чем l ОНП, связанные с устойчи-

востью к рассматриваемому препарату, с максимальным значением меры правильности.
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Алгоритм 4 (мультипликативно-аддитивное взаимодействие ОНП).
Дана последовательность ОНП x � �� �x x xp1 2, , , , отсортированных в невозрастающем порядке зна-

чений меры правильности a x a x a xp1 2� � � � � � � � � . 
Шаг 1. Вычислим значения a x xi j,� � для каждой пары ОНП, используя мультипликативный режим 

взаимодействия.
Шаг 2. Выберем q пар ОНП с максимальными значениями меры правильности.
Шаг 3. Продолжим каждую выбранную пару до комбинации, содержащей не более l ОНП, с помощью 

жадного алгоритма с использованием аддитивных взаимодействий.
Шаг 4. Выберем либо отдельный ОНП, либо комбинацию не более чем l ОНП, связанные с устойчи-

востью к рассматриваемому препарату, с максимальным значением меры правильности.
Если длина последовательности x измеряется сотнями тысяч элементов, то прямая проверка значений 

меры правильности для всех пар x xi j,� � становится невозможной из-за ограниченности вычислитель-
ных ресурсов. В этом случае можно выбрать подпоследовательность исходной последовательности x, 
содержащую разумное количество мутаций, которое еще позволяет вычислить значения используемой 
меры качества предсказания для всех пар ее элементов, а затем, следуя описанным выше процедурам, 
получить комбинации не более чем l ОНП с помощью жадного алгоритма. Понятно, что все алгоритмы 
могут быть использованы и для других мер качества предсказания (2).

Результаты и их обсуждение
Применение алгоритмов к препаратам первой линии. Для снижения вычислительной сложности 

для каждого препарата первой линии отобраны 25 пар ОНП (q = 25) с наибольшим значением меры 
правильности, которые были продолжены с помощью разработанных алгоритмов до комбинированных 
ОНП, содержащих не более 5 мутаций (l = 5). Для препаратов EMB, INH, PZA и SM максимальные зна-
чения меры правильности (79,5; 90,8; 75,8 и 82,1 % соответственно) получены с помощью алгоритма 1 
(табл. 2). Для препарата RIF наибольшая величина меры правильности (88,9 %) была достигнута с ис-
пользованием алгоритма 4. Из рис. 1 видно, что комбинации двух ОНП, использующие либо аддитив-
ный, либо мультипликативный режим взаимодействия, дают лучшие значения рассматриваемой меры 
качества предсказания, чем одиночные ОНП. 

Рис. 1. Комбинации l ОНП, l�� �2 3 4 5, , , ,  
наиболее значимо ассоциированные с устойчивостью к препаратам первой линии

Fig. 1. Combinations of l single nucleotide polymorphisms (SNPs), l�� �2 3 4 5, , , ,  
most significantly associated with resistance to the first-line drugs
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Т а б л и ц а  2
Правильность прогнозирования устойчивости  

к препаратам первой линии

Ta b l e  2
Accuracy of predicting resistance  

to the first-line drugs

Препарат
Количество предсказаний

Правильность, %
TN FP FN TP

Алгоритм 1

EMB 590 249 50 567 79,5

INH 401 37 93 884 90,8

PZA 292 155 74 424 75,8

RIF 504 123 52 881 88,8

SM 371 168 85 790 82,1

Алгоритм 2

EMB 587 252 61 556 78,5

INH 423 15 149 828 88,4

PZA 259 188 53 445 74,5

RIF 523 104 86 847 87,8

SM 382 157 118 757 80,6

Алгоритм 3

EMB 597 242 70 547 78,6

INH 421 17 125 852 90,0

PZA 269 178 67 431 74,1

RIF 508 119 60 873 88,5

SM 354 185 82 793 81,1

Алгоритм 4

EMB 573 266 39 578 79,1

INH 402 36 95 882 90,7

PZA 223 224 24 474 73,8

RIF 514 113 60 873 88,9

SM 358 181 77 798 81,8
П р и м е ч а н и е. Полужирным начертанием выделены наилучшие значения меры правильности 

для каждого препарата.

Применение алгоритмов к препаратам второй линии. Значения меры правильности предсказания, 
полученные с помощью рассматриваемых алгоритмов для препаратов второй линии, представлены в табл. 3. 
В большинстве случаев лучшие результаты дает алгоритм 4, для 5 препаратов – алгоритм 1, для 3 пре-
паратов – алгоритм 2. Почти везде наибольшая величина меры правильности предсказания по двум 
ОНП превышает лучший результат, достигнутый при использовании одного ОНП (рис. 2). По мере 
увеличения количества ОНП в комбинациях ( , , , )l�� �2 3 4 5  максимальное значение меры правильности 
предсказания изменяется (см. рис. 2). 



81

Дискретная математика и математическая кибернетика
Discrete Mathematics and Mathematical Cybernetics

Рис. 2. Комбинации l ОНП, l�� �2 3 4 5, , , ,  
наиболее значимо ассоциированные с устойчивостью к препаратам второй линии 

Fig. 2. Combinations of l SNPs, l�� �2 3 4 5, , , ,  
most significantly associated with resistance to the second-line drugs
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Т а б л и ц а  3
Правильность прогнозирования устойчивости  

к препаратам второй линии
Ta b l e  3

Accuracy of predicting resistance  
to the second-line drugs

Препарат
Количество предсказаний

Правильность, %
TN FP FN TP

Алгоритм 1

AMK 549 393 66 1236 79,5
AMX – CL 592 34 116 181 83,7

CM 384 559 87 1098 69,6
CS 739 71 218 358 79,1

ETO 83 72 34 124 66,1
IMI 322 62 106 74 70,2
KM 689 172 230 537 75,3
LFX 382 395 82 1106 75,7
LZD 575 144 52 714 86,8
MFX 1062 97 209 204 80,5

MFX 0,25 204 50 49 88 74,7
OFX 525 64 176 209 75,4
PAS 505 200 63 1201 86,6
PTH 332 273 85 1042 79,3
RFB 133 64 37 132 72,4

Алгоритм 2

AMK 567 375 108 1194 78,5
AMX – CL 593 33 116 181 83,9

CM 943 0 1185 0 44,3
CS 810 0 576 0 58,4

ETO 155 0 158 0 49,5
IMI 376 8 154 26 71,3
KM 813 48 515 252 65,4
LFX 428 349 142 1046 75,0
LZD 583 136 83 683 85,3
MFX 1078 81 215 198 81,2

MFX 0,25 235 19 80 57 74,7
OFX 568 21 265 120 70,6
PAS 705 0 1264 0 35,8
PTH 361 244 133 994 78,2
RFB 155 42 69 100 69,7

Алгоритм 3

AMK 549 393 79 1223 79,0
AMX – CL 592 34 116 181 83,7

CM 404 539 117 1068 69,2
CS 739 71 218 358 79,1

ETO 65 90 20 138 64,9
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Препарат
Количество предсказаний

Правильность, %
TN FP FN TP

IMI 345 39 133 47 69,5
KM 773 88 349 418 73,2
LFX 388 389 102 1086 75,0
LZD 576 143 59 707 86,4
MFX 1062 97 209 204 80,5

MFX 0,25 228 26 78 59 73,4
OFX 549 40 205 180 74,8
PAS 505 200 76 1188 86,0
PTH 335 270 104 1023 78,4
RFB 126 71 41 128 69,4

Алгоритм 4

AMK 553 389 68 1234 79,6
AMX – CL 593 33 116 181 83,9

CM 500 443 172 1013 71,1
CS 740 70 218 358 79,2

ETO 85 70 25 133 69,6
IMI 342 42 122 58 70,9
KM 690 171 230 537 75,4
LFX 382 395 87 1101 75,5
LZD 577 142 54 712 86,8
MFX 1072 87 214 199 80,9

MFX 0,25 224 30 68 69 74,9
OFX 526 63 176 209 75,5
PAS 506 199 65 1199 86,6
PTH 332 273 90 1037 79,0
RFB 116 81 22 147 71,9

П р и м е ч а н и е. Полужирным начертанием выделены наилучшие значения меры правильности 
для каждого препарата.

Сравнение с другими алгоритмами. Эффективность разработанных алгоритмов была сопоставле-
на с эффективностью программных систем Mykrobe [15] и TBProfiler [20], которые относятся к числу 
лучших вычислительных инструментов для предсказания лекарственной устойчивости МБТ. В системе 
Mykrobe используется граф де Брейна для представления генома и байесовский вывод для предсказания 
устойчивости к лекарственным препаратам. Система TBProfiler строит прогноз устойчивости к лекар-
ственным препаратам на основе анализа ОНП и набора правил для их интерпретации.

Значения меры правильности, полученные с помощью программ Mykrobe (версия 0.13.0) и TBProfiler 
(версия 5.0.1) для 13 препаратов, были вычислены с использованием того же набора данных, который при-
менялся в разработанных авторами алгоритмах. Результаты сравнения алгоритмов 1–4 с программными 
системами Mykrobe и TBProfiler приведены в табл. 4, анализ которой свидетельствует о том, что для всех 
препаратов первой линии и препарата OFX второй линии системы Mykrobe и TBProfiler по правильности 
прогнозирования незначительно превосходят алгоритмы 1–4, однако для остальных препаратов второй 
линии уступают им. Дополнительным преимуществом предложенных авторами алгоритмов является 
интуитивно понятная интерпретация полученных результатов, поскольку устойчивость к конкретному 
препарату предсказывается по наличию соответствующих индивидуальных мутаций в геноме образца 
и по режиму их взаимодействия.

О ко н ч а н и е  т а б л .  3
E n d i n g  o f  t h e  t a b l e  3
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Т а б л и ц а  4

Сравнение разработанных алгоритмов с системами Mykrobe и TB-Profiler  
для прогнозирования устойчивости к противотуберкулезным препаратам первой и второй линий 

Ta b l e  4

Comparison of the developed algorithms with Mykrobe and TB-Profiler systems  
for prediction of resistance to the first-line and second-line anti-tuberculosis drugs

Препарат
Количество предсказаний

Полнота, % Специ-
фичность, % Точность, % Правиль - 

ность, %
Алгоритм  

или программаTN FP FN TP

EMB
590 249 50 567 91,9 70,3 69,5 79,5 Алгоритм 1
661 178 83 534 86,5 78,8 75,0 82,1 Mykrobe
604 235 42 575 93,2 72,0 71,0 81,0 TBProfiler

INH
401 37 93 884 90,5 91,6 96,0 90,8 Алгоритм 1
419 19 104 873 89,4 95,7 97,9 91,3 Mykrobe
417 21 99 878 89,9 95,2 97,7 91,5 TB-Profiler

PZA
292 155 74 424 85,1 65,3 73,2 75,8 Алгоритм 1
374 73 101 397 79,7 83,7 84,5 81,6 Mykrobe
361 86 87 411 82,5 80,8 82,7 81,7 TB-Profiler

RIF
514 113 60 873 93,6 82,0 88,5 88,9 Алгоритм 4
532 95 69 864 92,6 84,8 90,1 89,5 Mykrobe
530 97 58 875 93,8 84,5 90,0 90,1 TB-Profiler

SM
371 168 85 790 90,3 68,8 82,5 82,1 Алгоритм 1
349 190 46 829 94,7 64,7 81,4 83,3 Mykrobe
357 182 61 814 93,0 66,2 81,7 82,8 TBProfiler

AMK
553 389 68 1234 94,8 58,7 76,0 79,6 Алгоритм 3
898 44 878 424 32,6 95,3 90,6 58,9 Mykrobe
895 47 870 432 33,2 95,0 90,2 59,1 TBProfiler

AMX – CL
593 33 116 181 60,9 94,7 84,6 83,9 Алгоритм 2

Неприменимо Mykrobe
Неприменимо TBProfiler

CM
500 443 172 1013 85,5 53,0 69,6 71,1 Алгоритм 4
899 44 838 347 29,3 95,3 88,7 58,6 Mykrobe
894 49 794 391 33,0 94,8 88,9 60,4 TBProfiler

CS
740 70 218 358 62,2 91,4 83,6 79,2 Алгоритм 4

Неприменимо Mykrobe
788 22 518 58 10,1 97,3 72,5 61,0 TBProfiler

ETO
85 70 25 133 84,2 54,8 65,5 69,6 Алгоритм 4
76 79 44 114 72,2 49,0 59,1 60,7 Mykrobe
70 85 36 122 77,2 45,2 58,9 61,3 TBProfiler

IMI
376 8 154 26 14,4 97,9 76,5 71,3 Алгоритм 2

Неприменимо Mykrobe
Неприменимо TBProfiler

KM
690 171 230 537 70,0 80,1 75,8 75,4 Алгоритм 4
586 275 168 599 78,1 68,1 68,5 72,8 Mykrobe
573 288 155 612 79,8 66,6 68,0 72,8 TBProfiler



85

Дискретная математика и математическая кибернетика
Discrete Mathematics and Mathematical Cybernetics

Препарат
Количество предсказаний

Полнота, % Специ-
фичность, % Точность, % Правиль - 

ность, %
Алгоритм  

или программаTN FP FN TP

LFX
382 395 82 1106 93,1 49,2 73,7 75,7 Алгоритм 1
699 78 588 600 50,5 90,0 88,5 66,1 Mykrobe
695 82 552 636 53,5 89,4 88,6 67,7 TBProfiler

LZD
575 144 52 714 93,2 80,0 83,2 86,8 Алгоритм 1
719 0 764 2 0,3 100,0 100,0 48,6 Mykrobe
719 0 763 3 0,4 100,0 100,0 48,6 TBProfiler

MFX
1078 81 215 198 47,9 93,0 71,0 81,2 Алгоритм 2
783 376 90 323 78,2 67,6 46,2 70,4 Mykrobe
753 406 80 333 80,6 65,0 45,1 69,1 TBProfiler

MFX 0,25
224 30 68 69 50,4 88,2 69,7 74,9 Алгоритм 4

Неприменимо Mykrobe
Неприменимо TBProfiler

OFX
526 63 176 209 54,3 89,3 76,8 75,5 Алгоритм 4
535 54 110 275 71,4 90,8 83,6 83,2 Mykrobe
525 64 99 286 74,3 89,1 81,7 83,3 TB-Profiler

PAS
505 200 63 1201 95,0 71,6 85,7 86,6 Алгоритм 1

Неприменимо Mykrobe
690 15 1149 115 9,1 97,9 88,5 40,9 TBProfiler

PTH
332 273 85 1042 92,5 54,9 79,2 79,3 Алгоритм 1

Неприменимо Mykrobe
Неприменимо TBProfiler

RFB
133 64 37 132 78,1 67,5 67,3 72,4 Алгоритм 1

Неприменимо Mykrobe
Неприменимо TBProfiler

П р и м е ч а н и е. Полужирным начертанием выделены наилучшие значения меры правильности для каждого препарата 
и алгоритм либо программа, с помощью которых они были получены.

В табл. 5 приведены ОНП, показавшие наилучшие результаты, и соответствующие им гены. В боль-
шинстве случаев эти ОНП распределены по разным генам, и только у некоторых препаратов несколько 
важных ОНП находятся в пределах одного гена.

Т а б л и ц а  5
Важные ОНП и соответствующие им гены

Ta b l e  5
Important SNPs and corresponding genes

Препарат ОНП Гены Правильность, %

Первая линия

EMB

rs4247429 embB

79,5

rs761155 rpoB

rs4248003 embB

rs4247431 embB

rs2101193 ureD

О ко н ч а н и е  т а б л .  4
E n d i n g  o f  t h e  t a b l e  4



86

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2024;3:73–89
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2024;3:73–89 

Препарат ОНП Гены Правильность, %

INH

rs2155168 katG

90,8
rs1673425 NA
rs761155 rpoB
rs781687 rpsL
rs184866 pntAb

PZA

rs2904110 dhaA

75,8
rs781822 rpsL
rs4247429 embB
rs4248003 embB
rs4247431 embB

RIF

rs1977 NA

88,9
rs2155168 katG
rs761155 rpoB
rs7582 gyrA

rs1473246 rrs

SM

rs1472359 rrs

82,1

rs761155 rpoB

rs781687 rpsL

rs781822 rpsL

rs184866 pntAb
Вторая линия

AMK

rs1093406 PE_PGRS17

79,6
rs2155168 katG
rs1673425 NA
rs1473246 rrs
rs4247431 embB

AMX – CL
rs2923391 ruvB

83,9
rs1473246 rrs

CM

rs2155168 katG

71,1

rs3590686 NA

rs1473246 rrs

rs337976 PE_PGRS4

rs4247431 embB

CS
rs7582 gyrA

79,2rs1933988 NA
rs7570 gyrA

ETO

rs840496 PE_PGRS10

69,6

rs761155 rpoB
rs104962 Rv0095c

rs2045310 PE_PGRS32

rs24698 fhaA

П р о д о л ж е н и е  т а б л .  5
C o n t i n u a t i o n  o f  t h e  t a b l e  5
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Препарат ОНП Гены Правильность, %

IMI

rs2944769 PE_PGRS45

71,3

rs2196855 Rv1945

rs336005 Rv0278c

rs71336 Rv0064

rs3732624 PPE54

KM

rs7582 gyrA

75,4

rs1093406 PE_PGRS17

rs7570 gyrA

rs1473246 rrs

rs493324 pta

LFX

rs2155168 katG

75,7

rs781687 rpsL

rs781822 rpsL

rs1472359 rrs

rs1473246 rrs

LZD

rs2155168 katG

86,8
rs761155 rpoB

rs1473246 rrs

rs761139 rpoB

MFX

rs1473246 rrs

81,2

rs1224367 NA

rs1499274 pncB1

rs3746409 PPE55

rs177857 PE1

MFX 0,25

rs7582 gyrA

74,9
rs3883796 Rv3466

rs3738503 PE_PGRS50

rs2715344 NA

OFX

rs7582 gyrA

75,5
rs92199 Rv0083

rs7570 gyrA

rs2030634 esxM

PAS

rs2155168 katG

86,6

rs1673425 NA

rs1473246 rrs

rs4247429 embB

rs4247431 embB

П р о д о л ж е н и е  т а б л .  5
C o n t i n u a t i o n  o f  t h e  t a b l e  5
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Препарат ОНП Гены Правильность, %

PTH

rs2155168 katG

79,3

rs781687 rpsL

rs781822 rpsL

rs1472359 rrs

rs1473246 rrs

RFB

rs1626935 zwf2

72,4

rs1130195 ispE

rs4243221 NA

rs4247429 embB

rs1161026 esx J
П р и м е ч а н и е. Аббревиатура NA означает, что данный ОНП не находится в гене.

Заключение
Таким образом, в данном исследовании предложены четыре новых алгоритма для выявления ком бина-

ций индивидуальных мутаций, ассоциированных с устойчивостью патогенных организмов к ле кар ст вен-
ным препаратам. Разработанные алгоритмы основаны на анализе геномов и концепции взаимодей ств ия 
мутаций, предполагающей, что комбинации нескольких ОНП позволяют предсказывать фенотип с бо лее 
высоким значением меры правильности, чем одиночные ОНП. Рассмотрены два режима взаимо дейст-
вия мутаций – аддитивный и мультипликативный. Предложенные алгоритмы используют различные 
по следовательности режимов взаимодействия ОНП. Важным моментом является то, что все алгоритмы 
на первом этапе применяют полный перебор пар мутаций для поиска тех из них, которые демонстрируют 
наибольшие значения меры правильности предсказания устойчивости к лекарству. На втором этапе ото-
бранные пары ОНП используются для получения комбинаций, содержащих до 5 мутаций, с помощью 
жадного алгоритма. Очевидно, что исчерпывающий поиск пар ОНП возможен лишь при ограничении 
числа отдельных ОНП, делающем процедуру вычислительно выполнимой. В случае прогнозирования 
устойчивости МБТ к лекарственным препаратам максимальное количество ОНП, которые необходимо 
рассмотреть, составляет менее 10 000, поэтому исчерпывающий поиск позволил проверить все их пары. 
В итоге удалось выявить комбинации, содержащие до 5 мутаций и ассоциированные с устойчивостью 
к 20 препаратам, применяемым в настоящее время для лечения туберкулеза. В будущем авторы пла нируют 
усовершенствовать предложенный подход и найти комбинации ОНП с более высокими величинами 
ассоциации с лекарственной устойчивостью МБТ.
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Аннотация. 
Введение. Важной особенностью технологии программно-конфигурируемых сетей (SDN) является централизо-

ванное управление сетью с помощью контроллера, реализованное посредством протокола управления. Контроллер 
является самым уязвимым элементом SDN, атака на который может повлиять на устойчивость ее функционирования. 

Постановка задачи. Разработка математических основ оценки устойчивости SDN позволит с помощью ана-
литических выражений вычислить показатели устойчивости SDN. В качестве базового показателя предлагается 
использовать коэффициент исправного действия по устойчивости SDN. 

Методы. Оценка показателей устойчивости SDN выполнена с применением методов теории марковских про-
цессов. В целях обеспечения устойчивости функционирования SDN в статье обоснован алгоритм контроля за со-
стоянием контроллеров и их автоматической перестройкой. 

Результаты. Осуществлена вербальная и математическая постановка научной задачи на исследование, а об-
щая задача декомпозирована на частные задачи, такие как концептуальное моделирование подсистемы интеллек-
туального мониторинга состояния информационно-телекоммуникационной сети общего пользования, разработка 
метода синтеза ее подсистемы интеллектуального мониторинга состояния и формирование научно-технических 
предложений по реализации данного метода. 

Практическая значимость. Предложенная методика позволяет оценить устойчивость SDN в условиях характер-
ных для нее компьютерных атак и, используя полученные показатели устойчивости, сформировать общие требова-
ния к системе защиты. 

Ключевые слова: компьютерные атаки; устойчивость; программно-конфигурируемые сети; цепи Маркова.
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Abstract. 
Introduction. An important feature of SDN technology is centralised network management using a controller rea lised 

using the OpenFlow control protocol and allowing not only to manage network devices, but also to collect network statistics, 
which permits to solve emerging network problems more effectively by configuring all network devices simultaneously. 
The controller is the most vulnerable element, an attack on which can affect the stability of its the entire infrastructure. 

Problem statement. The development of mathematical foundations for assessing SDN stability will allow us to calcu-
late SDN stability indicators using analytical expressions. As the main indicator, it is proposed to use the coefficient of 
serviceable action for SDN stability. 

Methods. The estimation of SDN stability indicators is carried out using methods of the theory of Markov processes. 
In order to ensure the stability of the SDN operation, this paper substantiates an algorithm for monitoring the state of 
controllers and their automatic adjustment. 

Results. A verbal and mathematical formulation of the scientific problem for the study is carried out, and the general 
problem is decomposed into specific problems, namely, conceptual modelling of the subsystem of intelligent monitoring of 
the state of the public information and telecommunications network, development of a method for synthesising its subsystem 
of intelligent monitoring of the state, as well as the formation of scientific and technical proposals for the implementation of 
this method. 

Practical significance. The proposed methodology makes it possible to estimate the stability of a software-defined net-
work in the conditions of computer attacks characteristic for it, as well as to form general requirements for the protection 
system using the obtained stability indicators. 

Keywords: computer attacks; stability; software-defined networks; Markov chains.
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Введение
Важной особенностью технологии программно-конфигурируемых сетей (software-defined networks, SDN) 

является централизованное управление сетью с помощью контроллера, реализованное посредством 
протокола управления OpenFlow, позволяющего не только управлять сетевыми устройствами, но и со-
бирать сетевую статистику, что способствует более эффективному решению возникающих в сети проб-
лем и реконфигурирует одновременно все устройства сети. 

Протокол OpenFlow позволяет реализовать управляемую и высоконадежную среду благодаря следую-
щим возможностям [1]: 

  • модель потока ориентирована на обеспечение безопасности;
  • централизованное управление позволяет рационально контролировать производительность сети 

в условиях кибератак; 
  • настройка политики безопасности обеспечивается программным контролем;
  • сдерживание и изоляция от кибератак осуществляются через гибкое управление трафиком. 

Концептуальная структура SDN включает уровень прикладных приложений, API, уровень управления, 
OpenFlow и уровень передачи данных.

Уровень передачи данных выполняет функции коммутаторов уровней L2 и L3 по обработке и пере-
даче сетевого трафика. Набор правил каждый коммутатор получает от контроллера по каналу управле-
ния и протоколу управления OpenFlow. В свою очередь, протокол OpenFlow предоставляет контрол-
леру возможность использовать специальные таблицы маршрутизации и (или) модификации пакетов. 
Правила, передаваемые с помощью протокола OpenFlow, могут быть как групповыми, так и дискрет-
ными для каждого потока в отдельности. Пакеты, поступившие на входной буфер коммутатора, сначала 
проверяются на соответствие их заголовков шаблонам правил из нулевой таблицы, а заголовки пакетов 
сравниваются с шаблонами правил, и в случае совпадения выполняется инструкция согласно выбран-
ному правилу. 

В SDN можно выделить три основные составляющие: контроллер, канал управления (OpenFlow) и марш-
рутизатор (коммутатор) OpenFlow. Как и в классической архитектуре, базовыми элементами яв ляются 
маршрутизаторы (коммутаторы), которые выполняют обработку сетевого трафика уровней L2 и L3. Однако 
в данном случае на сетевые устройства возложена функция пересылки трафика между конечными поль-
зователями, а все решения, связанные с фильтрацией и перестроениями маршрутов, которые в классиче-
ской реализации сети выполняли протоколы динамической маршрутизации, осуществляет контроллер.

Контроллер, в свою очередь, обладает двумя интерфейсами: сервером OpenFlow, который непосред-
ственно управляет сетью и проверяет состояние портов и устройств посредством протокола OF-CONFIG, 
и интерфейсом API, предоставляемым сетевым приложениям. 

Понимание процессов функционирования SDN определяется двумя уровнями технологии SDN: уров-
нем управления (control plane) и уровнем передачи данных (data plane).

Связь между уровнями осуществляет протокол управления OpenFlow. Для работы протокола управ-
ления реализуется соответствующий защищенный канал. Он может быть как отдельным физическим 
соединением контроллер – коммутатор, так и логическим каналом, проходящим через другие устрой-
ства SDN. По каналу управления происходит информационный обмен. Команды управления передаются 
от контроллера к коммутатору, а информация о состоянии логических переключателей и канала связи 
между устройствами передается от коммутатора к контроллеру. Одним из основных преимуществ дан-
ного решения является централизованное управление. Централизация позволяет динамически изменять 
маршруты передачи трафика в сети, исходя из меняющейся обстановки. При создании новых маршрутов 
и подключении новых каналов контроллер, отвечающий за конкретный сегмент, рассылает каждому 
устройству необходимые правила. Данная особенность существенно отличает SDN от классического 
подхода, где при изменениях в структуре администратор поэлементно вручную или по протоколам 
управления SSH/TELNET вынужден прописывать нужные правила [2]. 

На основе проведенного анализа можно выделить основные векторы угроз для данной концепции. 
К ним относятся:

  • пользователи сети SDN, получающие сетевые услуги;
  • канал от пользовательского до сетевого устройства;
  • сетевое устройство OpenFlow;
  • канал управления и мониторинга OpenFlow;
  • контроллер SDN. 

Контроллер является ключевым компонентом в управлении всей инфраструктурой SDN, но наибо-
лее уязвимым элементом SDN, поскольку атака на него может повлиять на устойчивость функциони-
рования SDN.
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Экономическая парадигма современного мира привела к тому, что разработчики сетевого оборудо-
вания экономят на всем, что, в свою очередь, влияет на общую устойчивость информационно-телеком-
муникационных сетей, включая SDN. Таким образом, SDN, с одной стороны, создает определенный 
риск, открывая злоумышленникам новые горизонты, а с другой – дает новые возможности по разработке 
альтернативных сервисов информационной безопасности [3–5].

Степень разработанности темы
Сегодня известны три основных направления по обеспечению устойчивости SDN в условиях тарге-

тированных (целевых) информационно-технических воздействий [6]. Первый способ – это оптимизация 
маршрута, используемого для сокращения технологического цикла управления центральным контрол-
лером [7]. В работах [8–10] были рассмотрены вариации усовершенствованного алгоритма Дейкстры по 
модели взвешенного графа. Для решения задачи маршрутизации потоков в условиях коллизий в рабо-
те [11] использован итерационный метод Кларка – Райта, предназначенный для оценки операции слия-
ния между маршрутами. Особенностью этого метода является получение выигрышей путем сокращения 
стоимости, которое достигается комбинированием двух коротких маршрутов в один большой маршрут. 
Эвристический метод вставок по принципу «ближайшего соседа», а также его ответвление «табу-поиск» 
рассматривались в работе [12]. Но, несмотря на простоту решения, данные подходы базируются на 
формально не обоснованных соображениях.

Второй подход к обеспечению устойчивости SDN – структурный – основан на особенностях архи-
тектуры сети. Часто важным фактором является устойчивость не всей сети, а ее главной части – си-
стемы управления. Кибератаки на SDN в 89 % случаев направлены на подсистему управления, так как 
сбой в ее работе приводит к общему «падению». В исследовании [13] структурная устойчивость SDN 
оценивается по четырем основным показателям: робастности, возможности резервирования, гибкости 
управления ресурсом и быстродействию. Такая оценка позволяет отделить процесс маршрутизации от 
пересылки данных, что является ключевой особенностью для сетей подобного рода.

Ряд исследований в области структурной устойчивости SDN направлены на резервирование контрол-
леров [14–16] с большим количеством дублируемых трибутарных (tributary) каналов, использование аль-
тернативных алгебраических топологий (например, FatTree) [17], а также на создание гибридов [18–20] 
разноуровневых топологий, таких как звезда и двойное кольцо, с организацией защиты каналов доступа по 
принципу 1 + 1. Для всех рассмотренных типов организации структурной устойчивости SDN характерны 
общие недостатки: несовместимость виртуальной конфигурации с сетевыми контроллерами и высокая 
стоимость согласованного однотипного «железа» [21].

К третьему варианту повышения устойчивости сети отнесем комбинированные способы, которые 
сочетают в себе характерные особенности первых двух вариантов. Так, в работе [22] рассмотрен схожий 
с предлагаемым нами метод превентивного выявления факта воздействия на центральный контроллер 
SDN, но в отличие от нашего подхода в исследовании [22] систему защиты сети эмулируют на уровне 
приложений и для отсева аномальных запросов к управляющей подсистеме используют комплементарный 
фильтр, который, как известно, имеет характерные временные задержки при переходных процессах.

Общим вопросам количественной оценки устойчивости сложных динамических систем, к числу 
которых относятся SDN, посвящен ряд работ, например [23; 24]. В них исследователи рассматривают 
устойчивость системы как способность «планировать и готовиться к стихийным бедствиям, поглощать их, 
реагировать на них и восстанавливаться после них, а также адаптироваться к новым условиям» [24, p. 136]. 
В этих работах предлагается подход к оценке устойчивости компьютерной сети, основанный на учете 
критической функциональности и особенностей внешних воздействий на элементы сети. Критическая 
функциональность может быть определена как качество системы [25], а также как показатель произ-
водительности системы, который вводится для получения интегрированного показателя устойчивости 
(например, критическая функциональность может вычисляться как процент функционирующих узлов).

Таким образом, анализ известных работ по устойчивости компьютерных сетей в условиях воздей-
ствия на них компьютерных атак (КА) позволяет сделать следующие выводы: 

  • стохастическое аналитическое моделирование и методы теории марковских процессов имеют боль-
шое значение для обоснования мер защиты в современных системах информационной безопасности;

  • с минимальными вычислительными затратами стохастические модели должны рассчитывать функ-
ции распределения интересующих нас случайных величин; 

  • стохастические модели должны обеспечивать моделирование любых атак и высокую гибкость. 
Подходы, рассмотренные выше, не в полной мере соответствуют приведенным выводам. В основе 

описываемого ниже подхода к оценке устойчивости SDN лежат методы теории марковских процессов, 
так как они позволяют устранить этот недостаток. 
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Оценивая устойчивость сети, необходимо определить критерии, при которых сеть перестанет вы-
полнять возложенные на нее функции. 

При рассмотрении транспортной составляющей разумно предположить, что сеть перестанет быть 
работоспособной при следующих условиях: 

  • отказе контроллера транспортной сети либо подмене контроллера в целях управления нарушите-
лем сетью в своих интересах;

  • отказе маршрутизаторов, отвечающих за транспортную составляющую сети;
  • подмене топологии, при которой нарушитель выдает себя за маршрутизатор транспортной сети 

и создает черные дыры для передаваемого трафика; 
  • отказе каналов связи между узлами сети. 

Учитывая описанные выше условия, оценим устойчивость SDN при резервировании сетевых 
устройств. Для этого необходимо представить сеть в виде марковского процесса с дискретными состоя-
ниями в непрерывном времени; время пребывания в одном состоянии распределено по показательному 
закону.

На рис. 1 представлен граф дискретных состояний и условных переходов.

Заметим, что на графе не рассматривается переход из состояния S2 в состояние S5. По нашему мне-
нию, переход из состояния S2 в состояние S5 не оказывает большого влияния на устойчивость SDN, так 
как разведка ведется постоянно и не несет прямой угрозы функционированию сети, требующей восста-
новления и устранения последствий успешной компьютерной атаки. Иными словами, при составлении 
мы сделали акцент именно на возможности противодействия КА, но не разведке противника.

В таблице приведено описание условных дискретных состояний распределенной корпоративной 
SDN в условиях кибератак. 

Описание условных дискретных состояний  
распределенной корпоративной SDN в условиях кибератак

Description of conditional discrete states  
of distributed enterprise SDN under cyber attacks

Условное  
обозначение  
состояния

Описание условного дискретного состояния

S1 Стабильное устойчивое функционирование без отказов

S2
Функционирование в условиях технической компьютерной разведки 
(осуществление нарушителем сбора информации о будущем объекте кибератаки)

S3 Функционирование в условиях проведения кибератак и в отношении SDN

S4
Функционирование при успешной атаке (успешное подключение к атакуемой 
сети, получение доступа к атакуемому контроллеру)

S5
Обнаружение аномалий в сети, выявление кибератаки, устранение последствий 
успешной атаки

Рис. 1. Граф условных состояний системы передачи данных SDN
Fig. 1. SDN state and transition graph
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По нашему мнению, выбор такого количества и состава состояний вполне достаточен для постав-
ленной цели исследования, хотя не исключена возможность дальнейшей детализации состояний. Этот 
вопрос мы рассматриваем как направление будущих исследований.

Назовем исходные данные для задачи.
1. Граф укрупненных устойчивых состояний SDN в условиях проведения КА G S� � �, .�
2. Множество состояний S SDN в условиях ведения КА 

 S S S S S S�� �1 2 3 4 5, , , , .  
3. Множество потоков событий Λ при изменении состояний SDN в условиях проведения КА

 � � �� �� � � �12 21 23, , , , .ij  
4. Характеристики устойчивых укрупненных состояний SDN при воздействии кибератак. Примером 

такой характеристики является время прохождения информации. Оно стремится к бесконечности для 
состояния S1 и при реализации DDoS-атаки для состояния S4.

5. Значения интенсивностей потоков событий при воздействии КА, которые получаются следующим 
образом. Каждая учитываемая КА поэтапно моделируется на имитационной компьютерной модели, по-
строенной в виртуальной среде EVE-NG, в целях получения временных характеристик ее этапов. Далее 
путем математических расчетов при помощи метода топологического преобразования стохастических 
сетей [23] получаются искомые значения интенсивностей событий.

6. Вектор вероятностей начальных состояний системы pi 0 1 0 0 0 0 0 0� � � � �, , , , , , .

7. Нормировочное условие 
 p ti

i
� � �

�
� 1

0

4

.  

Моменты вероятностных переходов SDN из одного состояния в другое при использовании страте гии 
защиты неопределенны, случайны и происходят под действием потоков событий, которые характери-
зуются интенсивностями �ij� �. Интенсивности являются важной характеристикой потоков событий и пред-
ставляют среднее число событий, приходящих за единицу времени. Численные значения интенсивностей 
зададим в соответствии с имитационной моделью. При решении системы линейных дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами (однородный марковский процесс) пе ре ходим к непрерывно-
му времени t → 0. По размеченному графу G сформируем систему дифферен циаль ных уравнений с неиз-
вестными функциями p ti � �� �, которые определяют вероятность нахождения системы в состоянии Si. При 
этом следуем правилу, что в правой части каждого дифференциального уравнения для p ti � � произведение 
�ji jp t� � добавляется со знаком «плюс», а произведение �ij ip t� � – со знаком «минус». Вектор вероятностей 
начальных состояний системы pi 0� �� � необходим для точного решения этой системы.
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Устойчивость SDN является достаточно обширным понятием даже в объеме устойчивости SDN в усло-
виях КА, потому что, как было сказано ранее, появление новых угроз информационной безопасности 
есть процесс постоянный. Поэтому устойчивость следует рассматривать как способность распределен-
ной корпоративной сети с использованием технологии SDN противостоять определенному классу КА, 
S4 является состоянием функционирования SDN при успешном осуществлении КА. 
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Таким образом, зная вероятность p t4 � � нахождения сети SDN в состоянии S4, можно найти вероят-
ность устойчивого функционирования всей сети P tóñò � �:
 P t p tóñò � � � � � �1

4
.  (1)

Блок-схема предлагаемой методики оценки устойчивости распределенной SDN в условиях кибер-
атак имеет вид, представленный на рис. 2.

Методика позволяет при определении наиболее актуальных атак для корпоративной SDN рассчитать 
степень ее устойчивости. Результаты и основанные на них выводы позволяют получить адекватную 
оценку устойчивости SDN в моделируемых условиях к КА, характерным для данной сети.

Оценка устойчивости SDN в условиях КА
Для оценки устойчивости SDN в условиях КА были разработаны и реализованы три структуры сети:
1) структура SDN, состоящая из трех элементов с одним контроллером; 
2) структура SDN на основе двух контроллеров с перехватом функций управления по заданному 

алгоритму в условиях КА; 
3) структура SDN с двумя контроллерами, когда один контроллер является основным и выполняет 

функции управления, а второй контроллер находится в режиме горячего резервирования. 

Рис. 2. Блок-схема алгоритма оценки устойчивости SDN в условиях кибератак
Fig. 2. Flowchart of an algorithm describing the technique  

for assessing the resilience of SDN under cyber attacks
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Результаты расчета представлены в виде графиков (рис. 3–5). Для расчета показателя устойчивос-
ти SDN использовалось выражение (1). Пороговое значение 0,2 определяет ориентировочное, на наш 
взгляд, значение вероятности устойчивого функционирования сети. При значениях показателя устой-
чивости ниже порогового значения сеть перестает быть устойчивой. 

Анализ результатов показал, что рассматриваемые структуры SDN в условиях воздействия КА типов 
«синхронная атака» и «взлом или сбой контроллера» не соответствуют требованиям по устойчивости. 
В целях обеспечения устойчивости функционирования SDN в условиях КА необходимо разработать 
алгоритм контроля за состоянием контроллеров и их автоматической перестройкой, так как через 18 мин 
успешной реализации КА вероятность устойчивого функционирования сети начинает стремиться к нулю.

Рис. 3. Зависимость вероятности устойчивой работы SDN  
от времени реализации КА для структуры 1

Fig. 3. SDN resilience assessment results for structure 1

Рис. 4. Зависимость вероятности устойчивой работы SDN  
от времени реализации КА для структуры 2

Fig. 4. SDN resilience assessment results for structure 2
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Таким образом, на базе проведенных исследований по применению SDN, а также по их устой чивости 
к КА были сформированы общие требования к системе противодействия. Основным способом дости-
жения требуемого уровня устойчивости SDN может стать разработка алгоритмов резервирования конт-
роллеров, а также алгоритмов резервирования и переключения программных коммутаторов.

Алгоритм контроля за состоянием контроллеров  
и их автоматической перестройкой

Учитывая вышеизложенное, можно сформулировать требования к отказоустойчивому контуру управ-
ления SDN, который включает в себя три основных уровня:

1) контур управления уровнем передачи;
2) инфраструктуру мониторинга и управления OpenFlow;
3) межконтроллерную коммуникационную инфраструктуру.
Сложность функционирования такого контура заключается в формировании условий инициирова-

ния процессов восстановления SDN при реализации различных КА злоумышленником. 
Для решения задачи по повышению устойчивости SDN в условиях КА необходима система защиты 

(рис. 6), в основу которой заложен алгоритм восстановления сети, выделяющий два уровня:
1) уровень передачи;
2) уровень управления.
При проведении КА злоумышленник осуществляет ряд последовательных действий, при обнару-

жении которых система защиты должна сигнализировать об этом сетевому администратору, а также 
рекомендовать применение сценария противодействия. При этом признаки КА для уровней SDN будут 
различными. Например, для атаки типа «взлом или сбой контроллера», направленной на программный 
коммутатор, будет характерно повышение трафика, проходящего через контроллер, повышение задержки 
ответа от контроллера или отсутствие ответа от него, а для атаки типа «взлом или сбой контроллера», на-
правленной на контроллер, – повышение нагрузки процессора, количества запросов и т. д. В этом случае 
очевидна необходимость разделить условия реагирования программных коммутаторов и контроллеров 
в зависимости от типов КА. 

Для построения системы отказоустойчивости SDN в условиях КА разработана клиент-серверная 
структура, которая состоит из агентов, функционирующих на программных маршрутизаторах, и сервера, 
функционирующего на контроллере (рис. 7).

Рис. 5. Зависимость вероятности устойчивой работы SDN  
от времени реализации КА для структуры 3

Fig. 5. SDN resilience assessment results for structure 3
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Рис. 6. Вариант предлагаемой структуры построения системы защиты SDN в условиях КА
Fig. 6. A variant of the proposed structure of the SDN protection system in cyberattacks conditions

Рис. 7. Обобщенная структура системы обеспечения отказоустойчивости сегмента SDN
Fig. 7. Algorithm for the operation of the fault tolerance system of the SDN segment
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Алгоритм восстановления сети в рамках представленной на рис. 6 системы защиты реализуется 
и увязывается с обобщенной структурой системы обеспечения отказоустойчивости следующим образом. 
На программном маршрутизаторе (см. рис. 7) работает агент OvS, а на контроллере развернут сервер 
системы отказоустойчивости, агент OvS и сервер системы отказоустойчивости взаимодействуют по про-
токолу OpenFlow. Агент OvS является полноценным анализатором аномалий функционирования SDN, 
в основе которого лежит рекуррентная нейронная сеть с долгой краткосрочной памятью (long short-term 
memory, LSTM) для программных маршрутизаторов. При этом, определив наиболее вероятный сценарий 
проводимой атаки, агент OvS предлагает сетевому администратору запуск сценария противодействия 
(восстановления).

Далее после принятия решения должностным лицом выполняется выбранный сценарий. Из базы 
данных конфигураций загружается порядок действий, производятся автоматические настройки и под-
ключение к резервному контроллеру при выборе режима полной переконфигурации. 

Сервер системы отказоустойчивости запускается в двух версиях – master (ведущий) и slave (подчинен-
ный). Для их совместной работы реализуется сервис синхронизации, который отвечает за переключение 
контроллеров между собой, а также зеркалирование служебной информации, необходимой для принятия 
решений на проведение сценария восстановления. 

Для определения КА, так же как и в агенте OvS, используется LSTM-сеть. Набор данных, предназна-
ченный для ее обучения, будет отличаться от используемого в агенте OvS. Проводимые КА могут быть 
направлены на различные элементы сети и вызывать разные последствия. Таким образом, важным фактором 
функционирования сервера является отсутствие противоречий между выполняемыми агентом сценариями 
противодействия и сервером системы даже при отсутствии канала управления OpenFlow между ними. 

Блок-схема функционирования сервера предлагаемой системы обеспечения устойчивости SDN пред-
ставлена на рис. 8.

Рис. 8. Блок-схема функционирования сервера системы обеспечения устойчивости SDN
Fig. 8. Functioning diagram for the SDN resilience system server
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Таким образом, архитектура системы обеспечения устойчивости SDN состоит из агентов OvS, за-
пускаемых вместе с программными маршрутизаторами и отвечающих за принятие мер по реконфигу-
рации сети в случае обнаружения КА с помощью нейронной сети LSTM, и сервера системы, отвечаю-
щего за принятие мер на уровне управления вплоть до ввода в работу резервного контроллера (slave).

Заключение
Проведенный в статье анализ работ, посвященных тематике оценки устойчивости сетей SDN в усло-

виях КА, позволил сделать вывод о том, что стохастическое аналитическое моделирование и методы 
теории марковских процессов имеют большое значение для обоснования мер защиты в этих сетях, причем 
стохастические модели должны обеспечивать вычисление функций распределения интересующих нас 
случайных величин с минимальными вычислительными затратами. На основании результатов проведен-
ного анализа работ по тематике исследования для оценки устойчивости функционирования сетей SDN  
в условиях КА предложена марковская модель. Одним из состояний графа состояний и переходов мар-
ковской модели является функционирование SDN при успешной реализации кибератаки, что позволяет 
оценить вероятность устойчивости SDN как вероятность противоположного события. 

Предложенная марковская модель положена в основу разработанной методики оценки устойчи вости 
сетей SDN в условиях КА, которая позволяет обосновать наиболее устойчивую топологию сети и рас-
считать показатели КА. Расчет вероятностно-временных характеристик известных КА осуществляется 
на базе компьютерного имитационного моделирования в виртуальной среде EVE-NG. 

Полученные с помощью предложенной методики вероятностно-временные значения в дальнейшем 
используются в качестве исходных данных при оценке угроз и обосновании требований по защите 
SDN от КА. Компьютерное моделирование, проведенное для выбранных в статье вариантов построения 
сети SDN, продемонстрировало результативность разработанной методики и позволило выработать пред-
ложения по архитектуре системы обеспечения устойчивости SDN и ее функционированию. Описанные 
решения могут быть использованы при проектировании сложных интегрированных систем [26–28]. 

Дальнейшие исследования будут направлены на разработку аналитических моделей для реализации 
контр мер в сетях SDN и интеграцию их с моделями кибератак.
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НА ОСНОВЕ ГЕНЕТИЧЕСКОГО АЛГОРИТМА

Т. Ю. КИМ 1), 2), А. В. ПЕЧКОВСКАЯ 1), Е. И. ПЕЧКОВСКИЙ1)
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ул. Сурганова, 6, 220012, г. Минск, Беларусь 

2)Ургенчский филиал Ташкентского университета информационных технологий  
им. Мухаммеда альХорезми, ул. альХорезми, 110, 220100, г. Ургенч, Узбекистан

Аннотация. Приводится разработка функции пригодности для генетического алгоритма, направленной на ми-
нимизацию массы компонентов редуктора, изготавливаемых из полилактида методом FDM-печати. Для шестерен, 
оптимизируемых с помощью генетических алгоритмов, лучшие результаты могут быть получены в пространстве 
решений, которое формируется ограничениями на контактную прочность, выносливость при изгибе, статическую 
прочность вала и усталостную прочность. Показано, что эволюционная оптимизация конструкции пластиковых 
деталей, изготавливаемых методом FDM-печати, позволила уменьшить их массу без снижения прочности и функцио-
нальности. Предложен метод вычисления массы компонентов редуктора, превосходящий существующие методы по 
точности расчетов. Полученные результаты предполагается использовать при проектировании и прототипировании 
узлов робототехнических аппаратов, требовательных к массе деталей. Компьютерное моделирование выполнено 
в среде Matlab. 

Ключевые слова: генетические алгоритмы; Matlab; редуктор; шестерня; зубчатое колесо; оптимизация; масса; 
эволюционные алгоритмы; 3D-печать; FDM-печать.
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Abstract. This paper proposes the development of a fitness function for a genetic algorithm aimed at minimising the 
mass of gearbox components manufactured from polylactide using the FDM printing method. For gears optimised using 
genetic algorithms, the best results can be obtained in a solution space defined by constraints on contact strength, ben- 
 ding en durance, static shaft strength and fatigue strength. It is shown that evolutionary optimisation of the design of plas tic 
parts manufactured using the FDM printing method makes it possible to reduce their mass without compromising strength 
and functionality. To improve the quality of optimisation, a technique for calculating the mass of gears is developed that 
surpasses the existing techniques in the accuracy of the results. It is expected that the obtained results will be used in the 
design and prototyping of robotic units that are demanding on the mass of parts. Computer modelling is herein performed 
in the Matlab environment.

Keywords: genetic algorithms; Matlab; gearbox; gear; optimisation; mass; evolutionary algorithms; 3D printing; FDM 
printing.
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Введение
Эволюционные методы проектирования и оптимизации находят применение в различных областях 

техники. В частности, генетические алгоритмы используются в электронике при оптимизации антенн 
и проектировании электронных устройств [1]. В области искусственных нейронных сетей эволюционные 
алгоритмы находят применение в обучении сетей, использующих недифференцируемые функции акти-
вации, подборе оптимальной структуры и архитектуры искусственных нейронных сетей, оптимизации 
весовых коэффициентов и других параметров сети [2–4]. При проведении физических резервуарных 
вычислений [5–7], предусматривающих использование нелинейных динамических систем различной 
природы для обработки сигналов и информации, эволюционный подход может применяться для кон-
струирования резервуаров – механических, оптических или электронных структур, являющихся вычис-
лительным ядром. В робототехнике эволюционная оптимизация используется для совершенствования 
различных механизмов. Например, в конструкции робота с прыжковой локомоцией [8] энергия для 
прыжка накапливается в пружине, причем источником энергии служит электродвигатель с редуктором. 
Простота, эффективность и низкая масса редуктора играют важную роль в движении рассматриваемого 
робота. Этот и подобный ему редукторы могут изготавливаться с помощью аддитивных технологий 
(в частности, метода FDM-печати).

На сегодняшний день аддитивные технологии, которые предполагают послойное нанесение мате-
риала [9], все более востребованы при прототипировании и макетировании, а также мелкосерийном 
производстве. В то время как большинство производств основаны на методах механической обработки, 
3D-печать дает возможность изготавливать изделия сложной геометрической формы, не подверженные 
коррозии и обладающие более низким, чем многие конструкционные металлы, коэффициентом трения. 

Изготовление изделий методом 3D-печати, равно как и изготовление классическими методами, требует 
оптимизации массы компонентов редуктора. В частности, многие исследования в этой области сосре-
доточены на минимизации массы зубчатой передачи редуктора [10; 11]. Так, получил распространение 
генетический алгоритм, предназначенный для оптимизации функций дискретных переменных. Напри-
мер, в статье [12] представлен процесс автоматизированного проектирования зубчатых передач путем 
минимизации объема передач с использованием генетического алгоритма. 

Таким образом, целью настоящей работы является совершенствование процесса оптимизации пара-
метров компонентов робототехнических устройств, изготавливаемых методом FDM-печати. В качестве 
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иллюстрации рассматривается эволюционная оптимизация параметров зубчатых колес, применяемых 
в понижающем редукторе цилиндрического типа, таким образом, чтобы сделать возможным изготов-
ление компонентов редуктора с заданными характеристиками на основе аддитивных технологий из 
полилактида ( polylactic acid, PLA) [13].

Реализация генетического алгоритма  
для оптимизации массы редуктора

Для определения работоспособности редуктора при минимальной массе необходимо учитывать ряд 
характеристик, которые являются входными параметрами генетического алгоритма. К таким параметрам 
относятся крутящий момент на шестерне (T1) и колесе (T2), плотность PLA-пластика (ρ), передаточное 
число (u), длина вала шестерни (l1) и колеса (l2 ). В ходе натурных экспериментов для PLA-пластика 
были определены средняя твердость PLA-пластика (HB), расчетное число циклов работы пе редачи (L), 
допустимые значения пределов прочности на растяжение материала (bi, i = 1, 2, …, 8) при следующих 
параметрах печати:

  • толщине слоя 0,2 мм;
  • заполняемости пластиком 30 %.

Генетический алгоритм был реализован с помощью библиотеки Global Optimization Toolbox в сре-
де Matlab1. Первым шагом в использовании генетического алгоритма было формирование начальной 
популяции особей, где каждая особь определяется вектором E фиксированной длины, который имеет 
следующий вид:

E � � �b d d z m, , , , .1 2 1

Полученные элементы вектора E являются выходными параметрами генетического алгоритма. Они 
определены в табл. 1.

Т а б л и ц а  1
Граничные условия для генетического алгоритма

Ta b l e  1
Boundary conditions for genetic algorithm

Параметры Обозначение Диапазон значений

Ширина рабочего венца b 10 –32
Диаметр вала шестерни d1 10 –30
Диаметр вала колеса d2 20 – 40
Количество зубьев шестерни z1 18–30
Модуль зацепления m 2,75– 4,00

В каждой итерации популяция была представлена в виде набора особей подобно тому, как это сделано 
в работе [14]. В целях снижения массы компонентов редуктора и повышения качества поиска оптималь-
ного решения установлены граничные условия для генетического алгоритма (см. табл. 1), расшифровка 
параметров приведена на рис. 1. 

1Genetic algorithm options // MathWorks : website. Natick, 1994–2024. URL: https://www.mathworks.com/help/gads/genetic-
algorithm-options.html (date of access: 29.08.2024).

Рис. 1. Схема цилиндрической прямозубой передачи редуктора  
(aW  – межосевое расстояние; z2  – количество зубьев колеса)

Fig. 1. Diagram of a cylindrical spur gearbox transmission  
(aW  – center distance; z2  – number of pinion teeth)
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Далее целесообразно рассмотреть формирование функции пригодности для генетического алгоритма 
на примере одноклассового цилиндрического редуктора, имеющего общемашиностроительное приме-
нение. Функция пригодности – это особый тип целевой функции, используемой для оценки качества 
кандидатов или их пригодности для решения задачи. Она принимает на вход элементы вектора E и воз-
вращает значения, показывающие, насколько это решение близко к достижению поставленной цели. 
В данном контексте функция пригодности будет направлена на минимизацию массы компонентов редук-
тора, что является критически важным для повышения эффективности и снижения производственных 
затрат при печати. Редуктор содержит шестерню, колесо и два вала. Все расчеты подробно изложены 
для шестерни, для колеса же приведены только результаты вычислений. Следует отметить, что в работе 
использована более сложная модель зубчатого колеса, чем те модели, которые описаны в литературе. 
Например, в публикации [12] рассмотрен метод, который находит объем зубьев через усеченный конус. 
Однако подобный метод предоставляет лишь приближенные значения размера зубчатого колеса. Далее 
будет использоваться метод, дающий более точные значения.

Формирование функции пригодности. Функция пригодности F b d d z m, , , ,1 2 1� � определяется как 
суммарная масса исполнительных компонентов редуктора Mgearbox, которую следует минимизировать:

 F b d d z m M V V, , , ,1 2 1� ��� �� � �� �� � �gearbox gear_shaft pinion_shaf� tt gear pinion� �� �V V ,  (1)

где Vgear_shaft и Vpinion_shaft – объем вала шестерни и колеса соответственно, однако для шестерни исполь-
зуются длина вала l1 и диаметр вала d1, а для колеса – длина вала l2 и диаметр вала d2; Vgear и Vpinion – объем 
шес терни и колеса соответственно.

Для того чтобы найти массу компонентов редуктора, определим основные геометрические размеры 
цилиндрической прямозубой передачи. Далее вычислим площадь поверхности каждого компонента, 
затем – общую массу компонентов редуктора.

Объем шестерни рассчитывается по формуле

 V S z R S b V zfgear deep shp chamfer� �� � � �� � �1
2

11 2� ,  (2)

где Sdeep – площадь впадины; R f  – радиус окружности впадины зубьев шестерни; Sshp – площадь шпо-
ночного отверстия вала; V

chamfer
 – объем фаски.

Контур зубьев представляет собой окружность, радиус которой r равен половине шага делительной 
окружности. Распределим четыре окружности радиусом r на края окружностей радиусом R, Ra и R f , где 
R – радиус делительной окружности шестерни, а Ra – радиус окружности вершины зубьев шестерни, 
как на рис. 2. 

Найдем площадь впадины Sdeep, которая на рис. 2 выделена синим цветом. Поскольку фигура симмет-
рична, ее следует разделить пополам.
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где p1, p2, p3 – точки пересечения окружностей (делительной, внешней, внутренней), а x R�� �0, .

Рис. 2. Формирование формы зуба и вычисление площади впадины Sdeep

Fig. 2. Tooth shaping and calculation of the cavity area Sdeep
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Следующим шагом является формирование ограничений на контактную прочность, выносливость при 
изгибе, статическую прочность вала и усталостную прочность, которые представлены в виде математи-
ческих функций. 

При формировании каждой новой особи производится расчет предварительных геометрических раз-
меров передачи, определяемых из приведенных ниже условий обеспечения работоспособности. Резуль-
таты работы генетического алгоритма, представляющие собой геометрические размеры передачи, про-
веряются на соответствие заданным ограничениям. В случае получения удовлетворительного результата 
предварительные размеры принимаются в качестве окончательных.

Формирование ограничений для генетического алгоритма. Задачей генетического алгоритма яв-
ляется поиск таких значений ширины рабочего венца (b), диаметра вала шестерни (d1), диаметра вала 
колеса (d2 ), количества зубьев шестерни (z1) и модуля зацепления (m) зубчатой передачи редуктора 
(см. табл. 1), при которых значение целевой функции (1) будет минимальным при соблюдении ряда 
ограничений, рассмотренных ниже. 

 min : , , , , ,E E EF M g ii� � � �� ���
�

�
� � � � � ��� ��gearbox 0 1 2 8  (4)

где F E� � – функция пригодности; g ii E� � � � �0 1 2 8, , , , , – ограничения на контактную прочность, 
выносливость при изгибе для шестерни и колеса, статическую прочность при кратковременных пере-
грузках, усталостную прочность для быстроходного и тихоходного валов.

Ограничения на контактную прочность. Исходя из опыта авторов, допустимое контактное на-
пряжение составляет b1 = 357,12. Данное значение было получено с учетом коэффициента безопас-
ности шестерни, коэффициента нагрузки, предела контактной выносливости, основанного на средней 
твердости PLA-пластика (HB) и расчетном числе циклов работы передачи (L). Определим контактное 
напряжение:

 g b d b Z
T u K

bdH
H

1 1 1

1

1

2

2 1
0, ,� � � �

�� �
�  (5)

где ZH – коэффициент, учитывающий механические свойства материала сопряженных колес; KH – ко-
эффициент нагрузки.

Ограничения на выносливость при изгибе для шестерни и колеса. С учетом твердости материала 
и коэффициента запаса прочности рассчитаны допустимые пределы выносливости при изгибе, кото-
рые составляют b2 = 157 для колеса и b3 = 167 для шестерни. Определим напряжение при изгибе зубьев 
колеса:

 g b d z m b
TY
d bm

K K KF
F F F2 2 1 2

1

2

2
02, , , ,� � � � �

� � �
 (6)

где YF2
 – расчетный коэффициент формы зуба для прямозубой передачи без смещения исходного контура 

колеса; KFα
 – коэффициент, учитывающий распределение нагрузки между зубьями; KFβ

 – коэффициент, 
учитывающий распределение нагрузки по ширине зубчатого венца при изгибе; KFυ

  – коэффициент, учи-
тывающий динамическую нагрузку при изгибе. Определим напряжение при изгибе зубьев шестерни:

 g b d z m b
Y
Y
F F

F
3 1 1 3

2 1

2

0, , , ,� � � � �
�

 (7)

где σF2
 – расчетное напряжение при изгибе зубьев колеса (6); YF1

 – расчетный коэффициент формы зуба 
для прямозубой передачи без смещения исходного контура шестерни.

Ограничения на статическую прочность при кратковременных перегрузках. Допустимое на-
пряжение b4 = 123 находится в зависимости от предела текучести материала вала при изгибе2 и от ко-
эффициента запаса прочности пластичных материалов. Выходной вал редуктора приводит в движение 
объект, поэтому требуется провести прочностной расчет вала на эквивалентное напряжение, действующее 
в критическом сечении вала, согласно уравнению3

2Куклин Н. Г., Куклина Г. С. Детали машин : учеб. для машиностроит. специальностей техникумов. 4-е изд., перераб. и доп. 
М. : Высш. шк., 1987. 383 с.

3Дунаев П. Ф., Леликов О. П. Конструирование узлов и деталей машин : учеб. пособие для техн. специальностей вузов. 
5-е изд., перераб. и доп. М. : Высш. шк., 1998. 447 с.
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где Kρ – коэффициент перегрузки; Mc – суммарный изгибающий момент силы, меняющий положение 
относительно вала; h – высота зуба.

Ограничения на усталостную прочность для быстроходного и тихоходного валов [11]. Целью 
расчета валов на усталостную прочность является определение коэффициентов запаса выносливости S 
во всех предположительно критических сечениях вала. Расчет валов на усталостную прочность ведут, 
исходя из условия b5 ≤ S ≤ b6, где b5 = 2, b6 = 4 – необходимые значения коэффициента запаса выносли-
вости. Расчетное значение коэффициента запаса выносливости вала в его предположительно критиче-
ском сечении определяется по следующей формуле:

 S S S

S S
�

�
� �

� �
2 2

,  (9)

где Sσ – коэффициент запаса выносливости по нормальным напряжениям; Sτ – коэффициент запаса вы-
носливости по касательным напряжениям. 

При ограничениях на усталостную прочность для быстроходного и тихоходного валов редуктора при-
меняется формула (9), однако для быстроходного вала используются диаметр вала d1 и входной крутящий 
момент T1, а для тихоходного вала – диаметр вала d2 и входной крутящий момент T2.

Приведем окончательный вид ограничений на усталостную прочность для быстроходного ( , ,g b d m5 1� � 
и g b d m6 1, , )� �  и тихоходного ( , ,g b d m7 2� � и g b d m8 2, , )� �  валов:

 g b d m b S5 1 5 0, , ,� � � � �fast  (10)

 g b d m S b6 1 6 0, , ,� � � � �fast  (11)

 g b d m b S7 2 7 0, , ,� � � � �quite  (12)

 g b d m S b8 2 8 0, , ,� � � � �quite  (13)

где Sfast и Squite – расчетные значения коэффициента запаса выносливости в предположительно крити-
ческом сечении для быстроходного и тихоходного валов соответственно, полученные по формуле (9).

Набор переменных b b b b b b b b1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,� � авторы приняли за допустимые значения, которые были 
определены заранее. При вычислении значений функции пригодности F b d d z m, , , ,1 2 1� � находится рас-
четное значение работоспособности, и во время эволюционного моделирования вышеперечисленные 
ограничения определяют условия пригодности параметров шестерни, колеса и вала.

Операторы генетического алгоритма. В процессе работы генетического алгоритма используются 
такие генетические операторы, как селекция, скрещивание, мутация и элитный отбор [14]. Селекция пред-
назначена для отбора родительских особей в новое поколение. Функция пригодности F b d d z m, , , ,1 2 1� � 
оценивается для каждой особи в популяции, и для формирования следующего поколения отбираются 
не менее двух особей с наилучшей приспособленностью. Наиболее эффективным оказался метод стохас-
тической равномерной селекции, используемый по умолчанию. Суть данного метода заключается в том, 
что родительские особи могут выбираться более одного раза и передавать свои гены нескольким по томкам. 
В процессе скрещивания формируется следующее поколение. Из семи предложенных в библиоте ке 
параметров путем перебора была выбрана функция арифметического пересечения Arithmetic, которая 
использует среднеарифметическое взвешенное значение от предыдущего поколения. На рис. 3, а, про-
иллюстрирован промежуточный процесс скрещивания, где случайным образом выбираются элементы 
вектора E, до которого особи обмениваются генами. Мутация применяется для случайно выбранной особи, 
у которой один из произвольно выбранных генов меняется на случайное число (рис. 3, б ). Значение этого 
числа устанавливается методом Гаусса (табл. 2). После одного цикла итерации идет отбор элитных 
особей. Путем подсчета элиты определяется число лучших особей, которые гарантированно переходят 
в следующее поколение без изменений. Их количество должно быть меньше количества особей в по-
пуляции либо равно ему. В проведенных экспериментах количество элитных особей составило 2 % от 
общего количества особей (см. табл. 2).
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а /а б/b
Особьi Особь до мутации

b i� � d i1� � d i2� � z i1� � m i� � b i� � d i1� � d i2� � z i1� � m i� �

30 23,94 32 38 4,5 30 23,94 32 40 4

Особьi + 1 Особь после мутации

b i� � �1 d i1 1� � � d i2 1
� � � z i1 1� � � m i� � �1 b i� � �1 d i1 1� � � d i2 1

� � � z i1 1� � � m i� � �1

32 21,51 25 40 4 30 23,94 28 40 4

Потомок

b i� � d i1� � d i2� � z i1 1� � � m i� � �1

30 23,94 32 40 4

Выбранные генетические операторы и значения параметров генетического алгоритма приведены 
в табл. 2. Значения параметров подробно описаны в справочной системе пакета Matlab R2024a4.

Т а б л и ц а  2
Операторы и значения параметров  

генетического алгоритма
Ta b l e  2

Operators and values  
of genetic algorithm parameters

Операторы Параметры

Population type 100

Creation function Uniform

Rank Rank

Selection function Stochastic uniform

Mutation function Gaussian

Elite count 2

Crossover function Arithmetic

Crossover fraction 0,8

Max generations 25

Upper bounds (32, 30, 25, 40, 4)

Lower bounds (20, 10, 18, 30, 2,75)

Результаты работы генетического алгоритма
По завершении работы генетического алгоритма все решения были сведены к оптимальному векто-

ру E с элементами b d d z m, , , , .1 2 1� �  В ходе эксперимента выбраны семь вариантов значений параметров 
(табл. 3), которые удовлетворяют ограничениям и обеспечивают минимальное значение функции пригод-
ности (4). Средняя масса компонентов редуктора из пластиковых деталей составляет 455 г. Учитывая, что 
заполняемость пластиком при FDM-печати равна 30 %, масса компонентов редуктора составит 318,5 г. 

4Genetic algorithm options // MathWorks : website. Natick, 1994–2024. URL: https://www.mathworks.com/help/gads/genetic-algo-
rithm-options.html (date of access: 29.08.2024).

Рис. 3. Промежуточный результат генетических операций:  
а – скрещивания; б – мутации

Fig. 3. Intermediate result of genetic operations: 
a – crossover; b – mutation
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Т а б л и ц а  3
Значения параметров компонентов редуктора,  
полученные с помощью эволюционного отбора

Ta b l e  3
Values of gearbox component parameters  
obtained through evolutionary selection

Параметры Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3 Вариант 4 Вариант 5 Вариант 6 Вариант 7

b 13,625 15,571 10 31 27,25 23,94 10
d1 10,277 18,22 10 10,2 10,4 30 12,27
d2 10,201 20,19 10 12,6 10 40 10
z1 20 30 24 25 20 25 25
m 3,999 3,97 3,98 3,97 3,99 4 3,95

Поиск оптимального значения функции пригодности показан на рис. 4, где в пространстве поиска 
отображаются кривые лучших и средних значений. Функция пригодности принимает минимальное 
значение, когда кривая средних значений сходится к кривой лучших значений после 100-го поколения. 

Предложенный метод оптимизации массы зубчатой передачи редуктора, основанный на генетиче-
ском алгоритме и применяемый при 3D-печати, может быть эффективно использован для выбора па-
раметров печати. Разработанная функция пригодности, описанная формулами (1) – (3), и ограничения, 
представленные формулами (5) – (8) и (10) – (13), позволили определить оптимальные значения пара-
метров компонентов редуктора. В результате при FDM-печати удалось снизить массу шестерни на 45 % 
по сравнению с массой литой шестерни, сохранив при этом заданные параметры.

Заключение
В настоящем исследовании разработана функция пригодности, основанная на минимизации суммар-

ной массы исполнительных компонентов редуктора, включая валы и шестерни, с учетом их объемов 
и плотности PLA-пластика. Для вычисления массы компонентов необходимо определить основные 
геометрические размеры цилиндрической прямозубой передачи и вычислить площадь поверхности 
каждого компонента. Контур зубьев шестерни моделируется с использованием окружностей различных 
радиусов, что позволяет точно определить площадь впадин и, следовательно, объем и массу каждого 
компонента. Сформированные ограничения на контактную прочность, выносливость при изгибе, ста-
тическую прочность вала и усталостную прочность позволили снизить массу пластиковых деталей без 
ущерба для прочности и функциональности с помощью эволюционной оптимизации их конструкции. 

Рис. 4. Процесс работы генетического алгоритма
Fig. 4. The process of operation of the genetic algorithm
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Для повышения качества оптимизации был разработан метод вычисления массы компонентов редукто-
ра, превосходящий существующие методы по точности расчетов. Полученные результаты могут быть 
использованы при проектировании и прототипировании узлов робототехнических аппаратов, требова-
тельных к массе деталей.

Было вычислено семь вариантов значений параметров, удовлетворяющих ограничениям (см. табл. 3). 
Средняя масса пластиковых компонентов редуктора составила 318,5 г при заполняемости пластиком, 
равной 30 %.
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УДК 51(075.8)
Мартон М. В. Высшая математика [Электронный ресурс] : электрон. учеб.-метод. комплекс для спец. 
6-05-0532-09 «Страноведение и переводческая деятельность», профилизация «География и английский 
язык» / М. В. Мартон, Н. А. Моисеева ; БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск : БГУ, 2024. 305 с. : ил., 
табл. Библиогр.: с. 302–305. Режим доступа: https://elib.bsu.by/handle/123456789/319604. Загл. с экрана. 
Деп. в БГУ 01.10.2024, № 013401102024. 

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Высшая математика» 
предназначен для студентов специальности 6-05-0532-09 «Страноведение и переводческая деятельность». 
В ЭУМК содержатся лекционный материал, задания для практических занятий, планы лабораторных 
работ, примерные тестовые задания, примерные задания для управляемой самостоятельной работы сту-
дентов, контрольные работы, примерный тематический план, содержание учебного материала, вопросы 
для подготовки к зачету, темы для рефератов, список литературы.

УДК 004(075.8) + 004.056.5(075.8)
Мартон М. В. Информационные технологии и кибербезопасность [Электронный ресурс] : электрон. 
учеб.-метод. комплекс для спец. 6-05-1036-04 «Международная логистика» / М. В. Мартон, Н. А. Мои-
сеева ; БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск : БГУ, 2024. 207 с. : ил., табл. Библиогр.: с. 205–207, 302–305. 
Режим доступа: https://elib.bsu.by/handle/123456789/319605. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 01.10.2024, 
№ 013501102024. 

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Информационные 
технологии и кибербезопасность» предназначен для студентов специальности 6-05-1036-04 «Между-
народная логистика». В ЭУМК содержатся лекционный материал, планы лабораторных работ, примерные 
тестовые задания, примерные задания для управляемой самостоятельной работы студентов, контроль-
ные работы, примерный тематический план, содержание учебного материала, вопросы для подготовки 
к зачету, список литературы.

УДК 519.6(075.8)
Численные методы [Электронный ресурс] : электрон. учеб.-метод. комплекс для спец. 6-05-0533-07 
«Математика и компьютерные науки», профилизации: «Веб-программирование и интернет-технологии», «Ма-
тематическое и программное обеспечение мобильных устройств» : в 2 ч. Ч. 1. Интерполирование функций 
и приближенное вычисление интегралов / М. В. Игнатенко ; БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск : БГУ, 
2024. 150 с. : ил., табл. Библиогр.: с. 148–150. Режим доступа: https://elib.bsu.by/handle/123456789/319933. 
Загл. с экрана. Деп. в БГУ 04.10.2024, № 013704102024. 

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Численные методы» 
разработан в соответствии с образовательным стандартом первой ступени высшего образования для 
специальности 6-05-0533-07 «Математика и компьютерные науки». ЭУМК предназначен для информа-
ционно-методического обеспечения преподавания дисциплины «Численные методы» для студентов 
данной специальности. В ЭУМК содержатся конспект лекций, перечень лабораторных занятий с мате-
риалами для работы, задания по управляемой самостоятельной работе.
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УДК 622.83:519.6(075.8)
Журавков М. А. Основные подходы, принципы и особенности механико-математического модели-
рования в геомеханике [Электронный ресурс] : курс лекций / М. А. Журавков, С. Н. Лопатин ; БГУ. 
Электрон. текстовые дан. Минск : БГУ, 2024. 125 с. : ил. Библиогр.: с. 120–123. Режим доступа: https://
elib.bsu.by/handle/123456789/320041. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 07.10.2024, № 013807102024. 

В представленном курсе лекций рассматриваются основные общие правила, базовые принципы и осо-
бенности механико-математического моделирования, построения гранично-краевых задач геомеханики. 
В качестве примеров рассматриваются задачи подземной геомеханики (механики горных пород и масси-
вов). Представленный материал может использоваться при чтении таких дисциплин, как «Математические 
модели механики деформированного твердого тела и основы механики разрушения», «Механико-матема-
тические модели современной геомеханики», «Механика сыпучих и дискретных сред», «Компьютерное 
моделирование в задачах подземной гидромеханики», «Численные методы в задачах геогидромеханики», 
«Компьютерная механика» и др. Материал данного курса лекций представляет интерес для специалистов 
в области теоретической и прикладной механики, математического и компьютерного моделирования, 
численных методов и может быть рекомендован широкому кругу читателей, интересующихся приме-
нением современных методов математического моделирования в прикладных науках.

УДК 514(075.8)(076.2)
Карневич О. Н. Методы решения задач по геометрии [Электронный ресурс] : электрон. учеб.-метод. 
комплекс для спец. 6-05-0533-06 «Математика» / О. Н. Карневич, Л. Л. Тухолко ; БГУ. Электрон. тек-
стовые дан. Минск : БГУ, 2024. 59 с. : ил. Библиогр.: с. 58–59. Режим доступа: https://elib.bsu.by/handle/ 
123456789/320243. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 09.10.2024, № 014009102024. 

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Методы решения 
задач по геометрии» предназначен для студентов специальности 6-05-0533-06 «Математика». В ЭУМК 
содержатся материалы лекционных и практических занятий, вопросы к зачету, примерные задания для 
контрольной работы, список рекомендуемой литературы.

УДК 004.42(075.8)
Расолько Г. А. Практикум по программированию [Электронный ресурс] : электрон. учеб.-метод. 
комплекс для спец. 6-05-0533-06 «Математика» / Г. А. Расолько, Е. В. Кремень, Ю. А. Кремень ; БГУ. 
Электрон. текстовые дан. Минск : БГУ, 2024. 276 с. : ил., табл. Библиогр.: с. 274. Режим доступа: https://
elib.bsu.by/handle/123456789/320756. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 22.10.2024, № 015322102024. 

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Практикум по про-
граммированию» предназначен для студентов специальности 6-05-0533-06 «Математика». ЭУМК со-
держит тексты лекций, планы лабораторных занятий, перечень контрольных вопросов, тесты, списки 
рекомендованной литературы.

УДК 514(075.8)
Кононов С. Г. Геометрия [Электронный ресурс] : электрон. учеб.-метод. комплекс для спец. 6-05-0533-07 
«Математика и компьютерные науки», профилизация «Математика»» / С. Г. Кононов ; БГУ. Электрон. 
текстовые дан. Минск : БГУ, 2024. 79 с. : ил., табл. Библиогр.: с. 78–79. Режим доступа: https://elib.bsu.
by/handle/123456789/320764. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 22.10.2024, № 015422102024. 

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Геометрия» раз-
работан в соответствии с образовательным стандартом первой ступени высшего образования для спе-
циальности 6-05-0533-07 «Математика и компьютерные науки» (профилизация «Математика»). ЭУМК 
предназначен для информационно-методического обеспечения преподавания дисциплины «Геометрия» 
для студентов данной специальности. В ЭУМК содержатся краткий конспект лекций, перечень лабора-
торных занятий с материалами для работы в аудитории и дома, материалы для управляемой самостоя-
тельной работы (варианты контрольных работ, примерные варианты тестов по дисциплине, материалы 
для индивидуальных заданий), примерный список экзаменационных вопросов, список рекомендованной 
литературы.

УДК 004.42:004.738.5(075.8)
Барвенов С. А. Веб-программирование [Электронный ресурс] : электрон. учеб.-метод. комплекс для спец. 
6-05-0533-07 «Математика и компьютерные науки» / С. А. Барвенов, В. С. Романчик ; БГУ. Электрон. 
текстовые дан. Минск : БГУ, 2024. 160 с. : ил., табл. Библиогр.: с. 160. Режим доступа: https://elib.bsu.
by/handle/123456789/321284. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 04.11.2024, № 016304112024. 
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Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Веб-программи-
рование» предназначен для студентов специальности 6-05-0533-07 «Математика и компьютерные науки». 
ЭУМК содержит тексты лекций, планы лабораторных занятий, перечень контрольных вопросов, тесты, 
списки рекомендованной литературы.

УДК 519.6(075.8)
Позняк Ю. В. Введение в компьютерные математические системы [Электронный ресурс] : электрон. 
учеб.-метод. комплекс для спец. 6-05-0533-07 «Математика и компьютерные науки», профилизации: 
«Веб-программирование и интернет-технологии», «Математическое и программное обеспечение мо-
бильных устройств» / Ю. В. Позняк ; БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск : БГУ, 2024. 128 с. : табл. 
Библиогр.: с. 127–128. Режим доступа: https://elib.bsu.by/handle/123456789/321334. Загл. с экрана. Деп. 
в БГУ 06.11.2024, № 016506112024. 

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Введение в компью-
терные математические системы» разработан в соответствии с образовательным стандартом первой сту-
пени высшего образования для специальности 6-05-0533-07 «Математика и компьютерные науки». ЭУМК 
предназначен для информационно-методического обеспечения преподавания дисциплины «Введение 
в компьютерные математические системы» для студентов данной специальности. В ЭУМК содержатся 
материалы для организации лекционных занятий, перечень лабораторных занятий с материалами для 
работы, задания по управляемой самостоятельной работе.

УДК 514.12(075.8)
Кононов С. Г. Аналитическая геометрия [Электронный ресурс] : электрон. учеб.-метод. комплекс для 
спец. 6-05-0533-06 «Математика» / С. Г. Кононов, В. В. Суворов ; БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск : 
БГУ, 2024. 78 с. : ил., табл. Библиогр.: с. 77–78. Режим доступа: https://elib.bsu.by/handle/123456789/321407. 
Загл. с экрана. Деп. в БГУ 12.11.2024, № 016612112024. 

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Аналитическая гео-
метрия» разработан в соответствии с образовательным стандартом первой ступени высшего образования 
для специальности 6-05-0533-06 «Математика». ЭУМК предназначен для информационно-методического 
обеспечения преподавания дисциплины «Аналитическая геометрия» для студентов данной специаль-
ности. В ЭУМК содержатся краткий конспект лекций, перечень лабораторных занятий с материалами 
для работы в аудитории и дома, материалы для управляемой самостоятельной работы (варианты конт-
рольных работ, примерные варианты тестов по дисциплине, материалы для индивидуальных заданий), 
примерный список экзаменационных вопросов, список рекомендованной литературы.

УДК 51(075.8)
Кононов С. Г. Введение в специальность [Электронный ресурс] : электрон. учеб.-метод. комплекс для 
спец. 6-05-0533-06 «Математика»» / С. Г. Кононов, Г. О. Кукрак, В. Н. Куница ; БГУ. Электрон. тек-
стовые дан. Минск : БГУ, 2024. 126 с. : ил., табл. Библиогр.: с. 126. Режим доступа: https://elib.bsu.by/
handle/123456789/321675. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 14.11.2024, № 016714112024. 

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Введение в специаль-
ность» разработан в соответствии с образовательным стандартом первой ступени высшего образования 
для специальности 6-05-0533-06 «Математика». ЭУМК предназначен для информационно-методического 
обеспечения преподавания дисциплины «Введение в специальность» для студентов данной специаль-
ности. В ЭУМК содержатся краткий конспект лекций, материалы для управляемой самостоятельной 
работы (варианты теста, примерный список вопросов к зачету), список рекомендованной литературы.

УДК 519.67(075.8)
Компьютерная математика. Числовой пакет MATLAB [Электронный ресурс] : электрон. учеб.-метод. 
комплекс для спец. 6-05-0533-06 «Математика»» / Л. Л. Голубева, О. А. Лаврова, А. Э. Малевич, Н. Л. Щег-
лова ; БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск : БГУ, 2024. 80 с. : ил. Библиогр.: с. 78–80. Режим доступа: 
https://elib.bsu.by/handle/123456789/321683. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 14.11.2024, № 016814112024. 

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Компьютерная мате-
матика» предназначен для студентов специальности 6-05-0533-06 «Математика». ЭУМК содержит тексты 
лекций, планы лабораторных занятий, перечень контрольных вопросов, тесты, списки рекомендованной 
литературы.
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УДК 519.67(075.8)
Компьютерная математика. Символьный пакет MATHEMATICA [Электронный ресурс] : электрон. 
учеб.-метод. комплекс для спец. 6-05-0533-06 «Математика»» / Л. Л. Голубева, О. А. Лаврова, А. Э. Мале-
вич, Н. Л. Щеглова ; БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск : БГУ, 2024. 263 с. : ил., табл. Биб лиогр.: 
с. 260–263. Режим доступа: https://elib.bsu.by/handle/123456789/322005. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 
18.11.2024, № 017118112024. 

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Компьютерная мате-
матика» предназначен для студентов специальности 6-05-0533-06 «Математика». ЭУМК содержит тексты 
лекций, планы лабораторных занятий, перечень контрольных вопросов, тесты, списки рекомендованной 
литературы.
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