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Аннотация. Исследован упругий осесимметричный изгиб круговой трехслойной пластины в нестационарном 
температурном поле. Использовано приближенное решение задачи теплопроводности, полученное с помощью 
усреднения теплофизических характеристик материалов слоев по толщине пластины. Принято, что деформиро-
вание пластины подчиняется гипотезе ломаной линии. Для тонких несущих слоев, воспринимающих основную 
нагрузку, справедливы гипотезы Кирхгофа. Относительно толстый легкий заполнитель сжимаем по толщине, в нем 
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выполняется гипотеза Тимошенко. Для вывода системы уравнений равновесия применен принцип возможных 
перемещений Лагранжа. Получено общее аналитическое решение соответствующей краевой задачи. Численно 
исследовано изменение перемещений в пластине при различных температурах. 

Ключевые слова: упругая трехслойная пластина; сжимаемый заполнитель; осесимметричное нагружение; 
температурное поле. 

Благодарность. Работа выполнена в рамках государственной программы научных исследований «Конверген-
ция-2025».

DEFORMATION OF A THREE-LAYER PLATE  
WITH A COMPRESSIBLE FILLER IN THE TEMPERATURE FIELD
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Abstract. The elastic axisymmetric bending of a circular three-layer plate in a nonstationary temperature field is herein 
investigated. An approximate solution to the problem of thermal conductivity is used, obtained by averaging the thermo-
physical characteristics of the materials of the layers over the thickness of the plate. It is accepted that the deformation 
of the plate obeys the polyline hypothesis. Kirchhoff ՚s hypotheses are valid for thin load-bearing layers that take on the 
main load. A relatively thick lightweight filler is compressible in thickness, and the Timoshenko hypothesis is fulfilled 
in it. To derive a system of equilibrium equations, the principle of possible Lagrange displacements is applied. A general 
analytical solution of the corresponding boundary value problem is obtained. The change of displacements in the plate at 
different temperatures is numerically investigated.
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Введение
Актуальность разработки новых математических моделей для исследования упругого деформирования 

композитных стержней, пластин и оболочек при термосиловых нагрузках определяется их широким при-
менением в машиностроении, строительстве и при транспортировке энергоносителей. Монографии [1–3] 
посвящены разработке расчетных математических моделей деформирования неоднородных, в том числе 
трехслойных, элементов конструкций.

Исследование свободных и вынужденных колебаний, резонансных и нестационарных нагружений 
неоднородных цилиндрических оболочек проведено в работах [4 – 9]. Статьи [10; 11] посвящены описа-
нию резонансных, а также линейно изменяющихся во времени воздействий на круговые трехслойные 
пластины. Колебания трехслойных пластин, связанных с упругим основанием Винклера, рассмотрены 
в публикациях [12; 13]. В работах [14; 15] проанализировано акустическое и динамическое деформиро-
вание неоднородных пластин с учетом внутреннего трения в материале и внешнего аэродинамического 
демпфирования. В статьях [16; 17] рассмотрены рассеяние упругих волн в сильно неоднородной трех-
слойной пластине и внутренний сдвиг асимметричной многослойной пластины. 

Квазистатический изгиб трехслойных балок исследован в публикациях [18–22], при этом были учтены 
реакция упругого основания, жесткость межслойных соединений и упругопластические свойства мате-
риалов слоев. Ряд задач о деформировании неоднородных круговых пластин решен в статьях [23–28], 
в частности исследованы несущая способность, изгиб при распределенной нагрузке, влияние граничных 
условий на формы равновесия, неосесимметричное растяжение-сжатие в своей плоскости. Сжимаемость 
заполнителя при изгибе трехслойных пластин без учета теплового воздействия ранее была описана 
в работах [29–31]. 

В предлагаемой работе исследуется влияние нестационарного температурного поля на деформиро-
вание упругой трехслойной пластины со сжимаемым заполнителем.
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Постановка краевой задачи термоупругости
Пусть на внешнюю поверхность несимметричной по толщине круговой трехслойной пластины со 

сжимаемым заполнителем падает тепловой поток с интенсивностью qt (рис. 1). Нижняя поверхность 
(z = – c – h2 ) и контур (r = 1) теплоизолированы. 

Приращение температуры T z� � по толщине пластины во времени t описывается приближенной фор-
мулой, приведенной в статье [27]: 
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h3 = 2c – толщина заполнителя; lk – коэффициент теплопроводности; Ck – коэффициент теплоемкости; 

rk – плотность материала. Здесь и далее k = 1, 2, 3 – номер слоя.
Формула (1) была получена в результате решения задачи теплопроводности с помощью усреднения 

теплофизических характеристик материалов трехслойной пластины по толщине слоев (вывод представ-
лен, например, в работе [32]). В частном случае при h h

2 3
0= =  из нее следует точная формула для одно-

слойной пластины, приведенная в монографии [33]. 
Постановка и решение задачи проводятся в цилиндрической системе координат, привязанной к сре-

динной плоскости заполнителя. Кинематические гипотезы предполагают, что в тонких внешних несу-
щих слоях нормаль не изменяет своей длины, остается прямолинейной и перпендикулярной срединной 
плоскости слоя (гипотезы Кирхгофа). Обжатие относительно толстого легкого заполнителя принимается 
линейным по толщине. Нормаль заполнителя остается прямолинейной, но при этом изменяет длину и по-
ворачивается на дополнительный угол � r t, .� �  На контуре пластины обжатие заполнителя и относи-
тельный сдвиг отсутствуют, что соответствует наличию на нем жесткой диафрагмы. Кроме относитель-
ного сдвига � r t, ,� �  искомыми функциями будут u r t,� � и w r t,� � – радиальные перемещения и прогибы 
точек координатной плоскости, v r t,� � – линейная функция обжатия заполнителя. Зависимость указан-
ных перемещений от времени определяется нестационарным температурным полем (1).

В силу осесимметричности распределенной нагрузки q q r� � � окружные перемещения отсутствуют 
( ),u k�

� � � 0  а искомые величины – � r t, ,� �  u r t, ,� �  w r t, ,� �  v r t,� � – не зависят от координаты j. Радиаль-
ные перемещения u r zk� � � �,  и прогибы w r zk� � � �,  точек k-го слоя выражаются через указанные четыре 
функции. 

В верхнем (k = 1) и нижнем (k = 2) несущих слоях
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Рис. 1. Расчетная схема круговой трехслойной пластины  
со сжимаемым заполнителем

Fig. 1. Calculation scheme of a circular three-layer plate 
with a compressible filler
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В заполнителе (k = 3)
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Здесь z – вертикальная координата точек слоя; штрих в нижнем индексе обозначает производную по 
радиальной координате. 

Подставив в соотношения Коши [1] перемещения (2) и (3), получим следующие деформации в слоях: 
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Напряжения в слоях пластины можно вычислить через деформации (4), воспользовавшись законом 
Гука, учитывающим температуру: 
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где s k k
� �
� � � ��,  – девиаторы тензоров напряжений и деформаций; � �k k� � � �,  – шаровые составляющие тен-

зоров напряжений и деформаций; G T K Tk k k k� � � �,  – модули сдвига и объемного деформирования мате-
риалов слоев, зависящие от температуры Tk в k-м слое; a0k – коэффициент линейного температурного 
удлинения. 

Используя тензоры напряжений ��
k� �, введем обобщенные внутренние усилия 
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где T Mk k
� �
� � � �,  – внутренние усилия в слоях пластины.

Система уравнений равновесия в обобщенных внутренних усилиях (6) получена с помощью вариа-
ционного метода Лагранжа, при этом работа касательных ( )�rz

3� �  и нормальных ( )�z
3� �  напряжений в за-

полнителе в силу принятых гипотез не учитывалась [29]: 
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На контуре пластины (r = r0 ) должны выполняться силовые условия
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где T H M Dr r r r
0 0 0 0
, , ,  – заданные усилия на границе.
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Чтобы из системы (7) получить уравнения равновесия в перемещениях, нужно с помощью соот-
ношений (2) – (6) выразить внутренние усилия через искомые функции. Например, для обобщенного 
момента Mr получим следующее выражение:
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где введены обозначения
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Эта формула отличается от приведенных ранее в работах [29; 30] формул наличием в конце темпера-
турного слагаемого и зависимостью модулей упругости от температуры. Выражение для момента Mj 
следует из выражения (9), если поменять местами величины K Kk k

� �
, . и K Kk k
� �
, . В результате после подстановки 

в уравнения (7) обобщенных внутренних усилий, выраженных через искомые функции, получим систе-
му дифференциальных уравнений, описывающую деформирование круговой трехслойной пластины со 
сжимаемым заполнителем в температурном поле: 

L a u a a w a v K vr r r2 1 2 3 4 3 0� � �� � � ��� � � � ,

L a u a a w a vr r2 2 5 6 7 0� � �� � �� � � ,
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(10)
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где ai – коэффициенты, выражаемые через упругие и геометрические параметры слоев,
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Краевая задача о деформировании трехслойной пластины со сжимаемым заполнителем замыкается 
добавлением к системе дифференциальных уравнений (10) силовых условий (8) или кинематических 
граничных условий на контуре (r = r0 ). Кроме того, должны быть ограничены перемещения в центре 
пластины (r = 0). 

При жесткой заделке контура пластины должны выполняться требования
	 u w v w vr r� � � � � �� � � 0 при r = r0.	 (11)

В случае шарнирного опирания контура предъявляются следующие требования:
	 u w v v Mrr r� � � � � �� � 0 0,  при r = r0.	 (12)

Общее аналитическое решение краевой задачи
В результате аналитического исследования системы дифференциальных уравнений (10) получено 

следующее решение: 
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где J r J r0 1� �� � � �,  – функции Бесселя; Y r Y r0 1� �� � � �,  – функции Неймана; Ci – константы интегрирова-

ния; q A
r qrdr1 � �  – функция нагрузки; b, A – параметры, выражаемые через коэффициенты ai, введен-

ные в системе уравнений (10). 
Искомое решение должно быть ограничено в начале координат, поэтому, учитывая особенности ло-

гарифма и функций Неймана в нуле, необходимо положить равными нулю следующие константы инте-
грирования: C C C C C C

1 2 4 6 8 11
0= = = = = = .

В результате решение (13) при равномерно распределенной поверхностной нагрузке q = q0 = const 
принимает вид
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(14)

где bi, pi – коэффициенты, выражаемые через величины ai, введенные в системе уравнений (10). 
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При жесткой заделке контура пластины из граничных условий (11) следует, что
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В случае шарнирного опирания контура константы интегрирования определяются из граничных 
условий (12) и включают температуру в явном виде из-за зависимости момента Mr (9) от температуры. 
Следует отметить, что в решении (14), (15) зависимость модулей упругости от температуры рассчиты-
вается по формуле Белла [34]. 

Численные результаты
На рис. 2– 6 показано изменение перемещений в пластине с несущими слоями, выполненными из 

дюралюминия марки Д16-Т, и заполнителем, изготовленным из фторопласта-4. Механические харак-
теристики материалов приведены в монографии [1]. Толщины слоев, отнесенные к радиусу пластины, 
составляли c = 0,23, h1 = 0,03, h2 = 0,03. Контур жестко заделан. Результаты получены для пластины еди-
ничного радиуса.

Необходимость учета сжимаемости заполнителя иллюстрирует рис. 2, на котором показаны проги
бы слоев пластины при изотермической нагрузке q0 = – 0,5 МПа. Решение краевой задачи при изгибе 
подобной пластины с несжимаемым заполнителем приведено в работе [32]. В этом случае прогиб рас-
считывается по формуле 

w b q r r r r� � � �� �1
0 4

0

2 2

0

4

64
2 , (b1 = const)

и практически совпадает с кривой 3, что указывает на преемственность представленной математиче-
ской модели деформирования трехслойных пластин со сжимаемым заполнителем с известной моделью, 
в которой заполнитель не сжимаем. 

Максимальное различие прогибов при учете сжимаемости заполнителя достигает 42 %. Это вносит 
существенную поправку в напряженно-деформированное состояние пластины. 

На рис. 3– 6 представлены графики изменения искомых перемещений – прогиба w r� � нижнего слоя 
пластины, функции обжатия заполнителя v r� �, относительного сдвига � r� � и радиального перемеще-

Рис. 2. Прогибы несущих слоев и заполнителя пластины: 
1 – прогиб верхнего слоя; 2 – прогиб нижнего слоя;  

3 – прогиб срединной плоскости заполнителя
Fig. 2. Deflections of bearing layers and filler of the plate: 

1 – deflection of the upper layer; 2 – deflection of the lower layer;  
3 – deflection of the median plane of the filler



65

Теоретическая и прикладная механика
Theoretical and Practical Mechanics

ния u r� � срединной плоскости заполнителя под воздействием температурного поля при интенсивности 
равномерно распределенной нагрузки q = 1 МПа. Температура в пластине проинтегрирована по верти
кальной координате в соответствии с обобщенными внутренними усилиями (6) и не зависит от z. Ее уве-
личение на каждом шаге принималось равным 60 К. Рост температуры на 60 К приводит к увеличению 
функций w r� � и � r� � на 5,0 %, а функций v r� �, и u r� � на 7,5 %. 

Для верификации расчетной модели деформирования трехслойных элементов конструкций, учитываю
щей относительный сдвиг в заполнителе, в лаборатории кафедры строительной механики, геотехники 
и строительных конструкций факультета промышленного и гражданского строительства Белорусского го-
сударственного университета транспорта были проведены экспериментальные исследования изгиба трех-
слойной балки прямоугольного поперечного сечения с жесткими диафрагмами на торцах. Несущие слои 
были выполнены из семислойной березовой фанеры с модулями упругости E1 = 6000 МПа, G1 = 750 МПа, 
а заполнитель изготовлен из пенополистирола с модулями упругости E2 = 15 МПа, G2 = 5,14 МПа. 

Наибольший расчетный прогиб wmax составил 2,0 мм с учетом относительного сдвига в заполни
теле и 1,4 мм без учета относительного сдвига. Эксперимент, проведенный в лаборатории, дал значение 

Рис. 3. Прогиб нижнего слоя пластины  
при различных температурах

Fig. 3. Deflection of the lower layer of the plate  
at various temperatures

Рис. 4. Функция обжатия заполнителя  
при различных температурах

Fig. 4. Filler compression function  
at various temperatures

Рис. 5. Относительный сдвиг в заполнителе  
при различных температурах

Fig. 5. Relative shift in the filler  
at various temperatures

Рис. 6. Радиальное перемещение  
срединной плоскости заполнителя  

при различных температурах
Fig. 6. Radial displacement of the median plane  

of the filler at various temperatures
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2,1 мм [35]. Следовательно, учет относительного сдвига в заполнителе делает расчетную модель менее 
жесткой и приближает численные результаты к экспериментальным значениям. 

Заключение
Приведенные постановка и аналитическое решение краевой задачи подтверждают необходимость 

учета сжимаемости материала заполнителя в круговой трехслойной пластине при деформировании 
в температурном поле. Численные результаты показали увеличение расчетного прогиба верхнего не-
сущего слоя на 42 % при учете сжимаемости заполнителя. С ростом температуры все перемещения 
увеличиваются однотипно в соответствии с уменьшением характеристик упругости материалов слоев, 
рассчитываемых по формуле Белла. 
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