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Приводится решение осесимметричной стационарной задачи теплопроводности для профилированных по-
лярно-ортотропных кольцевых пластин с учетом теплообмена их с внешней средой через основания. Теплофизи-
ческие характеристики материала пластины предполагаются не зависящими от температуры. Задаются значения 
температур на контурах кольцевой пластины. Внутренние источники тепла в ней отсутствуют. Распределение 
температур в таких пластинах осесимметричное. Представлены аналитические решения стационарной задачи те-
плопроводности для кольцевых анизотропных пластин: постоянной толщины, обратноконических и конических. 
При нахождении решения в общем случае записывается интегральное уравнение Вольтерры 2-го рода, соответ-
ствующее заданному дифференциальному уравнению стационарной теплопроводности для профилированных 
анизотропных кольцевых пластин. Приводятся в явном виде ядра интегрального уравнения для анизотропных 
кольцевых пластин степенного и экспоненциального профилей. Решение интегрального уравнения записывается 
с помощью резольвенты. Указывается, что из-за наличия иррациональных функций в ядрах интегрального урав-
нения необходимо применять численные методы при вычислении итерированных ядер либо численно решать 
интегральное уравнение Вольтерры 2-го рода. Дана формула расчета температур в анизотропных кольцевых пла-
стинах произвольного профиля. 
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STATIONARY TEMPERATURE FIELDS IN THE ANISOTROPIC  
RING PLATES OF VARIABLE THICKNESS CONSIDERING  

THE HEAT EXCHANGE WITH EXTERNAL ENVIRONMENT

U. V. KARALEVICH  a

aInternational Center of Modern Education,  
61 Štěpánská, Praha 1, PSČ 110 00, Czech Republic

The solution of the axisymmetric stationary problem of the heat conductivity for profiled polar-orthotropic annular 
plates considering the heat exchange with external environment through the bases is presented. Thermophysical 
characteristics of the material of the plate are assumed to be temperature-independent. The temperature values on the 
contours of the annular plate are given. There are no internal heat sources in the plate. The temperature distribution in such 
plates will be axisymmetric. Analytical solutions of the stationary heat conductivity problem for the following anisotropic 
annular plates are presented: the plate of constant thickness, the back conical and the conical plate. The Volterra integral 
equation of the second kind corresponding to the given differential equation of the stationary heat conductivity for 
profiled anisotropic annular plates is written to obtain the solution in the general case. The kernels of the integral equation 
for anisotropic annular plates of power and exponential profiles are given explicitly. The solution of the integral equation 
is written by using the resolvent. It is indicated that due to the presence of irrational functions in the kernels of the integral 
equation it is necessary to apply numerical methods in the calculation of iterated kernels or numerically solve the Volterra 
integral equation of the second kind. A formula for the calculation of temperatures in anisotropic annular plates of an 
arbitrary profile is given.

Key words: polar-orthotropic annular plate; temperature; stationary equation of heat conductivity; differential equa-
tion; Volterra integral equation of the second kind; plate of a constant thickness; вack conical plate; сonical plate; plate of 
a power profile; plate of an exponential profile.

Введение
В современных турбомашинах, центрифугах, сепараторах, аппаратах пищевой и химической про-

мышленности широко применяются кольцевые пластины из анизотропных материалов. Такие пласти-
ны часто находятся в  интенсивных неоднородных тепловых полях, совершая при этом теплообмен 
через основания с внешней средой. Воздействие этих тепловых полей приводит к дополнительным, так 
называемым температурным напряжениям, которые необходимо учитывать при проектировании и экс-
плуатации указанных конструкций.

Постановка задачи
Рассмотрим кольцевую пластину, толщина h r( )  которой изменяется вдоль радиуса r по заданному 

закону. Пластина изготовлена из материала, обладающего цилиндрической анизотропией, причем ось 
анизотропии совпадает с геометрической осью пластины и в каждой точке тела имеются три взаимно 
ортогональные плоскости упругой симметрии.

Пусть на внутреннем контуре r r=( )0  пластины поддерживается постоянная температура T1
∗,  на 

внешнем контуре r R=( )  – T2
∗  T T2 1

∗ ∗>( ),  причем температура пластины больше температуры окру-
жающей среды T0. Предполагается, что температура в тонкой кольцевой пластине не изменяется по 
толщине и  пренебрегается теплообмен через боковую поверхность. Внутренних источников тепла 
в пластине не имеется. Тепловое поле в такой полярно-ортотропной пластине будет осесимметричным.

В данной работе исследуется распределение температуры в полярно-ортотропных кольцевых пла-
стинах переменной толщины с учетом теплообмена с внешней средой.
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Решение задачи
Введем цилиндрическую систему координат r z, , ,θ  поместив начало в точке пересечения оси ани-

зотропии со срединной плоскостью пластины.
Уравнение стационарной теплопроводности для полярно-ортотропной пластины переменной тол-

щины с учетом теплообмена с внешней средой через оба основания пластины запишется в виде [1; 2]

	 1 1 2 1 1
42 0r r

rh r T
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∂
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где λr  и  λθ  – радиальный и тангенциальный коэффициенты теплопроводности соответственно; H – 
коэффициент теплоотдачи. Предполагается, что все эти коэффициенты не зависят от температуры T.

Если тепловое поле осесимметричное, то T не будет зависеть от тангенциальной координаты θ 
и можно исключить второе слагаемое в уравнении (1). В результате имеем
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Это уравнение отличается от уравнения стационарной теплопроводности [3, с. 136] наличием в (2) 

выражения 1 1
4

2
+ ′( )( )h r ,  учитывающего кривизну поверхности пластины переменной толщины.

Введем новую функцию Θ0 r( ):
	 Θ0 0r T r T( ) = ( ) − . 	 (3)

С учетом (3) уравнение (2) запишется в виде
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Рассмотрим несколько частных случаев распределения температуры в анизотропных профилиро-
ванных кольцевых пластинах.

Кольцевая пластина постоянной толщины h0. Дифференциальное уравнение (4) примет вид

	
d
dr r

d
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H
h

r
r

2
0
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0

0
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1 2 0
Θ Θ

Θ+ − ( ) =
λ

. 	 (5)

Введем новую переменную x H
h
r

r

= 2

0λ
 и приведем (5) к модифицированному уравнению Бесселя:

x x x x2
0 0

2 2
00 0′′ + ′ − +( ) ( ) =Θ Θ Θ .

Его решение выражается через модифицированную функцию Бесселя 1-го рода нулевого порядка 
I x0 ( )  и модифицированную функцию Бесселя 2-го рода нулевого порядка K x0 ( )  (функцию Макдо-
нальда) [4]:

Θ0 1 0 2 0x C I x C K x( ) = ( ) + ( ),
где C1, C2 – произвольные постоянные.

Возвращаясь к переменной r, запишем общее решение уравнения (5) в виде

	 Θ0 1 0
0

2 0
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2 2r C I H
h
r C K H

h
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r r
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Постоянные C1, C2 определим из граничных условий: 

	
Θ

Θ
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0 2 0

r T T
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,

.
	 (7)

Удовлетворяя решение (6) граничным условиям (7), получим следующую систему алгебраических 
уравнений относительно неизвестных C1, C2:
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Решение системы (8) есть
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По формуле (3), учитывая решение (6) и выражения (9), получим распределение температуры T r( )  
в полярно-ортотропной кольцевой пластине постоянной толщины h0 при учете теплообмена ее с внеш-
ней средой:
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Обратноконическая кольцевая пластина. Закон изменения толщины h r( )  вдоль радиуса r для та-

кой пластины описывается формулой h r h r
r

( ) =




0

0

,  где h0 – толщина пластины на внутреннем контуре 

r r=( )0 .  Дифференцируя функцию h r( )  и подставляя в уравнение (4), получим
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Обозначим 
H h r

h
b

r

0
2

0
2

0

4+
=

λ
 и введем новую функцию Z b r1 2( ) :

	 Θ0 1
1 2r
r
Z b r( ) = ( ). 	 (11)

Подставляя выражение (11) в уравнение (10), для функции Z t1 ( )  получим модифицированное урав-
нение Бесселя
	 t Z t tZ t t Z t2

1 1
2 2

11 0′′( ) + ′( ) − +( ) ( ) = , 	 (12)
где аргумент t b r= 2 .  

Решение уравнения (12) выражается через модифицированную функцию Бесселя 1-го рода 1-го по-
рядка I t1 ( )  и модифицированную функцию Бесселя 2-го рода 1-го порядка K t1 ( )  (функцию Макдо-
нальда):
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Z t C I t C K t1 1 1 2 1( ) = ( ) + ( )� � ,
где � �C C1 2,  – произвольные постоянные.

Возвращаясь к замене (11), запишем решение дифференциального уравнения (10):
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Постоянные � �C C1 2,  определим из граничных условий. Подстановка решения (13) в условия (7) при-
водит к системе алгебраических уравнений относительно неизвестных � �C C1 2, :
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Решение системы (14) есть
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где ∆2 1 0 1 1 1 02 2 2 2= ( ) ( ) − ( ) ( )



I b r K b R I b R K b r .

По формуле (3), учитывая решение (13) и выражения (15), получим распределение температуры T r( )  
в полярно-ортотропной обратноконической кольцевой пластине при учете теплообмена ее с внешней 
средой:
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
Коническая кольцевая пластина. Профили конических кольцевых пластин или пластин прямоли-

нейного профиля задаются формулой h r h r
R

( ) = −






∗
0

1

1 ,  где h0
∗  – толщина пластины в центре r =( )0 ;  

R1  – радиус окружности пересечения образующих конуса R R≤( )1 .  Дифференцируя функцию h r( )  
и подставляя в уравнение (4), получим

	
d
dr r R r

d
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H h R
h R r

r
r

2
0
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0 0 1
2

0 1
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1 1 4 1
2

Θ Θ
Θ+ −
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

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−

+
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∗
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00. 	 (16)

Обозначив 
H h R R

h
b

r

0 1
2

1

0

2
4∗

∗
∗+

=
λ

 и  сделав замену переменной s r
R

=
1

,  где s ∈[ ]δ δ0 1; ,  δ0
0

1

0= >
r
R

,  

δ1
1

1= <R
R

,  преобразуем уравнение (16) к виду

	 s s s s s b s s1 1 2 00 0 0−( ) ′′( ) + −( ) ′ ( ) − ( ) =∗Θ Θ Θ . 	 (17)

Уравнение (17) обладает двумя особыми регулярными точками s = 0 и s = 1. Согласно общей тео-
рии дифференциальных уравнений, для каждой особой регулярной точки существуют решения в виде 

.
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сходящихся в этой окрестности степенных рядов, при этом вторые частные решения могут содержать 
логарифмические члены.

Так как в нашем случае определяющее уравнение ρ ρ ρ−( ) + =1 0  относительно особой точки s = 0 
имеет корни ρ ρ1 2 0= = ,  то общее решение дифференциального уравнения (17) есть

	 Θ Θ Θ0 1 0
1

2 0
2s C s C s( ) = ( ) + ( )( ) ( )� � , 	 (18)

где C C� �
1 2,  – произвольные постоянные. Здесь первое частное решение будет

Θ0
1

0

( )

=

∞

( ) = ∑s a sk
k

k
,

а второе частное решение примет вид

Θ0
2

0 0

( )

=

∞

=

∞

( ) =




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+∑ ∑s a s s b sk

k

k
k
k

k
ln .

Коэффициенты ak  и bk  находятся из рекуррентных соотношений [3, c. 137]:

a k
k

a b
k

a kk k k+

∗

−=
+

+
+( )

≥( )1 2 11 1
2 ,

a a0 11 0= =, ;

b k
k

b b
k

b
k

a k
k

a kk k k k k+

∗

− +=
+

+
+( )

−
+

+ +
+( )

≥( )1 2 1 1 21 1
2
1

2 1
1

2 ,

b b0 10 1= =, .  

Постоянные C C� �
1 2,  определим из граничных условий. Подстановка решения (18) в граничные усло-

вия (7) приводит к системе алгебраических уравнений относительно неизвестных C C� �
1 2, :

	
C C T T
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1 0

1
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	 (19)

откуда

	
C T T T T

C
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1
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δ δ1 1 0 0
1
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где ∆ Θ Θ Θ Θ3 0
1

0 0
2

1 0
1

1 0
2

0= ( ) ( ) − ( ) ( ) 
( ) ( ) ( ) ( )δ δ δ δ .

По формуле (3), учитывая (18) – (20), получим распределение температуры T r( )  в полярно-орто-
тропной конической кольцевой пластине при учете теплообмена ее с внешней средой:
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
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
.
 

Для всех остальных профилей кольцевых пластин общее решение найдем с помощью интегрально-
го уравнения Вольтерры 2-го рода. Полагаем

	
d
dr

r
2

0
2 0

Θ
= ( )η . 	 (21)
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Последовательно интегрируя выражение (21), имеем

	
d
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s ds r r r s s ds r r r
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rΘ
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Здесь использовалась формула Дирихле
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Подставив в уравнение (4) вместо функции Θ0 r( )  и ее производных правые части выражений (21), 
(22), получим искомое линейное интегральное уравнение Вольтерры 2-го рода

	 η λ η0 0 0 0

0

r K r s s ds f r
r

r

( ) = ( ) ( ) + ( )∫ , , 	 (23)

где λ = −1 есть числовой параметр; K r s
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h r r
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 – ядро инте-

грального уравнения; f r
K r s
s

r K r r r0
0

0 0 0 0 0 0( ) =
∂ ( )

∂
( ) − ( ) ( ),

,Θ Θ�  – свободный член интегрального урав-
нения.

Запишем в явном виде ядра интегрального уравнения (23) для пластин степенного и экспоненциаль-
ного профилей.

Толщина пластины степенного профиля задается формулой h r h
r
r

( ) = 



0

0
α

,  α ∈ −{ }� \ ; ,1 0  где h0 – 

толщина пластины в центре на внутреннем контуре r r=( )0 .  Ядро интегрального уравнения (23) в этом 
случае имеет вид
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Для кольцевой пластины экспоненциального профиля, толщина которой описывается формулой 
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r
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0

 h h1 0<( )∗ ,  где h0
∗  – толщина пластины в центре r =( )0 ;  h1 – толщина пласти-

ны на внешнем контуре r R=( ),  ядро интегрального уравнения (23) есть

K r s
R r

H
h

h
R

e r s
r

r
R

0
0

0

2
21 2 1

4
,( ) = +





−






+ −( )∗

∗ 



β

λ
β

β












.

Общее решение линейного интегрального уравнения Вольтерры 2-го рода (23) записывается с по-
мощью резольвенты R r s0 , ; λ( )  в виде [5]

	 η λ λ0 0 0 0

0

( ) , ; .r R r s f s ds f r
r

r

= ( ) ( ) + ( )∫ 	 (24)

Здесь функция R r s0 , ; λ( )  определяется функциональным рядом:

R r s K r sm

m
m0

0
0 1, ; , ,,λ λ( ) = ( )

=

∞

+∑
который для непрерывных ядер K r sm0, ,( )  сходится абсолютно и равномерно.

Повторяющиеся, или итерированные, ядра K r sm0, ,( )  вычисляются по рекуррентным формулам: 

n раз
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K r s K r s0 1 0, , , ,( ) = ( )

K r s K r t K t s dt
s

r

0 2 0 0 1, ,, , , ,( ) = ( ) ( )∫
……………………………………..

 K r s K r t K t s dtm
s

r

m0 0 0 1, ,, , , .( ) = ( ) ( )∫ −

Если свободный член f r0 ( )непрерывен в  r R0 , ,[ ]  а  ядро K r s0 ,( )  непрерывно при r r R0 ≤ ≤ ,  
r s r0 ≤ ≤ ,  то линейное интегральное уравнение Вольтерры 2-го рода (23) имеет при любом параметре 
λ λ ≠( )0 единственное непрерывное решение, определяемое формулой (24).

Ввиду наличия иррациональностей от степенных или экспоненциальных функций в ядре интеграль-
ного уравнения вычисление интегралов итерированных ядер следует вести численными методами.

Отметим, что интегральные уравнения Вольтерры 2-го рода можно решать и другими аналитиче-
скими и численными методами, указанными, например, в [6].

Используя вторую формулу (22) и  граничные условия (7), получим распределение температуры 
T r( )  в полярно-ортотропной кольцевой пластине произвольного профиля при учете теплообмена ее 
с внешней средой: 

	 T r r s s ds
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Rr
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−
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0
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0
0η η
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T
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



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+
−
−







∗ ∗. 	 (25)

Температура T0 окружающей среды входит неявно в функцию η0 s( )  формулы (25).

Заключение
Приведенные точные решения стационарной задачи теплопроводности для трех профилей анизо-

тропных кольцевых пластин (постоянной толщины, обратноконической и конической) применяются 
для расчета температурных напряжений в таких пластинах. В случае использования в машинострои-
тельных или авиационных конструкциях анизотропных кольцевых пластин более сложных профилей 
надо воспользоваться формулой (25) с численным решением интегрального уравнения Вольтерры 2-го 
рода (23).
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