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Дуально инвариантная лагранжева формулировка электродинамики основана на подходе Кабиббо и Ферра
ри к введению двух потенциалов для описания электромагнитного поля. Неувеличение числа степеней свободы 
обеспечивается требованием инвариантности полевого тензора относительно специальных калибровочных пре
образований потенциалов. Вводимый в статье лагранжиан инвариантен не только относительно дуальных преоб
разований потенциалов, но и относительно специальных калибровочных преобразований на решениях уравнений 
Максвелла. Подобное рассмотрение можно провести и в рамках дуально симметричной формулировки электро
динамики при наличии только наблюдаемых электрических источников. 

Ключевые слова: дуальная симметрия; двухпотенциальное описание Кабиббо и Феррари; лагранжиан электро
магнитного поля.
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DUAL  INVARIANT  LAGRANGE  FORMULATION  
OF  ELECTRODYNAMICS

V. I. STRAZHEV a
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The dual invariant Lagrange formulation of electrodynamics is based on the Cabibbo – Ferrari introduction of two 
potentials to the description of electromagnetic field without increase of its degrees of freedom. It  is realized through 
invariance requirement of field tensor under specialized gauge transformations of potentials. The used Lagrangian is dual 
invariant, simultaneously it is invariant of specialized gauge transformations defined on solutions of Maxwell equations. 
The same procedure of consideration is realized in the case of dual symmetrical formulation of electrodynamics with 
electrically charged particles.

Key words: dual symmetry, Cabibbo – Ferrari two potential description; Lagrangian of electromagnetic field.

Как известно, уравнения Максвелла для электромагнитного поля
∂ = ∂ =n mn n mnF F0 0, 

инвариантны относительно дуальных преобразований вида

  F F F F F Fmn mn mn mn mn mnθ θ θ θ→ + → − +cos sin , sin cos ,     (1)

где  F F i F H F iElk lkm m i imn mnαβ αβε ε ε= = − = = −1
2 1234 4, , , .

Соответствующий лагранжиан дуальным инвариантом не  является,  хотя форма eго неинвариант
ности  (умножение  на  постоянный множитель  и  добавление  слагаемого  F Fmn mn

 ,  сводимого  к  полной 
дивергенции  при  использовании  второй  пары  уравнений  Максвелла)  допускается  теоремой  Нётер. 
Одновременно это означает, что дуальные преобразования задаются на решениях соответствующих 
уравнений.

Электромагнетизм  в  присутствии  электрических  и  магнитных  источников  –  после  установления 
ключевого значения для теории суперструн принципа дуальности (см., например,  [1]) – явился при
мером теории, в которой он реализуется, что привело к активному обсуждению дуальной симметрии 
в электродинамике. При этом возник вопрос об отыскании ее дуально инвариантной и явной лоренц
ковариантной лагранжевой формулировки, о задании локальных дуальных преобразований для кано
нических переменных, поскольку при общеизвестном введении электромагнитных потенциалов 

F A Amn m n n m= ∂ − ∂
такая возможность отсутствует.

В последние годы вновь возник интерес к данной тематике (см., например, [2; 3] и цитированную 
там литературу), что связано с решением ряда проблем в квантовой оптике, в том числе с описанием 
как спинового момента, так и взаимодействия электромагнитных волн с киральными метаматериалами 
(см., например, [4 – 6]). В настоящей работе дано построение дуально инвариантной и релятивистски 
ковариантной лагранжевой формулировки электродинамики, основанной на введении двух исходно не
зависимых электромагнитных потенциалов.

Будем  исходить  из  задания  электромагнитного  тензора  посредством  введения  двух  потенциалов 
(см., например, [7; 8]):
  F A A Cmn m n n m mnαβ α βε= ∂ − ∂ − ∂ .   (2)
Дуальные преобразования (1) электромагнитного поля индуцируются следующими преобразованиями 
потенциалов:
  A A C C A Cm m m m m mθ θ θ θ→ + → − +cos sin , sin cos .   (3)

Проблема увеличения числа степеней свободы решается при учете калибровочных преобразований 
вида (их частным случаем являются известные градиентные преобразования потенциалов):
  A A A C C Cm m m m m m→ + → +0 0, .   (4)

Выбор A Cm m
0 0,  ограничен условием нулевого поля:

  ∂ − ∂ − ∂ =m n n m mnαβ α βεA A C0 0 0 0,   (5)
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вытекающим из требования инвариантности тензора электромагнитного поля относительно преобра
зований (4). Выбирая, например, C Cm m

0 = −  или A Am m
0 = − , придем к привычному однопотенциальному 

описанию электромагнитного поля. При сохранении определения (2) возможно установление взаимо
связи между потенциалами Am, Cm вида

∂ − ∂ − ∂ =m n n m mnαβ α βεC C A 0.
Дуально инвариантный лагранжиан задается следующим образом:

  L F A A C= − ∂ − ∂ +( )1
4 mn m n n m mnαβ αβε ,   (6)

где C C Cαβ α β β α= ∂ − ∂ .
В отличие от дуально неинвариантного, но калибровочно инвариантного  (относительно преобра

зований (4)) лагранжиана вида  − 1
4

2Fmn  лагранжиан (6) при проведении калибровочных преобразова

ний (4) изменится. Учет условия нулевого поля (5) позволяет представить появившееся дополнитель

ное слагаемое в виде  − ∂ − ∂( )1
2

0 0F A Amn m n n m  или в виде − ∂ − ∂( )1
2

0 0
F C Cmn m n n m . Оба указанных выражения 

при использовании уравнения движения (одной из пары уравнений Максвелла) приводятся к слагаемо
му типа дивергенции: ∂ ( )m mn nF A0  или ∂ ( )m mn n

F C0 . Следовательно, двухпотенциальное описание электро
магнитного поля вида (2) позволяет задать дуально инвариантный лагранжиан. В то же время совмест
ное рассмотрение дуальных (3) и калибровочных преобразований (4) означает, что они, как и в случае 
использования одного типа потенциала, определены именно на решениях уравнений Максвелла.

Из инвариантности лагранжиана (6) относительно дуальных преобразований (1), (3) следует закон 
сохранения для величины

D F A F Cm mn n mn n= +  .
Для электромагнитного поля это выражение приобретает физическое содержание после выбора калиб
ровки, ограничивающей число независимых степеней свободы.

Предложенное рассмотрение дуально инвариантной лагранжевой формулировки электродинамики 
свободно от внутренних противоречий, возникающих при введении двух типов потенциалов, задавае
мых следующим образом [2; 3]:
  F A A G C Cmn m n n m mn m n n m= ∂ − ∂ = ∂ − ∂, .   (7)

После проведения вариационной процедуры связь между тензорами Fmn и Gmn постулируется ( ),G Fmn mn≡   
что фактически означает постулирование уравнений Максвелла для электромагнитного поля вне связи 
с вариационной процедурой. Подход, основанный на определении (7), исключает также возможность 
рассмотрения  дуально  симметричной  лагранжевой  формулировки  однозарядовой  электродинамики 
(см. ниже). 

Отметим, что лагранжиан (6) при использовании (2) представи́ м в виде

  L A C= − −1
4

1
4

2 2
mn mn,   (8)

где
A A A C C Cmn m n n m mn m n n m= ∂ − ∂ = ∂ − ∂, .

Лагранжиан в виде − 1
4

2Fmn приводит с учетом (2) (с точностью до членов типа полной дивергенции) 
к выражению
  L A C= − +1

4
1
4

2 2
mn mn.   (9)

При квантовом рассмотрении соотношение (9) с необходимостью требует введения индефинитной 
метрики (см., например, [9]), что исключает возможность равноправного рассмотрения вводимых по
тенциалов [10]. Cопоставление лагранжиана (8) физическому (электромагнитному) полю, т. е. рассмот
рение в качестве электромагнитного тензора величины Fmn, определенной по (2), основывается на тре
бовании инвариантности теории относительно преобразований (3).

При наличии электрических и магнитных источников запишем лагранжиан следующим образом:

  L F A A C j A j Ce g= − ∂ − ∂ + ∂( ) + + +1
4 mn m n n m mnαβ α β m m m mε Lчастиц,  (10)
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где  j je g
m m,  – электрический и магнитный токи соответственно; выражение Lчастиц связано с описанием 

заряженных частиц.
При задании дуальных преобразований типа (1) для источников очевидна дуальная инвариантность 

лагранжиана (10). Он также инвариантен (с точностью до членов типа дивергенции) относительно ка
либровочных преобразований (4) при их задании на решениях уравнений Максвелла с источниками. 

Ограничение числа степеней свободы при двухпотенциальном описании электромагнитного поля 
и без введения так называемых Dirac string (см., например, [8]) означает, что лагранжиан (10) соответ
ствует дуально симметричной формулировке однозарядовой электродинамики [8; 11; 12]. Последняя 
содержит возможность рассмотрения киральных свойств метаматериалов и в присутствии источников 
при учете возможности формулировки однозарядовой макроскопической электродинамики в дуально 
симметричном виде (см., например, [13; 14]).
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