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ТОЧНЫЕ  РЕШЕНИЯ  ВОЛНОВЫХ  УРАВНЕНИЙ  
ДЛЯ  ЧАСТИЦ  С  ДИПОЛЬНЫМИ  ПОЛЯРИЗУЕМОСТЯМИ  

В  ПОЛЕ  ПЛОСКОЙ  ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ  ВОЛНЫ
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На основании релятивистско-инвариантного лагранжиана взаимодействия электромагнитного поля с частицей 
с поляризуемостями, который согласуется с низкоэнергетической теоремой комптоновского рассеяния, получены 
ковариантные уравнения движения этих частиц в электромагнитном поле. Точные решения релятивистских волно-

вых уравнений поляризующихся частиц спина 0 и  1
2
 в поле плоской электромагнитной волны получены на основе 

дифференциальных уравнений первого порядка с помощью общих ковариантных методов Ф. И. Федорова. При 

решении подобного ковариантного уравнения для частицы спина  1
2
 был использован метод, основанный на пере-

становочных соотношениях матриц и теории проективных операторов. Ковариантное уравнение для частиц спи-
на 0 в рамках теории Даффина – Кеммера – Петью в поле плоской электромагнитной волны решалось способами, 
основанными на введении естественного базиса и свойствах действия матриц в пространстве волновых функций. 
Полученные решения могут быть использованы для расчетов квантовых электродинамических процессов взаимо-
действия частиц в поле плоской электромагнитной волны и определения на этой основе поляризуе мостей адронов.

Ключевые слова: адроны; поляризуемость; лагранжиан; комптоновское рассеяние.
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Based on the relativistic-invariant Lagrangian of the interaction of an electromagnetic field with a particle with po-
larizabilities, which  agrees with  the  low-energy Compton  scattering  theorem,  covariant  equations of motion of  these 
particles in an electromagnetic field are obtained. Exact solutions of the relativistic wave equations of polarized particles 
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of spin 0 and 1
2
 in the field of a plane electromagnetic wave are obtained on the basis of first-order differential equations 

using the general covariant methods of F. I. Fedorov. When solving such a covariant equation for a spin  1
2
 particle, the 

method based on the permutation relations of matrices and the theory of projective operators was used. When solving the 
covariant equation for spin zero particles in the framework of the Duffin – Kemmer – Petyu theory in the field of a plane 
electromagnetic wave, methods were used based on the introduction of a natural basis and the properties of the action 
of matrices  in  the space of wave  functions. The solutions obtained can be used  to calculate quantum electrodynamic 
processes of the interaction of particles in the field of a plane electromagnetic wave and to determine on this basis the 
polarizabilities of hadrons.

Key words: hadrons; polarizability; Lagrangian; Compton scattering.

Введение
Свойства  элементарных  частиц  проявляются  в  их  взаимодействиях.  Так,  у  адронов  при  взаимо-

действии с электромагнитным полем имеют место дипольные магнитные и квадрупольные моменты. 
В процессах рассеяния фотонов важную роль играют такие структурные константы, как поляризуе-
мости адронов, интерпретация которых была получена на основе общих принципов релятивистской 
квантовой теории поля [1–3].

В работах [4 – 6] в рамках релятивистской квантовой теории поля построены эффективные лагран-
жианы двухфотонного  взаимодействия  с  адронами  с  учетом поляризуемостей,  которые  согласуются 
с амплитудами в низкоэнергетическом представлении [1–3]. На основе этих лагранжианов получены 
релятивистские квантово-полевые уравнения движения частиц с поляризуемостями в электромагнит-
ном поле [7; 8].

В процессах взаимодействия адронов с электромагнитным полем проявляются свойства как самих 
адронов, так и электромагнитного поля. С помощью эффективных лагранжианов можно изучать раз-
личные процессы адронной электродинамики. Особый интерес вызывают исследования влияния ин-
тенсивного  электромагнитного  поля  на  проявления  важных  квантовых  и  релятивистских  процессов 
взаимодействия элементарных частиц [9].

Основой  исследований  процессов  взаимодействия  адронов  во  внешних  электромагнитных полях 
является  нахождение  точных  решений  соответствующих  релятивистских  волновых  уравнений.  Для 

взаимодействия адронов спина  1
2
  с учетом дипольных поляризуемостей с линейно-поляризованным 

электромагнитным полем точные решения определены на основе релятивистских волновых уравнений 
первого порядка и представлены в работах [10 –12].

Настоящая работа посвящена точному решению релятивистских волновых уравнений для адронов 
со спинами 0 и 1

2
 с учетом их дипольных поляризуемостей во внешнем электромагнитном поле.

Частица спина 1
2

 в поле плоской  
электромагнитной волны с учетом поляризуемостей

Решение уравнения движения частицы спина  1
2
 в поле плоской электромагнитной волны обычно 

получают приведением дифференциального уравнения первого порядка к дифференциальному урав-
нению второго порядка [13]. Метод решения уравнения указанного движения, предложенный в [10], 
позволяет решать дифференциальные уравнения первого порядка в ковариантной форме.

Следуя работам [10; 11], найдем решение дифференциального уравнения первого порядка движения 

частицы спина 1
2
 в поле плоской электромагнитной волны в ковариантной форме с учетом поляризуе-

мостей.
В [7] получен эффективный лагранжиан взаимодействия электромагнитного поля с частицей спина 1

2
 

с учетом дипольных поляризуемостей: 

  L F F m K= − − ∂ − +1
4

1
2mν mν m m sν sνy g y yy θ


,   (1)

где F A Amν m ν ν m∂ ∂= − ; y – биспиноры; ∂ ∂ ∂m m
� � �

= −m  – четырехмерный вектор, определяемый компонен-

тами a a iam
, .0{ }  Тензоры в последнем слагаемом имеют вид
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K m F F F FE Msν sm mν b= +( )2π a sm mν
  ,

θ yg ys s νν = ∂1
2



,

где aE и bM – электрическая и магнитная дипольная поляризуемости частицы спина 
1
2
;  F i Fmν mνρs ρs=

2
ε .

Из лагранжиана (1) следует ковариантное уравнение движения частицы спина  1
2
 в электромагнит-

ном поле [7]

  ^D m D K K D+ + ( ) +





=1
2

0m ysm s sm s mg g ,^D m D K K D+ + ( ) +





=1
2

0m ysm s sm s mg g ,   (2)

где ^D D= m mg ,  матрицы g m удовлетворяют перестановочным соотношениям g g g g δm ν ν m mν+ = 2 ; D ieAm m m∂= − .
На основании лагранжиана (1) и уравнения (2) в работе [7] показано согласование с низкоэнергети-

ческим представлением амплитуды комптоновского рассеяния на нуклоне [1; 2]. Для решения уравне-
ния (2), когда частица взаимодействует с полем плоской электромагнитной волны, будем использовать 
подход из [12]. 

В случае плосковолнового поля вектор-потенциал зависит от j = kx = km xm, т. е.
  A Am m j= ( ).   (3)
При решении уравнения (2) будем считать, что 

k k2 2 0= =m

и потенциал (3) удовлетворяет условию Лоренца:
∂ = ′ =m m mA A km 0,

где  ′ =
∂ ( )

∂
A

A
m

m j
j

. В этом случае тензор электромагнитного поля выражается в следующем виде:

F k A k Amν m= ′ − ′ν ν m.
Если воспользоваться соотношением 

 F F F F F Fsν νm δ= +sν νm ms νρ νρ
1
2

,
то тензор K s m можно представить так:

  K m F F F FE M
M

sm sν νm ms νρ νρ
b

δ= +( ) +





2
2

π a b .   (4)

Поскольку потенциалы  ′ ( )Am j  удовлетворяют условию Лоренца, то из (4) следует

  K m k k AE Msm s m= +( ) ′( )2 2π a b .  (5)

Удлиненная производная D ieAm m m= ∂ −  от тензора (5) равна нулю:

D K m k k AE Mm
π a bsm s= +( ) ′( )




′ =2 02 2^ .

Таким образом, уравнение (2) можно записать в виде

  ^D m K D+ +( ) =sm s mg y 0.^D m K D+ +( ) =sm s mg y 0.  (6)

Следуя работам [10 –12], решение уравнения (6) представим как

  y = ( ) − ( )( )c j ε jei px ,   (7)

где ε j( ) = + ′∫
b m
kp

d
2 2

0 2
j

j

, b p eAm m m= − .  В этом случае функция c j( ) удовлетворяет уравнению

  ^ ^ ^k m ic i k′ + +( ) +  =c cΩ 0,^ ^ ^k m ic i k′ + +( ) +  =c cΩ 0,^ ^ ^k m ic i k′ + +( ) +  =c cΩ 0,   (8)
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где обозначено

c b k b m
kp

c m m pk AE Mm m m Ω = a b= − + = − +( )( ) ′( )
2 2

2 2 2

2
2, ; .π

Умножив уравнение (8) на матрицу ^k, получим
^ ^k m ic+( ) =c 0.^ ^k m ic+( ) =c 0.

Тогда, согласно [10], функцию c можно представить в виде

  c j c j( ) = −( ) ( )m ic k^ ^
1 .c j c j( ) = −( ) ( )m ic k^ ^
1 .  (9)

Подстановка (9) в (8) приводит к уравнению
  k i k′ + =c c1 1 0Ω ^ .   (10)

Решение для (10) представляется следующим образом:

  k e k
i d

c j1 0
0( ) =
∫− ′( ) ′Ω j j
j

c^ ,   (11)
где c0 – биспинор, который не зависит от j и удовлетворяет уравнению Дирака для свободно движу-
щейся частицы.

Учитывая соотношения (9) и (11) в определении функции (7), получим выражение общего решения 
уравнения (2) взаимодействия частицы с поляризуемостями с полем плоской электромагнитной волны:

  y c
ε j j j

j

x m ic k e
i px d( ) = −( ) ∫− ( ) − ′( ) ′








^ ^

0 0

Ω
.   (12)

Если у частицы отсутствуют поляризуемости, т. е. aE + bM = 0, то волновая функция (12) переходит 
в известное решение Волкова [14; 15].

Мезон спина 0 в поле плоской электромагнитной волны
Для  получения  точного  решения  ковариантного  дифференциального  уравнения  первого  порядка 

взаимодействия с учетом поляризуемостей теоретическим методом [10] воспользуемся формализмом 
Даффина – Кеммера – Петью. В этом формализме лагранжиан взаимодействия электромагнитного поля 
с мезоном спина 0 имеет вид [8]

  L F F m ie A K= − − ∂ − + +1
4

1
2mν mν m m sν sνy b y yy y y θ


^ .   (13)

В уравнении (13) y x( ) и y x( ) – пятимерные волновые функции скалярных частиц, а четырехмерный 
импульс определяется компонентами a a a iam

, .4 0={ }  Пятимерные матрицы b = bm
5  являются матрицами 

Даффина – Кеммера и удовлетворяют перестановочным соотношениям
b b b + b b b = δ b + δ bm ν ν m mν mp p p pν .

Тензоры в (13) определены следующим образом:

K m F F F FE Msν sm mνa b= + 
2π

sm mν
  ,

θ yb ysν ν= ∂1
2 s



,

где стрелки над производными указывают их действие на волновые функции частицы в пятимерном 
пространстве; aE и bM – электрическая и магнитная поляризуемости пиона.

Уравнение взаимодействия пиона с электромагнитным полем с учетом заряда и поляризуемостей, 
как следует из (13), можно записать в виде

  ^D m D K K D+ + +





=1
2

0m sm s sm s mb b y ,   (14)

где D ieAm m m= ∂ − ; ^D D= m mb .
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C использованием метода функций Грина в работе [8] установлено, что амплитуда комптоновского 
рассеяния, которая следует из лагранжиана (13), в низкоэнергетическом пределе имеет вид [12]

M e
m e e n e nE M= +





 ( ) + 





( ) ( ) ( )∗ ∗2
2 2

2 14 42 1 2π πλ λ λw a w b     ee λ1( )  ,

где w – энергия фотонов;  n1 и 
n2  – единичные векторы, направленные по импульсам падающего и рас-

сеянного фотонов 


k1 и 


k2; 
e λ1( ) и e λ2( ) – соответствующие векторы поляризации.

Поскольку установлено, что aE и bM являются поляризуемостями комптоновского рассеяния, рас-
смотрим решение уравнения (14) в случае взаимодействия пиона с полем плоской электромагнитной 
волны с учетом поляризуемостей.

Потенциал Am поля плоской электромагнитной волны зависит от координат через инвариантную 
фазу j = kx:
  A Am m j= ( )   (15)
– и удовлетворяет условию Лоренца

∂ =m mA 0,
которое, согласно (15), примет вид

∂ = ′ =m m mA k Am 0,

где k k k i


, ,4 ={ }w  k 2 = 0;  ′ =
∂
∂

A
A

m
m

j
.

В случае когда внешнее поле является плоской электромагнитной волной, решение уравнения (14) 
определим, следуя работе [10]:
  y jx f ei px( ) = ( ) ( ).   (16)
Подставляя (16) в (14) и учитывая, что

K m k k AE Msm s m= 





+( ) ′( )2 2π a b ,

а производная от тензора Ksm равна нулю, приходим к равенству
D Km sm sb = 0,

и тогда получим уравнение
  ^ ^ ^k f ib m k f′ + + +{ } =Ω 0,^ ^ ^k f ib m k f′ + + +{ } =Ω 0,   (17)

где bm = pm – qAm; Ω = 





+( )( ) ′( )2 2π a bm pk AE M .

Согласно [10], решение уравнения (17) можно представить в виде

f e ij c j ε j( ) = ( ) − ( ),

где  ε j j
j

( ) = + ′∫
b m
kp

d
2 2

0 2
.

В результате из (17) получим

  ^ ^ ^k m ic i k′ + +( ) +  =c cΩ 0.^ ^ ^k m ic i k′ + +( ) +  =c cΩ 0.^ ^ ^k m ic i k′ + +( ) +  =c cΩ 0.   (18)
В уравнении (18)

c b k b m
kp

c mm m m= − + = −
2 2

2 2

2
, .

Следуя [10], представим c в виде пятимерного столбца

c
m

=






mu
u
0 ,

где m = 1, 2, 3, 4.
Поскольку ^k k= m mb , то, используя явный вид пятимерных матриц, можно показать, что
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^k

k k k k
k
k
k
k

=





















0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1 2 3 4

1

2

3

4

.

В таком случае свертки ^kc и  ĉc  имеют вид

^ ^k
k u
mu k

c
c u
mu c

c cm m

m

m m

m

=






=






0 0

, .

В итоге (18) распадается на два уравнения вида

 
ku m u i cu i ku

u k u iu c i u k

( )′ + + ( ) + ( ) =

+ ′( ) + + =

2
0

0 0 0

0

0

Ω

Ω

,

.m m m m

  (19)

Из второго уравнения системы (19) следует, что

u k u iu c i u km m m m= − ′( ) − −0 0 0Ω .

Умножив это равенство на вектор km, получим 

ku iu ck( ) = − ( )0 ,
а производная примет вид
  ku i u c k( )′ = − ( )′0 .   (20)

Подставляя (20) в первое уравнение системы (19), приходим к выводу, что

  ′ +( ) =u i u ck0 0 0Ω ^ .   (21)
Решением для (21) является

u i d0 j j( ) = −



∫exp .Ω

Из второго уравнения системы (20) следует
um = –iu0cm.

Таким образом, общее решение уравнения (14) имеет вид

y
m

ε j j
j

x N
im
c
e
i px d

( ) =






∫− ( ) − ′










Ω
0 ,

где N – нормированный множитель.

Заключение
Для формализма Даффина – Кеммера – Петью получен лагранжиан взаимодействия электромагнит-

ного поля с частицей спина 0, обладающей дипольными электрической и магнитной поляризуемостя-
ми. Выполнено согласование эффективных релятивистских лагранжианов взаимодействия частиц спи-

на 0 и 
1
2 с электромагнитным полем с амплитудами комптоновского рассеяния, которые установлены 

на основе низкоэнергетических теорем.
Волновые функции типа Д. М. Волкова для частиц спина 0 и 

1
2  в поле плоской электромагнитной 

волны, как правило, получают путем решения ковариантных дифференциальных уравнений второго 
порядка. В этой работе точные решения релятивистских волновых уравнений поляризующихся частиц 
найдены на основе дифференциальных уравнений первого порядка. 
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