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ПРЕЦИЗИОННЫЕ  МЕТОДЫ  РЕШЕНИЯ  УРАВНЕНИЯ  
ШРЁДИНГЕРА  С  СИНГУЛЯРНЫМИ  ПОТЕНЦИАЛАМИ  

В  ИМПУЛЬСНОМ  ПРОСТРАНСТВЕ

В. В. АНДРЕЕВ1)

1)Гомельский государственный университет им. Франциска Скорины,  
ул. Советская, 104, 246019, г. Гомель, Беларусь

Прецизионный расчет энергетических поправок водородоподобных систем является актуальной проблемой, 
поскольку экспериментальные измерения таких значений выполняются с высокой точностью. В работе исполь-
зуются новые специальные квадратурные формулы для сингулярных и гиперсингулярных интегралов при чис-
ленном решении уравнения Шрёдингера в импульсном пространстве с потенциалом линейного запирания, куло-
новским и корнельским потенциалами. Показано, что энергетический спектр квантовой системы в этом случае 
может быть рассчитан с точностью, намного превосходящей таковую других методов. Разработанная процедура 
расчета энергетических спектров легко обобщается на релятивистские уравнения, где потенциалы обычно полу-
чены в импульсном пространстве, и может быть применена для изучения и  вычисления различных эффектов 
в двухчастичных квантовых системах, таких как водородоподобные атомы, адронные атомы и связанные кварко-
вые системы.

Ключевые слова: гиперсингулярный интеграл; уравнение Шрёдингера; импульсное пространство; квадратур-
ные формулы.
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A high precise calculation of various energy corrections of the hydrogen-like systems is a relevant problem since the 
experimental measurements of such values are performed with high accuracy. We use new special quadrature formulas 
for singular and hypersingular integrals to numerically solve the Schrödinger equation in momentum space with the linear 
confinement potential, Coulomb and Cornell potentials. It is shown that the energy spectrum of a quantum system can be 
calculated with an accuracy far exceeding other calculation methods. These methods are easily generalized to the relati
vistic equations, where the potentials are generally derived in momentum space. Consequently, the developed procedure 
to obtain the energy spectra can be used to study and calculate various effects in the two-body quantum systems, such as 
hydrogen-like atoms, hadronic atoms and bound quark systems.
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Введение
Численное исследование некоторых релятивистских моделей, основанных на КХД, приводит к ре-

шению задач в импульсном пространстве, например к уравнению Бете – Солпитера [1], бесспиновому 
уравнению Солпитера [2], модели CST [3], пуанкаре-инвариантной квантовой механике для описания 
связанных состояний [4] и др. Обычно эти уравнения являются интегральными и сводятся к уравнению 
Шрёдингера в нерелятивистском пределе.

Преимущества применения импульсного представления для решения задач квантовой физики привле-
кают внимание исследователей в течение длительного времени [5; 6]. Однако использование импульсного 
пространства осложняется тем, что даже простейшие потенциалы взаимодействия в импульсном пред-
ставлении приводят к уравнениям с особенностями. В настоящее время имеется много работ, посвящен-
ных решению интегральных уравнений для связанных состояний с сингулярными ядрами. Так, в [7–13] 
разработаны различные методы численного решения уравнений с логарифмической сингулярностью.

Уравнения с линейным запирающим потенциалом, содержащим двухполюсную особенность, рас-
смотрены в [6; 14 –21]. Наиболее часто используется метод вычитания (метод Ланде), который позво-
ляет избавиться от сингулярности интеграла с помощью аналитического контрчлена. По этой причине 
точность решений для ряда задач с кулоновским и линейным ограничивающими потенциалами отно-
сительно низкая (10– 4–10– 6 ) [10; 16 –18], хотя в координатном пространстве можно достичь точности 
более высокого порядка (10–11–10–13 ) [22].

Вопрос точности в вычислении характеристик связанных квантовых систем имеет не только ака-
демический характер. Прецизионный расчет различных энергетических поправок водородоподобных 
систем является актуальной проблемой, поскольку экспериментальные измерения таких значений вы-
полняются с высокой точностью (~ 10–13) [23; 24].

Таким образом, при определении энергетических характеристик связанных квантовых систем сле-
дует выделить задачу разработки вычислительных и математических методов, которые позволят уп
ростить схемы расчета и получить результаты с высокой степенью точности, необходимой для экспе-
римента. Наиболее перспективным методом повышения точности решения интегральных уравнений 
связанных систем с  сингулярными ядрами является метод квадратур, где сингулярности включены 
в  весовые коэффициенты. Эта идея не нова и  активно используется в  численных расчетах  [25–28]. 
В [29] такой подход использовался при решении уравнения Шрёдингера с кулоновским потенциалом 
(логарифмическая особенность), что позволило повысить точность решения до (10–13–10–14 ).

Цель исследования  – разработка методов вычислений энергетических спектров связанных систем 
с кулоновским, линейным запирающим и корнельским потенциалами в импульсном представлении для 
произвольных орбитальных моментов (l ≥ 0) с использованием новых квадратурных формул.
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Методика решения интегральных уравнений
Уравнение Шрёдингера для центрально-симметричных потенциалов V V rr( ) = ( ) после парциального 

разложения можно записать следующим образом: 

	 k k V k k k k dk E k kn n n n

2
2

02µ
ϕ ϕ ϕ

l l l l l

( ) + ′( ) ′( ) ′ ′ = ( ) =
∞

∫ , , ,k 	 (1)

где ϕn kl ( ) – радиальная часть трехмерной волновой функции ϕ k( ); V k k
l

, ′( ) – l-парциальная компо-
нента центрально-симметричного потенциала, определенная с помощью сферической функции Бес-
селя j x

l

( ):
V k k j k r j kr V r r dr
l l l

, ′( ) = ′( ) ( ) ( )
∞

∫2 .2

0

π

Интегральное уравнение (1) преобразуется в матричное с помощью квадратурных формул для ин-
тегралов. В результате численное решение (1) сводится к задаче на собственные значения матрицы H, 
возникающей при использовании квадратурных формул: 

j

N

i j j
j

N
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= =
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, ,ϕ ϕ ϕ

где N – число абсцисс; E EN
n

( ) ≈
l

. Весовые коэффициенты w j определяются через стандартные весовые 
множители w j для интервала −[ ]1 1, , а матричные элементы Hi j – формулой

H
k

k V k kij
j

i j j j l i j= + ( )
2

,
2

2
,

µ
δ w .

Однако в импульсном пространстве уравнение имеет сингулярное ядро как для кулоновского, так 
и для линейного запирающего потенциала. Кулоновский потенциал V r r( ) = − a  в импульсном простран-
стве удовлетворяет уравнению

	 V k k
Q y
kkl

l, ,′( ) = − ( )
′( )

a

π 2 	 (2)

где a – безразмерная константа связи; функция Q y
l

( ) – полином Лежандра второго рода; параметр y 
определяется соотношением 

y k k
kk

= + ′
′

2 2

2
.

Потенциал (2) имеет логарифмическую особенность при k k y= ′ =( )1  в силу свойств полинома Q y
l

( ).
Потенциал с линейным запиранием V r r( ) = σ  в импульсном пространстве записывается в виде 

	 V k k
Q y
kkl

l, .′( ) =
′( )

′( )
σ

π 2 	 (3)

Как следует из (3), функция ′( )Q y
l

 является гиперсингулярной в  случае k k= ′, следовательно, 
V k k
l

, ′( ) – также гиперсингулярный потенциал.
Методы решения уравнений с сингулярными ядрами

При решении уравнения с сингулярным ядром наиболее часто используется метод вычитания Ланде, 
когда сингулярность сокращается за счет специального контрчлена [15–17; 20; 21; 30]. В отличие от 
этого метода характерной чертой разработанного подхода является включение сингулярностей в ве-
совые коэффициенты квадратурных формул. Применяя методику расчета таких весовых коэффициен-
тов [31; 32] (см. также [28; 29]) с использованием интерполяционного многочлена 

G t
P t

t Pi
N

i N N i N
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где xi, N – нули полиномов Якоби: 
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a b x,
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можно найти квадратурные формулы для вычисления сингулярных интегралов вида

	 I z F t w t g t z dt( ) = ( ) ( ) ( )
−
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В соотношении (4) функции F t w t( ) ( ),  определяют часть интеграла без особенностей для –1 < t, z < 1; 
g t z,( ) – сингулярная функция при t = z.
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Весовые коэффициенты (5) определяются с помощью полиномов Чебышева третьего V xN ( ) и четвертого 
W xN ( ) рода. Определение и свойства этих полиномов можно найти в монографии [33].

Квадратурная формула для гиперсингулярного интеграла с функцией w t
t
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1
1 2

 определяется 
аналогично предыдущему варианту и имеет вид
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C zn
a( )( ) – полиномы Гегенбауэра.
На практике может быть полезной квадратурная формула с вычитанием 
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Весовой коэффициент представляется суммой вида
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Символы Кристоффеля l a b
m N,

,( ) для многочленов Якоби в уравнении (9) определяются стандартным 
соотношением
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Далее при вычислении энергетического спектра используем вариант (10), когда a b= = − 1
2
:

	 w xi
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В формулах (12) и (13) первый и последний члены в суммах делятся на 2; […] – целая часть числа.
Аналитические формулы (5), (7) и (12) позволяют рассчитать весовые коэффициенты с высокой точ-

ностью. Поэтому соответствующие квадратурные формулы можно использовать для решения уравне-
ния Шрёдингера в импульсном пространстве с линейным запирающим потенциалом.

Для получения весовых коэффициентов, включающих логарифмическую сингулярность, рассмо-
трим различные варианты квадратурных формул. Для формулы 
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весовые коэффициенты имеют вид
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является обобщением полиномов Чебышева первого, второго, третьего и четвертого рода  [34]. Если 

в (15) a b= = − 1
2
, то при суммировании по индексу m последний член суммы делится на 2.

Для интегралов с логарифмической особенностью вида
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весовые множители задаются соотношением
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где 

θi N
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Весовые коэффициенты квадратурной формулы 
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t
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T
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N
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после вычислений записываются как

	 w π xi
T

k

N

k i N kz
N k

T T z( ) = − + ( ) ( )




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Энергетический спектр для кулоновского потенциала
Уравнение с кулоновским потенциалом можно преобразовать к виду

	 � �
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� � � �
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k
Q y k k dk kn n n n
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с помощью замен переменных 
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2
В случае кулоновского потенциала известны точные значения энергий, а именно:

en
C

nl

= − 12 .

Точность решения уравнения будем определять с использованием относительной погрешности 

	 δ
e e

en
n n

N

n
l

l l

l

=
− ( )

, 	 (20)

где enl – точные собственные значения; en
N
l

( ) – энергетический спектр, полученный численным решением 
задачи на собственные значения матрицы H при заданном числе N:

	
j
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ij n j N n
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Расчеты произведены в  системе Wolfram Mathematics  [34], выбранная точность весовых коэффи
циентов и нулей равна 90; для всех вычислений параметр b0 = 0,999 992.

Для численного решения уравнения Шрёдингера с логарифмической сингулярностью используем 
три варианта реализации задачи на собственные значения с помощью квадратурных правил.

В первом методе (метод  I) применяются полиномы Чебышева третьего рода V tn ( ) с  функцией 
w t t

t
( ) = +

−
1
1

 и, соответственно, весовые коэффициенты (16). Во втором методе (метод II) – многочлены 

Чебышева первого рода T tn ( ) с функцией w t( ) = 1 и  весовыми коэффициентами  (15) для интегралов 
с  логарифмической особенностью. В  третьем методе (метод  III)  – квадратурное правило ко всем 
интегралам в уравнении (19) с вычитанием, которое использует стандартные весовые коэффициенты 
вида [29]:
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Штрих ′( ) означает, что первое слагаемое суммы делится на 2; […] – целая часть числа.
С помощью отображения
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z
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,

преобразуем уравнение (19) к виду
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Рассмотрим численное решение уравнения (23) с помощью квадратурных формул. Используя ме-
тод I и полагая z = xi, N и t = xi, N , уравнение (23) можно аппроксимировать уравнением (21) с
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Весовые коэффициенты l j N,
1/2,1/2−( ) и w xj

V
i N,( ) определяются уравнениями (11) и (16) соответственно, 
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Расчеты с использованием метода II приводят к матрице вида 
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с функцией 
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Весовые коэффициенты w j
st и  w xj i N

log
,( ) определяются по формулам  (22) и  (15) соответственно, 

а значения xi, N – соотношением
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i
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

2 1
2

Матричные элементы Hi j интегрального уравнения с кулоновским потенциалом с вычитанием
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Диагональные матричные элементы уравнений (24) и (25) конечны, и все особенности находятся 
под контролем. Численные результаты для энергетического спектра, рассчитанные тремя методами, 
сравниваются в табл. 1.

Та бл и ц а   1
Относительная ошибка (20) для кулоновской энергии связи

Ta b l e  1
Relative error (20) for the Coulomb binding energies

N
l = 0

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5

100I 3,7(–14) 3,7(–11) 2,9(–10) 1,2(–9) 3,7(–9)
150I 3,3(–15) 3,3(–12) 2,5(–11) 1,1(–10) 3,3(–10)
150II 1,1(–16) 6,7(–15) 1,1(–13) 8,6(–13) 4,1(–12)
150III 7,1(–7) 1,4(–5) 1,2(– 4) 5,3(– 4) 1,8(–3)

N
l = 1

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5

100I 2,3(–17) 1,0(–15) 1,5(–14) 1,1(–13) 5,8(–13)
150I 4,0(–19) 1,8(–17) 2,6(–16) 2,0(–15) 1,0(–14)
150II 4,7(–16) 9,2(–15) 8,7(–14) 4,5(–13) 1,8(–12)
150III 4,2(–5) 1,7(– 4) 3,6(– 4) 4,3(– 4) 1,2(– 4)

N
l = 2

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5

100I 2,3(–17) 1,0(–15) 1,5(–14) 1,1(–13) 5,8(–13)
150I 4,0(–19) 1,8(–17) 2,6(–16) 2,0(–15) 1,0(–14)
150II 1,7(–19) 4,7(–18) 6,1(–17) 4,7(–16) 2,6(–15)
150III 1,4(–5) 1,1(– 4) 4,8(– 4) 1,6(–3) 4,3(–3)

П р им еч а н и я: 1. Индексы I, II, III означают, что для расчета en
N
l

 используются методы I, II, III соответственно.
2. Запись вида 7,1(–16) означает: 7,1(–16) ≡ 7,1 ⋅ 10–16.

Можно сделать вывод, что методы I и II имеют хорошую сходимость с увеличением N и значительно 
превышают точность метода III. Кроме того, точность методов I и II возрастает при увеличении орбиталь-
ного квантового числа l, в отличие от метода III. Поэтому квадратурные формулы (16) и (15), в которых 
логарифмические особенности ядра уравнения включены в весовые коэффициенты, позволяют с боль-
шой точностью решить уравнение Шрёдингера с кулоновским потенциалом в импульсном пространстве.

Энергетический спектр для линейного потенциала
Запишем уравнение Шрёдингера с линейным потенциалом в виде
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где использованы замены 
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C помощью контрчлена
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получим уравнение Шрёдингера (26) в следующем виде:
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где 

w y n P y P yl
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n l n−
=
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1
1 .

Точность расчетов энергетического спектра проверим с помощью погрешности (20). В частном слу-
чае l = 0 для (29) известен точный результат для спектра 

en
L

nz n0 1 2 3= − = …, , , , ,
где zn – нули функций Эйри Ai z( ).

В отличие от кулоновского потенциала нет точных аналитических решений с линейным потенциа-
лом для l ≥ 1. Решения в данном случае, обозначенные как точные, вычислены путем решения уравне-
ния Шрёдингера в конфигурационном пространстве. Для этой цели использован вариационный метод 
решения с пробными псевдокулоновскими волновыми функциями 

	 ψ b b b bb
n
C r

nr n
n

r e L r
l

l

l

l

, !
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,/( ) =
+ +( ) ( ) ( ) ( )− +

2 2
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где L zn
l ( ) – многочлены Лагерра. В работе  [35] получены аналитические выражения для интегралов 

с функциями (30), возникающими в координатном пространстве. Это позволяет выполнять вычисления 
с высокой степенью точности. Поэтому численное решение в импульсном пространстве для l ≥ 1 срав-
нивается с решением этого уравнения в координатном пространстве.

Для решения уравнения Шрёдингера в импульсном пространстве с линейным потенциалом исполь-
зуем квадратурные формулы (6) и (8). Методы решения уравнения с помощью (8) и (6) будем называть 
методами A и B соответственно. Поясним метод A для интегрального уравнения (29). Используя замену 
переменных 
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,

и квадратурные соотношения (6) и (8) с весовыми коэффициентами (7) и (12) соответственно, инте-
гральное уравнение (29) с вычитанием аппроксимируется уравнением (21), в котором матричные эле-
менты имеют вид
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log
,( ) определяются уравнениями (22), (12) и (15) соответ-

ственно. Числа xi, N – нули многочлена Чебышева первого рода T tn ( ).
Характерная черта решения методом B гиперсингулярного интегрального уравнения (26) – исполь-

зование квадратурных формул (6) и (17). В итоге матрица H для вычисления энергетического спектра 
задается соотношением 
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Весовые коэффициенты w xj
HT

i N,( ) и w xj
T

i N,( ) определяются уравнениями (7) и (18) соответственно. 
Численные результаты, полученные методами A и B, представлены в табл. 2.

Та бл и ц а   2
Относительная ошибка (20) для энергетического спектра  

с линейным запирающим потенциалом
Ta b l e  2

Relative error (20) for the energy spectrum  
with a linear confiment potential

N
l = 0

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5
150 A 1,1(–16) 4,1(–16) 8,6(–16) 1,4(–15) 2,1(–15)
150 B 2,6(–27) 6,2(–26) 5,5(–24) 8,8(–23) 6,2(–22)

N
l = 1

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5
150 A 7,0(–15) 7,1(–15) 1,4(–14) 1,4(–14) 2,1(–14)
150 B 2,6(–10) 7,4(–10) 1,4(–9) 2,2(–9) 3,1(–9)

N
l = 2

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5
150 A 5,5(–14) 1,8(–14) 9,9(–14) 3,3(–14) 1,4(–13)
150 B 1,5(–14) 6,5(–14) 1,7(–13) 3,5(–13) 6,2(–13)

П р им еч а н и я: 1. Индексы A и B означают, что для расчета en
N
l

 используются методы A и B соответственно.
2. Запись вида 7,6(–13) означает: 7,6(–13) ≡ 7,6 ⋅ 10–13.

Как следует из расчетов, метод A дает более точный результат, чем метод B, для орбитальных мо-
ментов l ≥ 1.

Таким образом, новая квадратурная формула (8), основанная на использовании контрчлена и анали-
тическом расчете весовых коэффициентов, включающих сингулярность, дает высокоточное решение 
уравнения Шрёдингера в пространстве импульсов для линейного потенциала.

Отметим, что точность вычисления спектра уравнения Шрёдингера с линейным потенциалом в им-
пульсном пространстве методами A и B намного превосходит точность решения в подходах, предло-
женных в работах [13; 15; 17–19; 21].
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Энергетический спектр для корнельского потенциала
Рассмотрим случай присутствия как кулоновского, так и линейного запирающего потенциала. Для 

корнельского потенциала V r r r( ) = − +a σ  не существует аналитических решений. Поэтому численное 
решение в импульсном пространстве будет сравниваться с решением этого же уравнения в координат-
ном пространстве. 

Из анализа методов решения уравнения Шрёдингера в импульсном пространстве для кулоновского 
и линейного потенциалов следует, что наиболее оптимальным является использование квадратурных 
формул (8) и (14), в которых весовые коэффициенты wi

HS z( ) (12) и wi zlog ( ) (15) включают двухполюсную 
и логарифмическую сингулярности. С помощью замены (27) и контрчлена (28) уравнение Шрёдингера 
с корнельским потенциалом V r r r( ) = − +a σ  в импульсном пространстве записывается в виде 
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(31)

Результаты расчетов представлены в табл. 3. Для определения энергетического спектра уравнение 
Шрёдингера было решено как в импульсном, так и в координатном пространстве.

Та бл и ц а  3
Относительная ошибка (20) для энергетического спектра уравнения  

с корнельским потенциалом (31) и l = 1
Ta b l e  3

Relative error (20) for the energy spectrum of the equation  
with the Cornell potential (31) and l = 1

N
l = 0

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5
100 2,7(–15) 9,6(–15) 2,0(–14) 3,5(–14) 5,2(–14)
150 1,1(–16) 3,7(–16) 7,9(–16) 1,4(–15) 2,0(–15)

N
l = 1

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5
100 3,2(–14) 7,4(–14) 1,1(–14) 1,5(–13) 3,1(–14)
150 3,2(–15) 6,0(–15) 1,8(–15) 1,2(–14) 1,4(–15)

N
l = 2

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5
100 4,1(–16) 1,1(–15) 1,6(–15) 3,2(–15) 1,0(–13)
150 3,2(–17) 7,2(–17) 1,4(–16) 2,2(–16) 3,3(–16)

Таким образом, использование квадратурных правил на основе уравнений  (8) и  (14) позволяет 
найти спектр системы с  корнельским потенциалом с  относительной погрешностью 10–15 для l = 0 
и 10–22 для l ≥ 1.

Заключение
В работе представлены новые квадратурные формулы для сингулярных интегралов, которые при-

менены для решения уравнения Шрёдингера в импульсном пространстве с кулоновским, линейным 
запирающим и корнельским потенциалами. Они позволяют с высокой точностью найти энергетические 
спектры квантовых систем с сингулярными потенциалами.

Достигнутая точность расчетов на много порядков выше, чем в аналогичных вычислениях в им-
пульсном пространстве, проведенных в работах [13; 15; 17–19; 21].

Разработанные методы легко обобщаются на релятивистские уравнения, где потенциалы обычно 
представлены в импульсном пространстве. Следовательно, эта методика может быть использована для 
изучения и  вычисления различных релятивистских эффектов в  двухчастичных квантовых системах 
с высокой точностью.
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