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УДК 530.145.1,535.14

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ДИАГОНАЛИЗАЦИЯ ГАМИЛЬТОНИАНА  
КВАНТОВОЙ МОДЕЛИ РАБИ В КУЛОНОВСКОЙ КАЛИБРОВКЕ

А. В. ЛЕОНОВ1), И. Д. ФЕРАНЧУК1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Рассматривается вопрос о приближенной аналитической диагонализации оператора Гамильтона квантовой мо-
дели Раби, полученного в кулоновской калибровке при учете калибровочной инвариантности модели. Показано, 
что гамильтониан модели с высокой точностью диагонализуется с помощью унитарного оператора калибровоч-
ного преобразования при использовании простого базисного набора векторов состояния. Существенно, что по-
лученная аппроксимация не зависит от вариационных параметров и применима во всем диапазоне изменения 
параметров гамильтониана и квантовых чисел системы. Построены нулевое и равномерно пригодное приближе-
ния операторного метода для собственных состояний системы, а также проведено их сравнение с результатами 
численного расчета. Получено выражение для поправки второго порядка к нулевому приближению в рамках опе-
раторного метода и оценен ее вклад в итоговое значение энергии системы. Приведенные результаты могут пред-
ставлять интерес при описании эволюции квантовой модели Раби, а также при исследовании состояний систем 
двухуровневых атомов в резонансном квантовом поле.

Ключевые слова: квантовая модель Раби; операторный метод; двухуровневая система; квантовое поле; резо-
нанс; калибровочная инвариантность.
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In the present paper we investigate the approximate analytical diagonalisation of the Hamiltonian of the quantum Rabi 
model written in the Coulomb gauge and taking into account the gauge invariance of the system. It is shown that the Ha
miltonian of the model can be diagonalised with high accuracy on the basis of a unitary operator of the gauge transforma-
tion utilising a simple basis set of state vectors. It is essential that the obtained approximate expressions do not depend on 
the variational parameters and are valid within the whole range of the parameter values. The zeroth-order approximation 
and uniformly available approximation are derived for the eigenstates of the system, and their comparison with the results 
of the numerical simulation is elaborated. The second-order correction to the zeroth-order approximation is deduced and 
its contribution to the energy of the system is estimated. The obtained results could be useful for description of the evolu-
tion of the quantum Rabi model as well as for investigation of systems of two-level atoms in the resonant quantum field.

Keywords: quantum Rabi model; operator method; two-level system; quantum field; resonance; gauge invariance.

Введение
Квантовая модель Раби (КМР) описывает взаимодействие двухуровневой системы (ДУС) с одно

модовым квантовым полем в резонаторе [1; 2]. Она является одной из базовых моделей, которые ис-
пользуются для описания взаимодействия излучения с веществом, и имеет фундаментальное значе-
ние для многих задач квантовой оптики [3], квантовой информации [4] и физики конденсированных 
сред [5]. Различные приложения данной модели и ее обобщений и в настоящее время остаются весьма 
актуальными (см. [6–10] и цитированную в них литературу).

Для эффективного использования КМР при исследовании указанных проблем возникает необходи-
мость вычисления собственных функций и собственных значений гамильтониана КМР. Недавно было 
показано [11], что КМР является точно интегрируемой системой, и задача о спектре ее стационарных 
состояний выражается через решения многочленных рекуррентных соотношений. Этот результат имеет 
принципиальное значение, однако собственные функции и собственные значения не представляются 
в замкнутой аналитической форме, что крайне затрудняет их использование для конкретных приложе-
ний при описании задач эволюции КМР, которые связаны с суммированием по всему спектру стацио-
нарных состояний системы. Разработке различных методов приближенного аналитического представ-
ления данных состояний в широком диапазоне изменения параметров системы посвящено большое 
количество работ (см. [12–15] и цитированную в них литературу). Существенным недостатком извест-
ных в настоящее время методов является то, что получаемый на их основе базисный набор функций 
имеет достаточно сложную форму, и это не позволяет аналитически оценить точность построенных 
приближений. Как правило, эффективность полученного приближения оценивается путем его визуаль-
ного сравнения с результатами прямого численного решения задачи.

Еще одна проблема использования КМР в режиме сильной связи атомной системы с квантовым по-
лем заключается в корректном обобщении этой модели при учете в гамильтониане нелинейных по полю 
операторов. Необходимым условием для такого обобщения является калибровочная инвариантность по-
лученного гамильтониана. В ряде работ несоблюдение этого условия приводило к противоречивым пред-
сказаниям и парадоксам. Данная проблема решена в недавней работе [16], где найден унитарный опера-
тор, который осуществляет преобразование гамильтониана КМР из стандартной дипольной калибровки 
к кулоновской калибровке при корректном учете квадратичного по полю оператора.

Гамильтониан КМР в кулоновской калибровке имеет достаточно сложную форму, и численный расчет 
спектра его собственных состояний требует использования матриц большой размерности [16]. На пер-
вый взгляд кажется, что это затрудняет построение аналитического приближения. Однако в настоящей 
работе показано, что можно найти весьма простой набор базисных векторов состояний, в котором гамиль-
тониан КМР в кулоновской калибровке с высокой точностью диагонализуется. Это дает аналитическую 
аппроксимацию для энергетических уровней системы и простые выражения для собственных функций 
во всем диапазоне изменения ее параметров. Предлагаемый подход к решению задачи основан на исполь-
зовании операторного метода (ОМ) решения уравнения Шрёдингера [17], что позволяет не только найти 
нулевое приближение для энергетических уровней, но и оценить точность полученных результатов.
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КМР в кулоновской калибровке
Хорошо известно, что взаимодействие одномодового квантового поля с атомной системой имеет ре-

зонансный характер, когда частота поля близка к одной из частот перехода между атомными уровнями. 
Выделение этой пары состояний и лежит в основе КМР, в которой также используется дипольное при-
ближение, когда взаимодействие атома с полем определяется оператором 




d E⋅( ), где 


d  – дипольный 
момент перехода, а 



E  – вектор напряженности электрического поля. Эти предположения приводят к так 
называемой дипольной калибровке КМР, которой соответствует следующий оператор Гамильтона в на-
туральной системе единиц ( = c = 1):

	 ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^H a a f a az x= + + +( )+ +∆
2

σ σ ,^ ^ ^ ^ ^ ^ ^H a a f a az x= + + +( )+ +∆
2

σ σ ,	 (1)

где â + и â – операторы рождения и уничтожения квантов поля с частотой ω, которая выбрана в качестве 
единицы измерения энергии, т. е. ω = 1; ∆ – частота резонансного перехода атома; f d∼

�
 – безразмерная 

константа связи атома с полем; ^ ^σ σx z,  – матрицы Паули. Отметим, что оператор (1) отличается от опре-
деления, использованного в работе [16], каноническим преобразованием ^ ^a ia − , ^ ^a ia+ + .

Кулоновская калибровка КМР возникает при замене в операторе кинетической энергии атома оператора 
импульса  



p p eA→ −( ), где e – заряд электрона, a 


A – векторный потенциал поля, при этом оператор по-
тенциальной энергии V r( ) остается неизменным. При такой замене взаимодействие атома с полем про-
порционально величине 



p A⋅( ), и в гамильтониане возникает так называемый диамагнитный член A2, 
что приводит к модификации оператора КМР. Однако поскольку электромагнитное взаимодействие инва-
риантно относительно калибровочного преобразования, то оба гамильтониана должны быть эквивалент-
ны. В рамках теории возмущений по полю это показано в книге [18], но строгое доказательство эквива-
лентности обоих представлений получено в работе [16]. Основная идея этого доказательства связана 
с тем, что выделение в системе только двух состояний приводит к нелокальности потенциала V r( ), 
в результате чего он не коммутирует с оператором калибровочного преобразования, который в рамках 
дипольного приближения определяется следующим унитарным оператором:

^ ^ ^ ^

U e f a ax=
+ −( )σ .^ ^ ^ ^

U e f a ax=
+ −( )σ .

Применяя данное преобразование к оператору (1), можно получить выражение для гамильтониана 
КМР в кулоновской калибровке:

	 ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^H a a f a a i f a aC z y= + −( )



 − −( )



{ }+ + +∆

2
2 2σ σcosh sinh ,,

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^H a a f a a i f a aC z y= + −( )



 − −( )



{ }+ + +∆

2
2 2σ σcosh sinh ,,

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^H a a f a a i f a aC z y= + −( )



 − −( )



{ }+ + +∆

2
2 2σ σcosh sinh ,,

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^H a a f a a i f a aC z y= + −( )



 − −( )



{ }+ + +∆

2
2 2σ σcosh sinh ,,

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^H a a f a a i f a aC z y= + −( )



 − −( )



{ }+ + +∆

2
2 2σ σcosh sinh ,,	 (2)

где по аналогии с работой [16] опущено слагаемое  f  2, которое возникает в результате проецирования 
оператора ̂x2  на двумерное гильбертово пространство.

Как и гамильтониан (1), гамильтониан (2) коммутирует с оператором комбинированной четности

	 ^ ^ ^ ^P ez
i a a=

+
σ π ,	 (3)

что должно учитываться при построении различных приближений.

Нулевое приближение ОМ  
для собственных состояний оператора ^HC

Как уже отмечалось выше, во многих работах (см., например, [12–15] и цитированную в них литерату-
ру) были предложены методы приближенного аналитического решения уравнения Шрёдингера с гамиль-
тонианом (1) в широком диапазоне изменения константы связи. В большинстве случаев это сопряжено 
с использованием довольно сложных векторов состояния и преобразований. Достаточно привести в ка-
честве примера недавнюю работу [15], в которой описание метода получения приближенного решения 
занимает 10 страниц журнала. Существенно, что сложная форма базисного набора собственных векторов 
состояния в нулевом приближении не позволяет вычислять поправки к данным решениям.

На этом фоне представляется удивительным то обстоятельство, что более сложный по форме, но эк-
вивалентный гамильтониану (1) гамильтониан (2) с высокой степенью точности диагонализуется с по-
мощью простейшего базисного набора состояний
	 ψ χns sn n s= = … = ↑ ↓, , , , , ,0 1 	 (4)
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где n  – фоковские состояния поля; χ s – собственные векторы оператора σ̂z, при этом спиновые и полевые 
переменные разделяются. Кроме того, состояния (4) являются собственными и для оператора четности (3).

Простой базисный набор (4) позволяет использовать для решения уравнения Шрёдингера ОМ, опи-
санный в книге [17]. В рамках данного подхода решение уравнения

	 ^H EC Ψ Ψν ν ν= , 	 (5)
где индекс ν = ( )n s,  означает совокупность квантовых чисел состояния, вычисляется с помощью итера-
ционной схемы, которая обеспечивает сходимость последовательных приближений.

Приведем формулу нулевого приближения для энергетических уровней, получаемую в рамках этого 
подхода при разложении собственного вектора по базисным функциям ψν  полного набора, в качестве 
которых используются функции (4):

	 E H n s S fn s ns C ns nn, ,
0

2

( ) = = + ( )ψ ψ^ ∆E H n s S fn s ns C ns nn, ,
0

2

( ) = = + ( )ψ ψ^ ∆ 	 (6)

S f n
k

f L f ekn
n k n

n
k n f( ) = −( ) ( ) ( )− − −

1 2 4
2 2

2!

!
, k ≥ n, Skn = Snk ,

где L xn
k ( ) есть обобщенные полиномы Лагерра, а спиновым индексам ↑, ↓ сопоставлены численные зна-

чения +1 и –1 соответственно.
На рис. 1 приведены результаты вычислений по формуле (6) при различных значениях параметров 

системы. Сравнение нулевого приближения с результатами численных расчетов показывает, что про-
стая формула (6) обеспечивает точность не хуже 5 % во всем диапазоне изменения параметров. Также 
отметим, что расстояние между уровнями уменьшается при увеличении константы связи (дипольного 
момента) за счет возрастания энергии связи двухуровневого атома с полем.

Равномерно пригодное приближение ОМ
Несмотря на то что простейший базис  (4) обеспечивает достаточно высокую точность вычисления 

энергетических уровней системы, имеет место заметное отклонение от точного решения в области малой 
константы связи при резонансе (∆ = 1,0). Однако можно улучшить нулевое приближение с помощью не-
значительного усложнения базисного набора. Для этого следует учесть, что в области слабой связи, как 
и в приближении вращающейся волны [19; 20], имеет место вырождение уровней одинаковой четнос
ти. Как известно, в данном случае необходимо использовать правильную линейную комбинацию вы-
рожденных состояний, которая в схеме ОМ называется равномерно пригодным приближением (РПП). 

Рис. 1. Энергетические уровни КМР при n = 10, s = ±1 в зависимости от константы связи:  
а – ∆ = 1,0; б – ∆ = 0,5. Сплошной линии соответствует решение по формуле (6),  

точками обозначены результаты численного расчета
Fig. 1. Energy levels of QRM for n = 10, s = ±1 depending on the coupling constant:  

a – ∆ = 1.0; b – ∆ = 0.5. The solid line corresponds to the solution by formula (6),  
the dotted line shows the results of numerical calculation
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В рассматриваемой задаче такие модифицированные волновые функции строятся из двух состояний (4) 
с одинаковой четностью и имеют следующий вид:
	 ψ χ χn A n B n= + +↑ ↓1 . 	 (7)

Коэффициенты A и B, а также энергии уровней определяются из системы линейных алгебраических 
уравнений, получающихся при подстановке разложения (7) в уравнение (5) и его последующем прое
цировании на векторы состояния n χ↑ и  n + ↓1 χ  соответственно и использовании условия нормиров-
ки для вектора (7). Приведем их итоговые выражения:
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На рис. 2 представлены результаты сравнения энергии, вычисленной в рамках РПП, с численным 
решением, которые демонстрируют высокую точность этого приближения во всем диапазоне измене-
ния параметров КМР.

Вычисление поправки второго порядка ОМ
Простая форма базисного набора (4) позволяет выполнить суммирование по промежуточным состоя

ниям при вычислении поправки второго порядка к энергетическим уровням, чтобы оценить точность 
ОМ (поправка первого порядка в рамках данного метода тождественно равна нулю). В силу изменения 
функций нулевого приближения при учете вырождения в области малой константы связи при резонансе 
выражение для этой поправки принимает вид
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где ν ν1 2 1= ↑( ) = + ↓( )n n, , ,  и матричные элементы вычисляются в соответствии со следующими вы-
ражениями:

Рис. 2. Энергетические уровни КМР при n = 10, s = ±1 в зависимости от константы связи:  
а – ∆ = 1,0; б – ∆ = 0,5. Сплошной линии соответствует решение по формуле (8),  

точками обозначены результаты численного расчета
Fig. 2. Energy levels of QRM for n = 10, s = ±1 depending on the coupling constant:  

a – ∆ = 1.0; b – ∆ = 0.5. The solid line corresponds to the solution by formula (8),  
the dotted line shows the results of numerical calculation
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Результаты вычисления данной поправки показаны на рис. 3. Как видим, ее величина не превышает 4 %, 
что демонстрирует быструю сходимость рассматриваемого метода. Отметим, что, в отличие от стандарт-
ной теории возмущений, матричные элементы в (9) вычисляются с полным гамильтонианом системы, 
а не только с оператором возмущения.

Заключение
Таким образом, в настоящей работе построено приближение для собственных функций и собствен-

ных значений гамильтониана КМР в кулоновской калибровке. Отметим, что аналогичные результаты 
были получены ранее для случая дипольной калибровки [12; 13; 21]. Однако в указанных работах ис-
пользованы достаточно сложные вариационные волновые функции нулевого приближения, зависящие 
от вариационного параметра, выбор которого неоднозначен. Нами показано, что гамильтониан КМР 
диагонализуется с высокой точностью с помощью унитарного оператора калибровочного преобразова-
ния при использовании простого базисного набора векторов состояния, которые позволяют находить 
поправки к нулевому приближению и могут использоваться для описания эволюции системы. Пред-
ставленный в работе подход можно обобщить для исследования состояний системы двухуровневых 
атомов в квантовом поле (модель Дике).
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